




حساب دیفرانسیل و انتگرال 

a1 را جمله اول این دنباله، a2 را جمله دوم و در حالت کلی، an را جمله n ام این دنباله یا جمله 

عمومی دنباله می نامیم.

تعریف  چگونه  ریاضی  زبان  به  را  دنباله  یک  که  بفرمایید  احمد  شما  اکنون 
می کنید؟

احمد: یک دنباله عددی مجموعه ای از اعداد است که این اعداد با اعداد طبیعی 
شماره گذاری شده اند.

دبیر: بسیار خوب. آیا می توانی به زبان دقیق تری دنباله را تعریف کنی؟
احمد: آری، هر دنباله عددی، یا به اختصار دنباله، تابعی است با دامنه مجموعه 

.R و هم دامنه مجموعه اعداد حقیقی N اعداد طبیعی
دبیر: بسیار خوب. شما تعریف دقیق دنباله را ارایه دادید. می توانی با علامات 

ریاضی توضیح بیشتری بدهی؟
a:N→R    )1( احمد: فرض کنیم 

 a مقادیر تابع a)n( ،...،a)2( ، a)1( یک تابع، یعنی یک دنباله باشد، در این صورت
 ،a1 می نویسیم a)1( بوده که اعدادی حقیقی اند. در موقعیت کاری با دنباله ها، به جای
بـه جای )2(a می نویسیم a2  و به طور کلی به جای )a)n می نویسیم  an. لذا نماد تابعی 

نمایش داده شده در )1( به صورت ساده تر زیر نوشته می شود:
a1 , a2 , ..., an , ...  

دبیر: اکنون شما حسین دو دنباله دیگر نام ببرید.
حسین: این پرسش ساده ای است؛ می توانم بنویسم:
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دبیر: اکنون این دنباله را در نظر بگیرید:
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نماد دنباله: وقتی با یک دنباله مانند
a1,  a2, a3 , ..., an , ...  

} و یا حتی مختصرتر با  }n na =1
} و یا مختصراً  }

nna
=

∞
1

سر و کار داریم، آن را با نماد آکولاد یعنی 

 
nn =

 
 
  1

1       ,
     n

n
n =

 
 +  11

} نشان می دهیم. برای مثال، دنباله هایی را که قبلاً حسین نام برد با  }na

نشان می دهیم، لذا جمله عمومی دنباله را در درون آکولاد قرار می دهیم و n 1 نشانگر آن است که 
شماره جملات از عدد طبیعی 1 شروع می شود.

البته هرگاه دنباله، فاقد ضابطه و قانون مشخص باشد، یعنی جمله عمومی آن را نتوانیم با فرمول 
na بیان کنیم، چاره ای نداریم جز آنکه جملات دنباله را یکی یکی و به دنبال 

n
= 1 ساده و معین مانند 

هم نام ببریم و از نماد دنباله نمی توانیم استفاده کنیم.
از این نوع دنباله ها، می توانیم به دنباله اعدادی که نمایشگر عدد π است اشاره کنیم )یعنی اعداد 

آن به عدد π گرایش دارند(.
3, 3/14, 3/1415, ...  

یا قانونی که بر طبق آن بتوان جملات دنباله را تولید کرد وجود  برای این دنباله هیچ قاعده و 
ندارد )چرا؟(.

نکته : ممکن است با یک توالی متناهی از اعداد سر و کار داشته باشیم. در این صورت این 
توالی را یک دنباله متناهی می نامیم، مانند

1, 2, 3, 4,  ...  ,  20  

, , , , ,− −1 1
5 5 2 3

3 4
 

که اولی دنباله ای متناهی با 20 جمله و دومی دنباله ای متناهی با ٦ جمله می باشد. اما وقتی از 
یک دنباله بدون قید نام برده می شود مرادمان یک دنباله نامتناهی است.

اکنون به ذکر مثال جالبی از دنباله ها می پردازیم که نظیر تابع ثابت می باشد.
C, C, C, ... ,   C ,    ...                       عدد ثابتی باشد. دنباله C∈R مثال : فرض کنیم  �

که در آن هر جملهٔ آن برابر C، یعنی برای هر عدد طبیعی Cn  C ،n، دنباله ثابت C نامیده می شود 
, , , ,2 2 2  برای نمونه دنباله                                                                            

}می باشد. }2 2 یعنی  دنباله ثابت 

�
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پرسش های مفهومی
پرسش های زیر را بررسی کنید، اگر فکر می کنید درست اند، آنها را توضیح دهید و اگر فکر 

می کنید نادرست اند مثالی ارائه دهید.
الف( هرگاه n جمله نخست یک دنباله را تغییر دهیم در رفتار آن تغییری حاصل نمی شود.
} نیز صعودی است. }nca } دنباله ای صعودی و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na ب( هرگاه 

} نیز صعودی است. }nca } دنباله ای نزولی و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na ج( هرگاه 
} نیز یکنوا است.  }nca } دنباله ای یکنوا و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na د( هرگاه 

 ـ ٥  ـ همگرایی دنباله ها ١
یا تجربه های  اندیشه های کشف شده قبلی  اندیشه های جدید ریاضی در  از  سرچشمه بسیاری 
گذشته نهفته است. با این حال، در بیشتر موارد چنین سرچشمه هایی در لایه های زیرین مفاهیم مربوطه 
پنهان بوده و به آسانی نمی توان آنها را ملاحظه کرد. در واقع، دیدن و یافتن آنها نگاهی تیزبین و شجاعت 
در تفکر می خواهد؛ در بعضی موارد نیز ظرافت هایی دیده می شود ولی در بدو امر به نظر نمی رسد که 

اندیشه جدید ریاضی در ورای آنها وجود داشته باشد.
کند و کاو  به  و  می گردیم  باز  دنباله ها  به  مربوط  توصیف های  و  بحث ها  به  نگرشی  چنین  با 

سرچشمه ها، ظرافت ها یا اندیشه های نو می پردازیم.
تقسیم  دسته  دو  به  می توانیم  را  دنباله ها  کرده ایم  تعریف  که  مفهومی  یا  و  ویژگی  هر  برحسب 

کنیم:
دنباله های کراندار و دنباله های بیکران )کراندار نیستند(.

دنباله های یکنوا و دنباله هایی که یکنوا نیستند.
یک ویژگی دیگر در مجموعه دنباله های بررسی شده وجود دارد که کمتر خودنمایی می کند. 
برخی از دنباله ها این ویژگی را دارند که جملات آن به یک عدد مشخص نزدیک و نزدیک تر می شوند و 
از روی نمودار نیز شهود می شود که به یک نقطه می گرایند. بنابراین معیار دسته بندی جدید را از این 
دنباله هایی که جملات دنباله، به یک عدد معین می گرایند و دنباله هایی که جملات آنها، به یک عدد معین 

نمی گرایند. برای مثال از دنباله های دسته اوّل به دنباله های زیر توجّه می کنیم:
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na ( , )∈ 4 6

5 5
، یعنی  na ( , )∈ − +1 1

1 1
5 5

این نوار قرار می گیرند؛ به زبان فنی تر هرگاه n  ≥  3، یعنی 

nn , a= − = − = <9 1 1
3 1 1

8 8 5
 

nn , a= − = − = <17 1 1
4 1 1

16 16 5
 

nn , a= − = − = <31 1 1
5 1 1

32 32 5
 

nn , a= − = − = <65 1 1
6 1 1

64 64 5
 

 برمی گردیم. می دانیم که با بزرگ و بزرگتر شدن n جملات 
n

 
 
 

1 بار دیگر به دنباله

دنباله به عدد صفر می گرایند. اکنون از شما خواسته می شود که با محاسبات ریاضی این 
معنی را روشن تر سازید. برای نمونه به یک مورد توجه می کنیم:

، از چه شماره و یا مرتبه ای به بعد اختلاف جملات دنباله تا صفر  na
n

= 1 هرگاه 

  کوچکتر است؟
1

100
از 

را پیدا کنیم. این  na
n

− = <1 1
0

100
در واقع می خواهیم جواب های نامساوی 

نامساوی معادل نامساوی n   >  100 می باشد، پس داریم.

nn a> ⇒ − < 1
100 0

100

برای مثال  

nn a= ⇒ − = <1 1
101 0

101 100  

nn a= ⇒ − = <1 1
105 0

105 100
 

nn a= ⇒ − = <1 1
1000 0

1000 100
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احمد: این بسیار جالب است، امّا شماره جمله ها چگونه عددی خواهد شد؟
 برقرار 

n n
− = < ε1 1

0 دبیر: طبیعی است شماره جملات مربوطه که باید برای آنها نامساوی 

هرگاه  یعنی  آمد،  به دست   M  101 ، ε = 1

100
وقتی  نمونه  برای  بستگی خواهد داشت.   ε به  باشد 

،M نماینده شماره مربوطه است.
n

<1 1

100
  ،n   ≥  101

، شماره مربوطه یعنی M  1001 به دست آمد. ε = 1

1000
وقتی 

ε شماره مربوطه یعنی M  1011 1 به دست آمد، زیرا دیدیم از این شماره به  =
11

1

10
وقتی 

… ،n  1011 3 ، n  1011 2، n  1011 n مثلاً 1 > 1110 بعد، یعنی هرگاه 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 1 10
 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 2 10
 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 3 10
 

 
n

< ε1  ، n ≥ +1110 و به طورکلی برای هر n که 1
 ریاضی وارتر بیان کنیم، برای هر عدد 

n
 
 
 

1 اکنون می توانیم تجربه مان را در خصوص دنباله 
مثبت )ولو بسیار کوچک( ε فاصله an ها از صفر از شماره ای مانند M به بعد کمتر از ε می شود.

به عبارت دقیق تر
و بالاخره به  na − < ε0   ،n ≥ M هست که هرگاه M عددی طبیعی مانند ،ε  >0 برای هر عدد
} و عدد حقیقی مانند L که تصور می کنیم  }na این مفهوم کلیت داده و آن را برای هر دنباله دلخواه  

جملات دنباله به آن گرایش دارند، بیان می کنیم:

}  دارای حـد L است، هرگـاه بـرای هر عــدد ε  >0، عـددی  }na تعریف    : گوییم دنبالـه
M وجود داشته باشد به طوری که برای هر عدد طبیعی n که n ≥ M، نابرابری  طبیعی مانند 

na برقرار باشد.  L− < ε
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را محقق سازید، برای اثبات )١( طبق تعریف می بایست نشان دهیم که حکم منطقی زیر برقرار و درست 
است.

 na L− < ε  ،n  ≥  M هست به قسمی که برای هر M عددی طبیعی مانند ،ε  >٢( برای هر عدد ٠(
در اثبات )٢(، ٠<  ε به عنوان یک عدد حقیقی مثبت معلوم مسأله است. 

همچنین در اینجا M به عنوان یک عدد طبیعی )شماره جملات مورد نظر( مجهول مسأله است. 
M را باید چنان پیدا کنیم که در گزاره شرطی زیر صدق کند:

na L− < ε اگر n عددی طبیعی و n ≥  M آنگاه   
 na L− < ε معنای این گزاره شرطی آن است که از شماره M به بعد جملات دنباله در نامساوی 

صدق کرده و لذا در اطراف L تجمع می کنند.
na برقرار  L− < ε در مسائل مربوط به اجرای دستورالعمل فوق، چون می خواهیم نابرابری 

باشد و ε بر ما معلوم است. با این نابرابری کار می کنیم تا بتوانیم به نحوی M را پیدا کنیم.
ب( دسته دوم مسأله های مربوط به حد مسأله هایی است که در آن L بر ما معلوم نیست. در واقع 
در این نوع مسأله ها از شما خواسته می شود با بررسی جملات دنباله چنانچه فکر می کنید دنباله مورد 
نظر همگـراست ابتدا L را حدس بزنید و سپس در صورت واقعیت امـر و درست بــودن حـدس خـود، 

nn را ثابت کنید.
lim a L
→∞

= مطابق بند الف تساوی حدی، 
ضمناً همیشه یادتان باشد که:

تسلط بر خواص نابرابری ها و درک درست حکم منطقی )٢(، که همان مفهوم حد است، 
از ملزومات اساسی حل مسأله های مربوط به همگرایی است.

n را بررسی کنید.

n
( )

=

 − 
  1

1
3

2
�  مثال : همگرایی دنباله 

عددی  چه  به  همگراست  اگر  و  واگرا  یا  همگراست  دنباله  این  آیا  که  کنیم  معلوم  باید   : حل   
همگراست؟

با اندکی کنکاش در مقادیر این دنباله ملاحظه می کنیم که جملات دنباله، برای n های به قدر کافی 
)n برای n  های بزرگ، کوچک  )1

2
بزرگ، به عدد 3 گرایش دارند. دلیل این امر آن است که مقدارهای 

و کوچکتر شده و مقدار آن به صفر نزدیک می شود.
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کسانی که مفهوم حد دنباله و حد توابع را به درستی درک کنند ریاضیات را بهتر درک 
 ـ 1289(. می کنند. )استاد دکتر غلامحسین مصاحب 1358ـ

١ـ٦  ـ دنباله های واگرا به ∞ ±
دنباله های واگرا را به دو دسته می توان تقسیم بندی کرد:

}که برای آنها هیچ عدد حقیقی، و ∞ ± یافت نمی شود به طوری که  }n
n( ) =−

1
1 دنباله هایی مانند 

nn
lim a L
→∞

=

بزرگ، حول یک عدد  برای nهای  دنباله،  } گرچه جملات  }nn =1
2 مانند  دنباله های واگرایی 

حقیقی تجمع ندارند، لیکن دنباله به نوعی خوش رفتار است!
ادعای ما از خوش رفتاری این دنباله چیست؟

وقتی برای nهای بزرگ جملات دنباله را بررسی می کنیم )با مقدار دهی به n( ملاحظه می کنیم 
که مقادیر جملات از هر عدد حقیقی که بخواهیم بزرگتر می شوند و این یک نوع خوش رفتاریست!

n   >   500,000 2 کافی استn   >   10مثلاً هرگاه بخواهیم ٦
n   >   50,000,000 2 کافی استn   >   108 هرگاه بخواهیم

عدد   از  بعد   50,000,000 شماره  از  دنباله  جملات  که  است  آن  شرطی  گزاره  این  معنی 
که  می گیریم  نتیجه   n   >   50,000,000 از  بزرگترند، زیرا   100,000,000 شده(  پیش تعیین  )از 

.2n   >   100,000,000

 

kn >
2

به طورکلی فرض کنیم k عدد حقیقی کاملاً دلخواهی باشد برای آنکه 2n   >   k کافی است 
kn اختیار کنیم زیرا واضح   ≥ +  

1
2

و چون می خواهیم n طبیعی باشد )شماره جملات( کافی است که 
. k k  + >  

1
2 2

است که 
حال می توانیم تعریف خاصی از واگرایی ارایه دهیم.

( است هرگاه گزاره منطقی زیر برقرار  واگرا به ∞ )یا ∞
  
{ }n na =1

تعریف   : گوییم دنباله 
باشد.

بـرای هر عدد حقیقی مثبت K، عددی طبیعی مانند M یافت شود به قسمتی که هرگاه 
.an >  k ، n ≥  M

. nn
lim a
→∞

= در این صورت می نویسیم ∞ 







 n
nc
n

+=
+

2

2

3 1

2 7
 ، n

nb
n

−=
+

2

3

1

6 1
  ، n

n na
n

− +=
+

25 3 11

2 1
5  ــ فرض کنیم

دنباله هایی از اعداد باشند. ثابت کنید.

 
nn

lim a
→∞

= ∞  ، nn
lim b
→∞

=0 ، nn
lim c
→∞

= 3

2  

١ـ٧ـ اصل موضوع تمامیت
مطالعه حد دنباله ها ارتباط تنگاتنگی با ویژگی های مجموعه اعداد حقیقی یعنی R دارد. پس 
هفدهم  قرن  در  انگلیسی  و  آلمانی  دانشمندان  توسط  انتگرال  و  دیفرانسیل  حساب  نظریه  کشف  از 
نابسامانی هایی در برخی موارد و نتایج آن بروز کرد. ریاضیدانان چندی در رفع این نابسامانی ها تلاش 
کردند و سرانجام پس از طی بیش از یک قرن وایراشتراس توانست به رفع آن نایل شود. وایراشتراس 
دریافت که صورت بندی دقیق و منطقی بحث حساب دیفرانسیل و انتگرال بر شناخت عمیق تر دستگاه 
اعداد حقیقی استوار است. اصل تمامیت یکی از مهم ترین ویژگی های R است که دستگاه اعداد گویا، 
یعنی Q، فاقد آن است، گرچه Q همه خواص جبری و ترتیبی مربوط به R را داراست. در این بخش 
قصدمان این نیست تا نقص Q را بررسی کنیم، لیکن به دلیل نیاز به استفاده از اصل تمامیت، این اصل 
به لحاظ شهودی درکی ساده  بیان خواهیم کرد. اصل تمامیت، همانند بیشتر اصول دیگر، گرچه  را 

دارد، امّا به لحاظ نظری اثبات آن ناممکن جلوه می کند.
 R ترتیبی روی رابطه  از  منبعث  که  بیان می کنیم   R زیر مجموعه های باب  در  ویژگی  دو  ابتدا 

می باشند. در اینجا فرض می کنیم A یک زیرمجموعه ناتهی R باشد.
.x   ≤  u ،x∈A نامیم هرگاه برای هر A را یک کران بالای U تعریف ١: عدد حقیقی

b∈R را کوچکترین کران بالای A می نامیم هرگاه a یک کران بالای A بوده و برای هر کران 
a  ≤  U ،U مانند A بالای دیگر

مشابهاً می توانیم از پایین به مجموعه A نگاه کنیم:
.v   ≤  x ،x∈A نامیم هرگاه برای هر A را یک کران پایین V تعریف ٢: عدد حقیقی

b∈R را بزرگترین کران پایین A نامیم هرگاه b یک کران پایین A بوده و برای هر کران پایین 
.v   ≤ b, v مانند A دیگر










