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f در نقطه ٠  x حد ندارد. (x) sin
x
π= � مسأله : به کمک تعریف ثابت کنید تابع 

در فعالیت زیر نشان می دهیم تابع f در ٠  x حد ندارد: 

١ــ دو دنباله به نام های {an} و {bn} مثال بزنید که هردو مخالف صفر اند ولی به عدد صفر 
همگرا باشند. 

2ــ دنباله های {f (an)} و {f (bn)}  به چه عددی همگرا هستند؟ 
 وجود دارد؟ 

x
lim sin

x→

π
0

٣ــ آیا 

در فعالیت بالا 
nb هردو مخالف صفرند 

n
=

+

1
1

2
2

na و {bn} با ضابطه 
n

= 1 ١ــ دنباله های {an} با ضابطه 
ولی به صفر همگرا هستند. 

nn n n
lim f (a ) lim sin n lim
→+∞ →+∞ →+∞

= π = =0 0 2ــ  

nn n n
lim f (b ) lim sin( n ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

π= π + = =2 1 1
2  

٣ــ در این فعالیت 
 وجود ندارد. 

x
lim sin

x→

π
0

n بنابراین طبق تعریف حد  ،  nn n
lim f (a ) lim f (b )
→+∞ →+∞

≠

تمرین در کلاس

ثابت کنید: 
 وجود ندارد. 

x
lim cos

x→0

1 ١ــ 

x در نقطه صفر دارای حد نیست. , xf (x)
x , x

 <= 
− >

2 0

1 0
2ــ تابع f با ضابطه 

قضیه صفحهٔ بعد محاسبه حد بسیاری از توابع را بدون مراجعه مستقیم به تعریف حد   امکان پذیر 
می سازد. 

یت
عال

ف
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 پس طبق قضیه فشردگی نتیجه می گیریم: 
x x
lim x lim( x)

→ →
= − =2 2

0 0
و می دانیم 0

 
x
lim x sin

x→
=2

0

1
0  

 اثبات قضیه فشردگی: باید نشان دهیم که برای هر دنباله دلخواه {an} که همگرا به a است و
 an ≠ a، دنباله {f (an)} به L همگراست. 

و امّا برای هر دنباله {an} که به a همگراست، به ازای n های به اندازه کافی بزرگ، an در یک همسایگی 
 n nn n

lim h(a ) lim g(a ) L
→+∞ →+∞

= = محذوف a قرار می گیرد. بنابراین: h(an) ≤ f (an) ≤ g(an) و 

nn (شکل بالا را مشاهده کنید) 
lim f (a ) L
→+∞

= پس طبق قضیه فشردگی در دنباله ها داریم: 
.

x a
lim f (x) L
→

= بنابراین 

 A را بر مجموعه f باشد، آنگاه تابع f زیرمجموعه ای از دامنه A تعریف   : اگر
کراندار می نامیم، در صورتی که عدد مثبتی مانند M یافت شود به طوری که برای هر 

f (x)  ≤ M، x ∈ A

 ،x ∈ D هر   ازای  به  زیرا  است.  کراندار  دامنه اش  در   f (x) sin
x

= 1 تابع  لف)  ا  : �  مثال 
sin

x
≤1

1

ب) تابع f (x)  [x] بر مجموعه A  {x ∈ R , 1 < x < 1} کراندار است زیرا به ازای 
f (x) هر f (x)، x ∈ A یا صفراست و یا 1 یعنی 1 ≥ 

تمرین در کلاس 

f در دامنه اش کراندار است.  (x) x= − 21 نشان دهید تابع 

x

y

10

−1











 است. 
x
1  جزءِ صحیح 

x
 
  
1 ، که در آن،

x
lim x

x→

  =  0

1
�  مثال : ثابت کنید: 1

x داریم:  , S
x

≠ = 1
0 حل : می دانیم به ازای هر عدد حقیقیS، S ≥ [S] > ١  S  و با انتخاب 

( )
x x x

 − < ≤  
1 1 1

1 1
 

رابطه (١) را برای دو حالت زیر درنظر می گیریم. 
١x) طرفین نامساوی های (١) را در ٠ < x ضرب می کنیم.  x

x
 − < ≤  
1

1 1
 

x
lim x

x+→

  =  0

1
، بنابر قضیه فشردگی داریم: 1

x
lim ( x)

+→
− =

0
1  و 1

x
lim

+→
=

0
1 چون 1

2) طرفین نامساوی های (١) را در ٠ > x ضرب می کنیم. 

x x
x

 ≤ < −  
1

1 1
 

، بنابراین طبق قضیه فشردگی داریم:
x
lim ( x)

−→
− =

0
1  و 1

x
lim

−→
=

0
1 چون 1

x
lim x

x−→

  =  0

1
1

  

x
lim x

x→

  =  0

1
در نتیجه 1

تمرین در کلاس 

 موجود نیست. 
x

x
lim

x→ 0
نشان دهید: 

یادآوری: در حسابان دیده اید که اگر x برحسب رادیان باشد نامساوی های زیر به ازای xهایی 
، برقرارند  x π< <0

2
sinکه  xcos x

x
< <1

  (١)

sinx به ازای هر x (برحسب رادیان) برقرار است.   ≤ x �  نتیجه : نامساوی 
، x π< <0

2
x     می شود  ٠≥٠ که این هم درست  است   و     به    ازای  برهان  :  نامساوی   بـه     ازای   ٠
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 را بیابید. 
x

cos xlim
sin x→ π

+ 3

2

1 �  مثال : مقدار 
 x ≠ π میل کند، صورت و مخرج کسر به صفر میل می کنند پس به ازای π به x حل : وقتی

(حد را در یک همسایگی محذوف π حساب می کنیم) 
cos x ( cos x)( cos x cos x) cos x cos x

( cos x)( cos x) cos xsin x
+ + − + − += =

+ − −

3 2 2

2

1 1 1 1

1 1 1  
١) از صورت و مخرج ساده شده است زیرا x ≠ π است.   cosx) ≠ عامل ٠

در نتیجه
x x

cos x cos x cos xlim lim
cos x ( )sin x→ π → π

+ − + + += = =
− − −

3 2

2

1 1 1 1 1 3

1 1 1 2   

تمرین در کلاس

 را محاسبه کنید. 
x

sin xlim
cos xπ→

−
2

2

1  مقدار 

١ــ به کمک تعریف دنباله ای حد، ثابت کنید 

x

xlim
x→

− =
−

2

3

9
6

3
ب)    

x
lim x
→

=3

2
8 الف) 

  
x a
lim x a , a
→

= ت) 0≤   
x
lim x
→

− =
1

1 پ) 0

[ ]
x

lim x x
+

→

=2

1
2

ث) 0

 وجود داشته باشد، 
x a
lim (f (x) g(x))
→

+ 2ــ الف) دو تابع به نام های f و g مثال بزنید که 

x a
lim g(x)
→

 وجود داشته باشد نه 
x a
lim f (x)
→

ولی نه 
نه  باشد، ولی   وجود داشته 

x a
lim f (x)g(x)
→

بزنید که  مثال   g و f نام های  به  تابع  ب) دو 
 
x a
lim g(x)
→

 وجود داشته باشد، نه 
x a
lim f (x)
→

مسا ئل
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 این امور ما را به تعریف زیر می رساند. 
x a
lim f (x) f (a)
→

=

)یا  راست  یا  در یک همسایگی چپ  و   a نقطهٔ  در   f کنیدتابع  فرض  تعریف1   : 
هر دو( تعریف شده باشد. در این صورت می گوییم تابع f در نقطهٔ a پیوسته است هرگاه 

شرایط زیر برقرار باشد:  
 وجود داشته باشد. 

x a
lim f (x)
→

الف( 

x a
lim f (x) f (a)
→

= ب( 

تبصره 1: البته شرط »ب« نیز به تنهایی پیوستگی تابع f را در a بیان می کند،

x a
lim f (x) f (a)
→

=  
چرا که سخن از این عبارت متضمن وجود )a( f، وجود حد و تساوی مقدار حد با )f )a است. 

تبصره ٢: اگر تابع f در نقطه a عضو دامنه اش پیوسته نباشد، گوییم f در a ناپیوسته است. 

, در ٠  x پیوسته  xf (x)
m , x


≠




�  مثال : آیا مقداری برای m یافت می شود که تابع 
باشد؟ 

 وجود ندارد. لذا m را هر 
x

x
lim

x→0
، درنتیجه 

x

x
lim

x−→
= −

0
 و 1

x

x
lim

x+→
=

0
1 حل :  می دانیم 

عددی که بگیریم، شرط )ب( در تعریف پیوستگی برقرار نیست و نمی توان تابع f را در ٠  x پیوسته کرد. 

تمرین در کلاس

 را در ١  x بررسی کنید. 
x , xf (x) x

, x

 − ≠=  −
 =

2 1
1

1
4 1

پیوستگی تابع 

یا  داریم  سروکار  آنها  با  که  توابعی  اکثر  دامنه  آن:  دامنه  از  نقطه  هر  در  بع  تا پیوستگی 
دامنه  درونی  نقطه  یک  را  دامنه  به  متعلق   c نقطه  هم،  از  جدا  بازهٔ  تعدادی  اجتماع  یا  هستند  بازه 
 f (x) x= − 21 می نامیم هرگاه این نقطه به بازهٔ بازی واقع در دامنه تعلق داشته باشد.مثلاً دامنه تابع 










