
π≥

f¹dðU� ÊU²Ý«œ

 ÂuNH	 bM¹uÖv	 f¹dðU�¨œu?Ð t²�U¹ ‘d²�Ö Ë oOLFð œuý Ÿ«bÐ« t#s¹« “« q³(

 Âu?NH	 Ê¬ dÐ ÂbI	 tÇ ÊU?MO�dðœtF-UD	 —œÏÊd?( q?¹«Ë« —œ vDš  ôœUF	 ÈU¼ÁU~²Ýœ 

Á˛«Ë v?-Ë Æœu?Ð Ábý ÕdD	 ÈœöO	 r¼b−O¼ÏË« f¹dðU	 Ò ‰U?Ý —œ —UÐ sO-±∏µ∞ÈœöO	 

tKOÝËtÐÏ d²ÝuKOÝ ·“uł eLOłU¼f¹dðU	 Êœ«œeOLð È«dÐ l(«Ë —œ ̈ v�OK~I« Ê«bO{U¹— ̈

Æbý t²�dÖ —U#tÐ U¼ÊUMO	dðœ “«

d²ÝuKOÝ











π∏

 f?¹d?ðU?	 Ëœ ŸuL−	A Ë B v?M?F¹ ¨

  

A + B =
132 18

129 21







¨Ëœ s?¹« Ê«“u?	¬g?I«œ q# œ«bFð 

 s¹«dÐUMÐ Æb¼œv	 ÊUAI bI«Ábý œËœd	 U¹ ‰u³( ”—œ Ëœ s¹« —œ t# «— ÊU²ÝdOÐœ±≥≤s¹« “« “u	¬gI«œ 

t?Ýb?M¼ò ”—œ —œ ÊU²ÝdOÐœ ËœÏ Ë ‰u?³?( åv?D?š d³ł Ë vKOK×ð ±∏Æb?I«Áb?ý œËœd	 ”—œ s¹« —œ dHI 

 sOMâL¼±≤π Ë ‰u³( åt²��Ö  UO{U¹—ò ”—œ —œ ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« “« “u	¬gI«œ ≤±s¹« —œ UNI¬ dHI 

 f?¹d?ðU?	 Æb?I«Áb?ý œËœd?	 ”—œ

  

100

150
(A + B) = 2

3
(A + B) =

88 12

86 14







U?¹ v?-u?³?( b?W—œ e?OI 

ö?¦?	 Æb ¼œv?	 ÊU?AI «— ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« —œ ÈœËœd	Î ∏∏”—œ —œ ÊU?²?Ýd?OÐœ Ëœ s¹« Ê«“u	¬gI«œ •

tÝbM¼òÏ Ë® bI«Ábý ‰u³( åvDš d³ł Ë vKOK×ð ±≤ Ë ©œËœd	 •∏∂—œ ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« Ê«“u	¬gI«œ •

 Ë® bI«Ábý ‰u³( åt²��Ö  UO{U¹—ò ”—œ±¥Æ©œËœd	 •

Æn?¹d?Fð r?O?M# ÷d� A f?¹d?ðU	 p¹ m × nÆb?ýUÐ t?M¹d' Ï A v?�?¹dðU	 «— m × nn?¹d?Fð 

 œb?Ž »dCKWUŠ “« t# rOM#v	  −1  f¹dðU	 —œ A U?Ð «— f¹dðU	 s¹« Æb¹¬v	 œułË tÐ −Ag¹ULI 

 vMF¹ ¨rO¼œv	  −A = (−1)AÆ

t?????M?????¹d????( ÈU????¼t????¹¬—œ t??? # r????O????M????#v????	 t????łu????ðÏ f?????¹d????ðU????	 At????M????¹d????( ¨ÏÈU??? ¼t????¹¬—œ 

 f¹dðU	A ŸuL−	 ̈ f¹dðU	 Ëœ lLł n¹dFð dÐUMÐ «c- Ë bM²�¼ AË  −A f¹dðU	 m × nÂULð t# XÝ« 

 «— v�¹dðU	 sOMÇ ÆXÝ« dHW dÐ«dÐ g¹U¼t¹¬—œdH% f¹dðU� UÐ «— Ê¬ Ë rO	UIv	 ObO#Qð tÐ Â“ô dÖ«® 

 UÐ býUÐOm × n©ÆrO¼œv	 g¹ULI 

Æn¹dFð dÖ« A Ë B ¨bMýUÐ t³ðd	r¼ f¹dðU	 Ëœ  q{UHðB “« A UÐ «— A − BrO¼œv	 g¹ULI 

rOM#v	 n¹dFð d¹“  —uWtÐ Ë

ÆA − B = A + (−B)

ÆbMM#v	 XOF³ð »U�Š v-uLF	 sOI«u( ÊUL¼ “« vIOIŠ œ«bŽ« —œ UNI¬ »d{ Ë U¼f¹dðU	 lLł

tOC( —œÏt×HW ÏÆrOM#v	 ÊUOÐ vLÝ— —uÞtÐ «— v¹«b²Ð« ÈU¼vÖó¹Ë s¹« bFÐ 





±∞∞

 f¹dðU	 “«B»dCKWUŠ ‰U¦	 È«dÐ ÆrOM# t³ÝU×	 ©d~¹œ È—«œdÐ Ê«uMŽtÐ® 

,

  

1 2

2 3







 
1 2 3

4 5 6

1 1 1













sJO-Ë XÝ« vMF	 ÊËbÐ

 

  

 
1 2 3

4 5 6







 
7 8

9 10

11 12












= 58 64

139 154







,

«d¹“

,
  (1,2, 3).(7,9,11) = (1 × 7) + (2 × 9) + (3 × 11) = 58

,
  (1,2, 3).(8,10,12) = (1 × 8) + (2 × 10) + (3 × 12) = 64

,
  (4,5,6).(7,9,11) = (4 × 7) + (5 × 9) + (6 × 11) =139

Æ  (4,5,6).(8,10,12) = (4 × 8) + (5 × 10) + (6 × 12) =154

Æd#cð dÖ« At?³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n “« —uEM	 ÁU~I¬ ¨býUÐ   A2
 vMF¹ AA ¨  A3

vMF¹ 

  A2AÆdš¬ v-« Ë 

v?ÝU?M?ýX�¹“ Y×³	 p¹ —œ XÝ« sJL	 U¼f¹dðU	 »d{ tIu~Ç t# b¼œv	 ÊUAI d¹“ ‰U¦	

Æb¹¬ gOÄ

 ‰U¦�≤ÆÈU¼u¼¬ Ë ‘uÖdš “« t# bMM#v	 vÖbI“ v¹U¼¯dÖ Ë dOý ¨q~Mł p¹ “« vAQÐ —œ 

q?~?M?ł Ê¬ —œ œułu	 nKŽ Ë u¼U# ¨rK# “« U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš s¹« sOMâL¼ ÆbMM#v	 t¹cGð q~Mł Ê¬

jÝu²	 —uÞtÐ U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš “« p¹ d¼ t# «— vHKŽ Ë u¼U# ¨rK# —«bI	 d¹“ f¹dðU	 ÆbMM#v	 t¹cGð

bM#v	 hQA	 ÂdÖ V�Š dÐ bI—ušv	 “Ë— —œ

                             rK#       u¼U#       nKŽ       

‘uÖdš

Æ

200 350 150

300 150 200













            A =
                                                               

u¼¬

 —«b‡I	 u‡¼¬ p¹ fÄ±µ∞œ«bFð Èd~¹œ f¹dðU‡	 ÆbM#v	 ·dB	 “Ë— p‡¹ —œ «— u¼U‡# ÂdÖ 



±∞±

b¹ULIv	 hQA	 ¨bI—ušv	 “Ë— p¹ —œ jÝu²	 —uÞtÐ U¼¯dÖ U¹ dOý t# «— v¹U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš

                                       ‘uÖdš     u¼¬  

dOý

Æ

3 1

4 2













       B =
                                                          

¯dÖ 

rO¼«ušv	 Æœ—ušv	 “Ë— p¹ —œ «— u¼¬ Ëœ Ë ‘uÖdš —UNÇ ¨jÝu²	 —uÞ tÐ ¯dÖ p¹ «c-

·d?B?	 “Ë— p?¹ —œ r?O?I?²?�?	d?Ož —uÞtÐ «— nKŽ Ë u¼U# ¨rK# ÂdÖ bMÇ ¯dÖ Ë dOý d¼ rOM# sOOFð

Æb?M #v	 ·dB	 rOI²�	dOž —uÞtÐ «— rK# ÂdÖ bMÇ ¨dOý p¹ t# rOM#v	 vÝ—dÐ ‰U¦	 È«dÐ ÆbM#v	

ôË«Î ¨‘uÖdš d¼ Ë œ—ušv	 «— ‘uÖdš tÝ ¨dOý p¹ ¨≤∞∞Êœ—uš UÐ ¨«c- Æœ—ušv	 «— rK# ÂdÖ 

 rOI²�	dOž —uÞtÐ dOý p¹ ̈ U¼‘uÖdš  3 × 200p¹ ̈ dOý p¹ sOMâL¼ ÆbM#v	 ·dB	 «— rK# ÂdÖ 

 u¼¬ Ë œ—ušv	 «— u¼¬≥∞∞rOI²�	dOž—uÞtÐ dOý p¹ ̈  —uW s¹« —œÆXÝ« Áœd# ·dB	 «— rK# ÂdÖ 

  1 × 300 ¨d?O?ý p¹ ¨t²�— r¼ ÈË— fÄ ÆbM#v	 ·dB	 «— rK# ÂdÖ  3 × 200 + 1 × 300«— rK# ÂdÖ 

t?¹¬—œ ÊUL¼ œbŽ s¹« t# rOM#v	 tEŠö	 ÆbM#v	 ·dB	 rOI²�	dOž—uÞtÐÏ« dDÝ Ë
Ò

« Êu²Ý Ë ‰Ë
Ò

“« ‰

 f¹dðU	BA« dDÝ t¹¬—œ ̈ —uÞsOL¼ ÆXÝ« Ë
Ò

t# XÝ« ÂdÖ V�ŠdÐ u¼U# “« È—«bI	 Ê¬ ÂËœ Êu²Ý Ë ‰

 »dCKWUŠ VOðdð sOL¼ tÐ Ë ¨œ—ušv	 rOI²�	dOž —uÞ tÐ dOý p¹BArOM#v	 »U�Š «— 

BA = 3 1

4 2







200 350 150

300 150 200







,

Æ  = 900 1200 650

1400 1700 1000







 rOI²�	dOž —uÞtÐ ̄ dÖ d¼ ̈ ‰U¦	 È«dÐ ÆrOI«uQÐ rOI«uðv	 «— »uKD	  UŽöÞ« U−M¹« “«±∞∞∞

ÆbM#v	 ·dB	 «— nKŽ “« ÂdÖ

Æd#cð rOM# ÷d� A Ë Bt³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 Ëœ Ï ≤bI«Ábý n¹dFð d¹“  —uWtÐ t# bMýUÐ 

Æ

  

A = 1 2

0 0







   ,    B = 0 0

0 1







 —uW s¹« —œ

,
  

AB = 1 2

0 0







0 0

0 1






= 0 2

0 0







Æ

  

BA = 0 0

0 1







1 2

0 0






= 0 0

0 0



















±∞∑

ÆÊ—UI²	 œUÄ tI Ë

Æd#cð r?OM# ÷d� At?³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n Áb?ýd#– ÈU¼vÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ ÆbýUÐ —œ

tOC(Ïr¹—«œ ôUÐ 

,
  

1

2
(A + At )





t

= 1

2
(A + At )t = 1

2
(At + (At )t ) = 1

2
(At + A) = 1

2
(A + At )

      Æ

  

1

2
(A − At )





t

= 1

2
(A − At )t = 1

2
(At − (At )t ) = 1

2
(At − A) = − 1

2
(A − At )

œ t?−?O?²I—

  

1

2
(A + At ) Ë Ê—U?I?²?	 f¹dðU	 

  

1

2
(A − At )Êu?M #« ÆX?Ý« Ê—U?I?²?	 œU?Ä f¹dðU	 

tÐ tłuð U‡Ð

  

A = 1

2
(A + At ) + 1

2
(A − At )

p?¹ Ë Ê—UI²	 f¹dðU	 p¹ ŸuL−	  —uWtÐ Ê«uðv	 «— vFÐd	 f¹dðU	 d¼ t# r¹dOÖv	 t−O²I

ÆXýuI Ê—UI²	 œUÄ f¹dðU	

t×H% —œ vÝbM¼  ö¹b³ð Ë U¼f¹dðU�

 ◊U?I?I U−M¹« —œ    R
2

 ÈU?ł tÐ «— (x,y) f?¹dðU	 UÐ 

x

y






 f?¹d?ðU	 p¹ t#   2 × 1g?¹U?LI XÝ« 

 r¹dOÖ ÆrO¼œv	A f?¹dðU	 p¹   2 × 2tDII d¼ È«dÐ ÆbýUÐ Ï X = x
y







 “«     R
2

 ¨AX = A
x
y







p¹ 

 f¹dðU	  2 × 1 “« È«tDII «c- Ë XÝ«     R
2

 f¹dðU	 »d{ “« tDII s¹« l(«Ë —œ Æb¼œv	 g¹ULI «— A—œ 

X f¹dðU	 p¹ t# rO¹u~Ð rOI«uðv	 fÄ Æb¹¬v	 œułËtÐ   2 × 2 “« È«tDII —œ »d{ UÐ     R
2

tÐ «— Ê¬ ¨

“« È«tDII    R
2

 ÈU¼f¹dðU	 «c- Ë œ—U~Iv	   2 × 2 Ê«u?MŽtÐ rOI«uðv	 «— vÝbM¼  ö¹b³ðt×HW —œ 

ÆbOM# tłuð d¹“ ‰U¦	 tÐ Ær¹dO~Ð dEI —œ

 ‰U¦�≥Æ f¹dðU	 

  

A = 1 0

0 2







tDII f¹dðU	 s¹« Ær¹dOÖv	 dEI —œ «— Ï 

  

X = 1

3







“«     R
2

«— 

tDII tÐÏ 

  

AX = 1 0

0 2







1

3






= 1

6







 œ—U~Iv	 ® qJý tÐ±Æ©bOM# ÁU~I 



±∞∏

 rOM# ÷d� ÊuM#«Fö¦	 ÆbýUÐ t×HW —œ ’Uš vÝbM¼ qJý p¹ Î rOI«uðv	 FË jO×	 «— 

 ŸUFý tÐ È«Ád¹«œ ÊË—œ± ∫r¹dO~Ð dEI —œ  UB²Q	 √b³	 e#d	 tÐ Ë 

    

F =
x

y





∈ R

2 x2 + y2 ≤ 1








Æ

 rOM# vÝ—dÐ rO¼«ušv	A qJý F dÖ« vMF¹ Æœd# b¼«uš q¹b³ð vKJý tÇ tÐ «— A◊UII pð pð dÐ 

F r¹dOÖÆbI—Ë¬v	 b¹bÄ vKJý tÇ qWUŠ ◊UII ¨bM# dŁ« X = x
y






∈ F «c- ¨

  
x2 + y2 ≤ 1dÖ« ‰UŠ Æ

A  ÈË— 

x
y







tDII ̈ bM# dŁ« Ï vMF¹ ̈ qWUŠ 

′x
′y







 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ̈

  

′x

′y






 = AX =

1 0

0 2







x

y





=

x

2y






 «c- Ëx = ′x Ë 

  

y = 1

2
′y t−O²I—œ Æ′x 2 + (

1

2
′y )2 ≤ 1¨ U¹ 

  

′x 2 + ′y 2

4
≤ 1dŁ« “« qWUŠ ◊UII fÄ Æ

A ◊UII ÈË— F vMF¹ ¨

′x
′y







 —œ ¨U¼

  

′x 2 + ′y 2

4
≤ 1 dŁ« “« qWUŠ qJý «c- Ë bMM#v	 ‚bW AÈË— 

F ̄ —eÐ dD( ̈  UB²Q	 √b³	 e#d	 tÐ XÝ« vCOÐ p¹ ÊË—œ Ë jO×	 ̈¥ pÇu# dD( Ë ≤qJý tÐ® ≤

©bOM# ÁU~IÆ

 qJý±

2

1−1

−2

1−1

−1

1

x

y









′x

′y











y

x ′x

′y

OO

F .

A

.

 qJý≤

1

3
X

A

AX

1

6

y

x
O O

x

y







±±±

 t� bOM� «bOÄ
  
A + B − C = O

3×2
Æ

¥tOC� ÆÏ ±ÆbOM� XÐUŁ «— 

µÆb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹“ ÈUNÐdCK UŠ Æ

 ©n$«

  

2 3 4

1 5 6







1

2

3













¨

 ©»

  

1 2 1

4 0 2







3 − 4

1 5

− 2 2













Æ

∂ dÖ« Æ

  

A =
2 − 3 − 5

− 1 4 5

1 − 3 − 4













 ̈

  

B =
− 1 3 5

1 − 3 − 5

− 1 3 5













 Ë 

  

C =
2 − 2 − 4

− 1 3 4

1 − 2 − 3













 bO¼œ ÊUA,AB = BA = O ¨AC = A Ë CA = CÆ

∑ bOM� ÷d/ Æa ¨b ¨c Ë dXÝ« bŠ«Ë q¹b³ð ‰Ëbł p¹ d¹“ f¹dðU7 ÆbýUÐ ‰uÞ bŠ«Ë —UNÇ 

Æ

  

A =     

1 3 6 24

1

3
1 2 8

1

6

1

2
1 4

1

24

1

8

1

4
1























 “« bŠ«Ë p¹ ¨s¹«dÐUMÐa “« bŠ«Ë gý ¨c “« bŠ«Ë p¹ ¨XÝ« b “« b?Š«Ë XA¼ dË ¨XÝ« 

 “« bŠ«Ë p¹c “« bŠ«Ë nB, bÕd?ý Ë b?¹dO~Ð dE, —œ f¹dðU7 p¹ Ê«uMŽ tÐ «— ‰Ëbł s¹« ÆXÝ« 

 «dÇ t� bO¼œaikakj = aijt³ÝU×7 ÊËbÐ bO,«uðv7 U¹¬ ÆÏrOI²I7   A2
øbOM� «bOÄ «— 

∏ ‰uB×7 tÝ È«t,Uš—U� Æa ̈b Ë c —«“UÐ Ëœ tÐ «— m Ë nt²šËd/ ÈU¼bŠ«Ë œ«bFð ÆbýËd/v7 

f¹dðU7 UÐ sOF7 ‰UÝ p¹ —œ —«“UÐ d¼ —œ ‰uB×7 d¼ Ábý

  

A =     
5000 2000 1500

2000 2000 1000







m

n

a               b              c

a

b

c

d

   a       b        c       d



±±≤

 ÈU¼f¹dðU7 ÆXÝ« Ábý Áœ«œ

  

B =
2

4

3

















 Ë

  

C =
1/ 8

3 / 5

2 / 5

















d¼ ÁbýÂULð XLO� Ë ‘Ëd/ XLO� ¨VOðdðtÐ  

 “« bŠ«Ë a ̈b Ë c ÈU‡¼f¹d‡ðU‡7 “« p‡¹ d¼ ÈU¼t‡¹¬—œ ÆbM¼œv7 ÊUA, «— AB ̈AC Ë AB − AC

ÆbOM� dO³F‡ð «—

π dÖ« Æ

  

A =
1 2 2

2 1 2

2 2 1













 bO¼œ ÊUA, ¨
  
A2 − 4A − 5I

3
= OÆ

±∞ dÖ« ÆA = 0 1

1 0







t³ÝU×7 XÝ« »uKD7 ¨Ï   A10
Æ

±± dÖ« ÆA = 2 − 1

1 0







OM� XÐUŁ ¨ vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ bn ¨An = n + 1 − n
n − n + 1







Æ

±≤ dÖ« Æ

  

A =
0 1 3

0 0 4

0 0 0













t³ÝU×7 pL� tÐ ̈Ï nK²X7 ÈU¼Ê«uð AvFO³Þ œbŽ bO¼œ ÊUA, ̈

n t� XÝ« œułu7 An = OÆ

±≥ dÖ« ÆA = 1 0

1 2







vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ bOM� XÐUŁ ̈ n ̈  
An = (2n − 1)A − 2(2n − 1 − 1)I2Æ

±¥ ÈU¼vÖó¹Ë Æ± ¨≤ Ë ¥tOC� “« Ï µÆbOM� XÐUŁ «— 

±µ dÖ« ÆAB = BA t� A Ë Bt³ðd7 vFÐd7 f¹dðU7 Ëœ Ï ≤ U¹ ≥Ëœ d¼ U¹ Ê—UI²7 Ëœ d¼ Ë bM²I¼ 

 bOM� XÐUŁ ¨Ê—UI²7 œUÄABÆXÝ« Ê—UI²7 

±∂ f¹dðU7 Æ

  

A =
1 1 1

2 1 3

4 1 2













f?¹d?ðU7 p¹ Ë Ê—UI²7 f¹dðU7 p¹ ŸuL−7  —u tÐ «— 

ÆbOI¹uMÐ Ê—UI²7 œUÄ

±∑ bOM� ÷d/ ÆFÁd¹«œ ÊË—œ Ë jO×7 Ï 
  
(x − 1)2 + y2 = 4∫býUÐ 

Æ 
F =

x

y






∈ R
2 (x − 1)2 + y2 ≤ 4









 f¹dðU7

  

A = 2 0

0 4







 ÈË— dŁ« —œ F ¨FøbM�v7 q¹b³ð vÝbM¼ qJý tÇ tÐ «— 

±∏t¹Ë«“ È«dÐ ÆÏÁbý Áœ«œ XÐUŁ Ï θ vFO³Þ œbŽ Ë n bOM� XÐUŁ ¨R θ
n = RnθF¹ ¨vM

Æ

cos θ − sin θ
sin θ cos θ







n

=
cos nθ − sin nθ
sin nθ cos nθ








