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�  مثال : معادله خط مماس بر نمودار f  (x)   x2 را در نقطهٔ A (1,1) پیدا کنید.
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f ( x) f ( ) ( x)lim lim
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∆0
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2 شیب خط مماس                     

بنابراین معادله خط مماس می شود:
  y 1     2(x  1)    یا    y     2x  1  
یادداشت: تعریف ما از خط مماس بر یک نمودار خط مماس قائم را در بر نمی گیرد.

برای خطوط مماس قائم تعریف زیر را می آوریم.

 (a,  f (a)) که از x    a آنگاه خط ،
x

f (a x) f (a)lim
x∆ →

+ ∆ − = +∞
∆0

اگر f در a پیوسته بوده و 

می گذرد، خط مماس قائم بر نمودار f است (شکل 3ــ3 را ببینید).
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   باشد،  [ ]c , d یادداشت: اگر دامنهٔ f بازهٔ بسته  
آنگاه تعریف خط مماس قائم را با توجه به پیوستگی f در 
نقاط انتهایی c و d طوری تعمیم می دهیم که نقاط انتهایی 

را در بر گیرد.
مماس  خطوط   ،x    ±  1   خطوط مثال،  به عنوان 

f هستند. (شکل 3ــ4) (x) x= − 21 قائم بر منحنی 

شکل 3ــ3

شکل 3ــ4
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4ــ آیا تابع های زیر در نقطهٔ مشخص  شده خط مماس دارند؟
اگر پاسخ مثبت است معادلهٔ خط مماس را بیابید.

x  1 در g(x) x= −2 1 ب)   x  1 در f  (x)  x الف)  

x  0 در t  (x)    xsgn(x)  (ت                                        x  0 در e(x) x= 3 پ) 

 تابع علامت)
, x

sgn(x) , x
, x

− <
= =
 >

1 0

0 0

1 0

راهنمایی: (

٣ـ٣ـ آهنگ تغییر
پیرامون  تغییر پدیده های دنیای  تعبیر تغییرات و آهنگ  در این بخش چند مثال برای نمایش و 

می آوریم.
طبیعی است که مانند سرعت یک شیء متحرک، تغییر را وابسته به زمان تلقی کنیم، ولی لزومی ندارد 
که خود را تا این اندازه مقید سازیم. تغییر نسبت به متغیرهایی غیر از زمان را نیز می توان به همان ترتیب 
مورد بررسی قرار داد. مثلاً یک پزشک می خواهد بداند چه تغییرات کوچکی در مقدار دارو می تواند 
واکنش بدن را به آن دارو برانگیزد، و یا اقتصاد دانی می خواهد نحوهٔ تغییر سرمایه گذاری خارجی در کشور 
معینی را نسبت به نوسانات موجود در نرخ های بهرهٔ رایج در آن کشور مورد مطالعه قرار دهد. همهٔ این 

مسائل را می توان برحسب آهنگ تغییر یک تابع نسبت به یک متغیر فرمول بندی کرد.
s  f  (t)    t3 معادله حرکت (رابطهٔ بین مکان و زمان) ذره ای باشد    5t2 6t مثال : فرض کنیم  �
که روی خطی راست حرکت می کند و مکان ذره در زمان های t  1 و t    1  ∆t مشخص است در این 

صورت اندازه جابجایی این ذره برابر است با
∆S  f  (1 ∆t  )  f  (1)  ∆t(∆t2 2∆t 1)  

 (∆t) از تقسیم اندازه جابجایی بر مدّت جابجایی ،[1  ,  1   ∆t] و در بازهٔ زمانی

آهنگ متوسط تغییر مکان ذره به دست می آید، که آن را عموماً سرعت متوسط ذره در فاصله 
t تا t  1  ∆t نیز می نامند، یعنی زمانی 1

S t t
t

∆ = ∆ − ∆ −
∆

2 2 1  
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 ـ ٦  ـ مشتق توابع مثلثاتی ٣
همان طورکه می دانید تابع های مثلثاتی سینوس و کسینوس در دامنهٔ تعریفشان پیوسته اند. اکنون 
بدست  آنها  مشتق  برای  دستورهایی  و  می کنیم  ثابت  تعریفشان  دامنهٔ  روی  را  توابع  این  مشتق پذیری 
می آوریم و بنابر قضیه (2) کافی است مشتق پذیری توابع سینوس و کسینوس ثابت شود زیرا دو تابع 

دیگر tan و cot به صورت خارج  قسمت این دو تابع تعریف می شوند.
یادآور می شویم که در عبارات x ،cotx ،tanx ،cosx ،sinx برحسب رادیان است. همچنین 

، (h برحسب رادیان)
h

sin hlim
h→

=
0

 و 1
h

coshlim
h→

− =
0

1
درفصل حد، نشان دادیم که 0

d (x برحسب رادیان است) (sin x) cos x
dx

= اکنون ثابت می کنیم 

h

d sin(x h) sin x(sin x) lim
dx h→

+ −=
0

�  برهان  : 
 

h

sin x cosh sinh cos x sin xlim
h→

+ −=
0

                                         

h

sinh coshlim ( )cosx ( )sin x
h h→

− = −  0

1                                         

چون در محاسبهٔ حد وقتی h به صفر میل کند، x را ثابت می گیریم، 
بنابراین

h h
lim sin x sin x , lim cos x cos x

→ →
= =

0 0   
درنتیجه

h h

d sinh cosh(sin x) cos x lim sin x lim
dx h h→ →

−= −
0 0

1  

cos x (sin x)( ) cos x= × − =1 0  

تمرین در کلاس
d (cos x) sin x
dx

= − به طور مشابه ثابت کنید: 














