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حساب دیفرانسیل و انتگرال 

dy نیازی نداریم که y را برحسب متغیر x پیدا کنیم، 
dx

درخور توجه است که برای پیدا کردن 
 x به جای این کار از مشتق گیری ضمنی استفاده می کنیم، برای این منظور از دوطرف معادله نسبت به
dyy را به دست می آوریم، با این فرض که همواره معادلهٔ داده 

dx
′ = مشتق می گیریم و از معادلهٔ حاصل 

شده، y را به طور ضمنی برحسب تابعی مشتق پذیر از x تعریف می کند. 
dy را بیابید. 

dx
 ،x2  y2  4 مثال : الف( اگر  �

) بیابید.  , )1 3 ب( معادله مماس بر دایره x2  y2  4 را در نقطه 
حل : از طرفین معادله x2  y2  4 نسبت به x مشتق می گیریم. 

d d(x y ) ( )
dx dx

+ =2 2 4
 

d d(x ) (y )
dx dx

+ =2 2 0  
قابل توجه این که (y  f )x تابعی است مشتق پذیر و بنابر قاعده »توانی کلی« در مشتق تابع مرکب 

dداریم:  (y ) yy
dx

′=2 2
 

2x  2yy′  0 بنابراین  
اکنون از این معادله ′y را پیدا می کنیم 

dy
dx

xy  یا   , (y )
y

−′ = ≠0  
، مشتق تابع (نیم دایره بالایی( برابر است با  ( , )1 3 ب( در نقطه 

dy
dx

−= = −1 3

33 شیب مماس    
) می شود  , )1 3 بنابراین معادله خط مماس بر دایره در نقطه 

y (x )− = − −3
3 1

3

 
یا 

y x= − +3 4 3

3 3   
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�  مثال1 : می خواهیم یک جعبهٔ درباز از یک قطعه مقوای ٧5 × 40 سانتی متر بسازیم با این 
روش که مربع هایی با اندازه مساوی از چهارگوشهٔ این مقوا برش می زنیم و جدا می کنیم (شکل 3ــ22(. 

اکنون می خواهیم بدانیم طول ضلع این مربع ها چقدر باشد تا جعبه ساخته شده بیشترین حجم 
ممکن را داشته باشد. 

برای مدل سازی این مسأله نماد x را برای طول ضلع مربع هایی که باید از چهارگوشه مقوا بریده 
شود انتخاب می کنیم (قسمت الف شکل بالا( و نماد V را برای حجم جعبه ای که می خواهیم بسازیم، 

درنظر می گیریم (قسمت ب شکل بالا(. 
به بیان دیگر 

x : طول (برحسب سانتی متر( ضلع های مربع هایی که باید بریده شود. 
V : حجم (برحسب سانتی متر مکعب( جعبه دربازی که ساخته می شود. 

چون از هر گوشه مقوا، یک مربع به ضلع x از هر گوشه مقوا برش می دهیم، ابعاد جعبهٔ در باز 
مطلوب عبارتند از x و (2x  40( و (2x  ٧5(، (شکل 3ــ22( 

بنابراین حجم این جعبه که به شکل مکعب مستطیل است به صورت زیر به دست می آید. 
V  )40  2x))٧5 2x) * x  4x3  230x2  3000x           )1)  

متغیر x در این معادله با محدودیت های معینی روبرو است، زیرا به دلیل اینکه x طول ضلع مربع 
است، نمی تواند منفی باشد. همچنین عرض مقوا 40 سانتی متر است، پس x نمی تواند بیشتر از نصف 

آن باشد (چرا؟(
در نتیجه متغیر x از معادله (1( باید در رابطه  x ≤ 20 ≥ 0صدق کند (چرا؟(

 x بنابراین مسأله واقعی ما به یک مدل ریاضی تبدیل شد که در این مدل ریاضی باید مقادیری از
را در بازه ]0,20( پیدا کنیم که مقدار V در معادله (1( بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. 

می توان این مسأله ها را به پیدا کردن مقدارهای ماکسیمم یا مینیمم تابع ها تبدیل کرد. ابتدا توضیح 
می دهیم که منظورمان از مقدارهای ماکسیمم و مینیمم چیست؟ 
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