


































حساب دیفرانسیل و انتگرال 22

 n برابر ١ است. هرچه تعداد نقاط افراز بیشتر باشد، افراز ظریف تر خواهد بود و عدد n  صورت عدد
 ∆x   x   x افزایش خواهد یافت. ضمناً یادآوری می کنیم که عدد ١

پس  است،  پیوسته  نیز   [x ١, x ] بازه جزء  هر  بر   f تابع  باشد. چون  می  ام   i جزء  بازه  طول 
 [x ١, x U از [ L و  ماکسیمم و مینیمم )مطلق( خود را در این بازه اختیار می کند. یعنی نقاطی مانند 

f )L ( ≤ f )x( ≤ f )u x و ) ١ ≤ x ≤ x است که برای هر 
f )u نشانگر مساحت مستطیل های با قاعده  (∆x f )L و   (∆x هرگاه f )x( ≥ 0 بر [a , b]، آنگاه 
x] بوده که نوک مستطیل اول زیر نمودار f و نوک مستطیل دوم بالای نمودار f قرار  ١, x )عرض( [
A بنامیم،   x] محدود به نمودار تابع f از  ١, x دارند )شکل ٤ــ9( به عبارت دیگر هرگاه ناحیه با قاعده [
f )u نمایشگر   (∆x A محاط شده، در حالی که   f )L نمایشگر مساحت مستطیلی است که درون  (∆x

A می باشد. به زبان جبری:  مساحت مستطیلی است که محیط بر 
f )L (∆x  ≤ A  ≤ f )u (∆x    )١(

f )u و یا هردوی آنها ممکن است  (∆x f )L و یا   (∆x هرگاه f مقادیر منفی نیز اختیار کند آنگاه  
 x منفی باشند، در چنین صورتی این عبارت ها نمایشگر قرینه مساحت مستطیلی هستند که زیر محور
واقع است، در هر صورت که f همواره مقادیر نامنفی اختیار کند و یا مقادیر منفی نیز بگیرد نامساوی 

f )L برقرار است.  (∆x  ≤ f )u (∆x f )L برقراربوده و لذا همواره  ( ≤ f )u (
مجموع های بالا و پایین: اکنون به تعریف مجموع های بالا و پایین می پردازیم. قبل از این، 
برای ساده تر کردن نمادهایمان همواره فرض می کنیم که افراز چنان باشد که طول همه بازه های جزء 
حاصله مساوی باشند، پس هرگاه افراز P  شامل ١  n نقطه بوده و در نتیجه n بازه جزء پدید آورد طول 

b می باشد.  a
n
− هر بازه جزء برابر 

این گونه افرازها را افرازهای منظم می نامیم. عدد طبیعی n مشخص کننده افرازی با ١  n نقطه 
 n است. پس به جای آن که از افرازها به عنوان متغیر یاد کنیم از عدد طبیعی b a

n
− با طول بازه ای جزء 

یاد می کنیم. در سرتاسر بحث f نمایشگر یک تابع است که در طول بحث ثابت فرض می شود. 
الف( مجموع پایین که با نماد )L)f, p و یا نماد ساده تر Ln نشان داده می شود چنین تعریف 

می گردد. 
Ln  f )l١( ∆x١  f )l2( ∆x2  ...  f )ln( ∆xn  
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n i i
i

L f (l ) x
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1 یعنی  
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١ــ L حرف اول Lower به معنی پایین و U حرف اول Upper به معنی بالا می باشد. 

xix −1 ixiLiU

y f (x)

xi] را نشان می دهد.  1, xi] متناظر با بازه جزء f (ui)∆xi و مستطیل بزرگ تر سهم f (li)∆xi شکل ٤ــ 9  ــ مستطیل کوچک تر سهم

ب( مجموع بالا که با نماد )U)f, p و یا نماد ساده شده Un ١ نشان داده می شود چنین تعریف 
Un  f )u١(∆x١  f )u2(∆x2  ...  f )un( ∆xn  .می گردد
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U f (u ) x
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چپ(  )سمت  بالا  جمع  حاصل  یک  و  راست(  )سمت  پایین  جمع  حاصل  یک  زیر  شکل  در 
برای یک تابع نزولی نشان داده شده است. مساحت مستطیل های رنگی به صورت مثبت و مساحت 

مستطیل های با رنگ آبی هاشور زده شده به صورت منفی در مقدار انتگرال لحاظ خواهند شد. 
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شکل ٤ــ10ــ الف) یک مجموع پایین و ب) یک مجموع بالا را برای یک تابع نزولی نشان می دهند. ناحیه های رنگی سهم های 
مثبت و ناحیه های آبی سهم های منفی به مقدار مجموع ها می دهند. 

x

y f (x)

x0 x1 x2
l2

x3
l3

xn
ln

l1

(ب) (الف) 




