






است. )شکل 4ــ11(

b برابر است با R3 مساحت  R2 مساحت  R1 مساحت
a f (x)dx∫ شکل 4ــ11ــ 

تمرین در کلاس

a را که در آن a<0 ، محاسبه کنید. xdx∫0 1ــ 
)f)x تابع ثابت با مقدار 1 است. b را محاسبه کنید. توجه کنید که در اینجا 1

a dx∫ 2ــ 
)f)x تابع ثابت با مقدار c است، محاسبه کنید. c را، که در آن b

a cdx∫ 3ــ 

تعمیم: در تعریف انتگرال معین فرض کردیم که تابع f بر ]a,b[ پیوسته است. اکنون یک گام به 
جلو بر می داریم و فرض می کنیم که تابع f بر ]a,b[ کراندار بوده امّا لزوماً پیوسته نباشد. می دانیم که هر 
تابع پیوسته بر یک بازه بسته کراندار است امّا عکس این حکم در حالت کلی برقرار نمی باشد. قصدمان 

این است که انتگرال معین را برای توابع کراندار نیز تعریف کنیم.
فرایند تعریف را که برای توابع پیوسته به کار گرفتیم در اینجا نیز می توانیم اعمال کنیم. تنها یک 
 f .باشد ]a,b[ یک افراز P تفاوت کوچک وجود دارد که در نتیجه کار بلااثر می باشد. فرض کنیم
x[ نیز کراندار است. چون )مقادیر( f بر این بازه یک  1,x بر ]a,b[ کراندار است پس بر هر بازه جزء ]
M است. مشابهاً چون  مجموعه کراندار است، پس از بالا کراندار است. پس دارای سوپریممی مانند 

m است. f بر این بازه کراندار است از پایین کراندار بوده و در نتیجه دارای اینفیممی مانند 
m∆x ≥f)x (∆x ≥M∆x m. در نتیجه  ≥f)x (≥M  ،x∈ ]x 1,x واضح است که برای هر ]

اکنون مجموع های بالا و پایین را چنین تعریف می کنیم.
n

n i i
i

U M x
=

= ∑ ∆
1

 ، 
n

n i i
i

L m x
=

= ∑ ∆
1

x

y

0

y f (x)=

R

a b
1

R2

R3

































49

3ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x x dx
x

+ +∫
2

2

1

2
ب(    sin x cos xdx∫ 4 2 الف( 

x

x
e dx

e
+∫

21 ت(    ( x ) xdx∫ − +21 4 پ( 

cos را بر بازه ]π,0[ حساب کنید. xf (x) += 1
2

4ــ مقدار میانگین تابع f با ضابطه 
5  ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x dx
x
+∫

2 1 ب(     (x ) dx
x
+∫

32 الف( 

6  ــ با مشتق گیری از طرف دوم تساوی های زیر درستی آنها را محقق کنید.

 xdx sin c a
aa x

−∫ = + >
−
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2 2

1
0 الف( 

xdx tan c a
a aa x

−∫ = + >
+
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1 1
ب( 0

7ــ فرض کنیم که f و g انتگرال پذیر بوده و برای هر x از بازه ]f)x(≥g)x( ،]a,b. ثابت کنید 
. )قضیه 5( b b

a af (x)dx g(x)dx∫ ≤ ∫

x و  cos و محورxها و خطوط 0 xf (x)
cos x

−=
+

2 2

1 2
8   ــ مساحت سطح محصور بین منحنی 

x را حساب کنید. π=
4

x2   را حساب کنید. 4y و y2 4x 9ــ مساحت سطح محصور بین منحنی های

و   x 3 و   y x خطوط  و   xf (x)
x

−=
3

2

4 تابع  منحنی  بین  محصور  سطح  مساحت  10ــ 
x را برحسب k حساب کرده و سپس حد این مساحت را وقتی ∞ →k به دست آورید. k<3

y در بازه ]0,1[ و نمودار  sin 1x را به دست آورید. )از نمودار sin (x)dx−∫
1 1
0

11. حاصل 

] کمک بگیرید( , ]π
0

2
y در بازه  sinx








