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o?¹d?Þ “«  U?Žö?Þ« È—Ë¬Ål?L?ł ¨Áb?¼U?A?� U?Ð p?ýeÄ ¨VOðdð s¹« tÐ ÆœdOÖÅv� «— v¹UN+ ÅrOLBð ÊU�—œ

g?O?Ä «— ÊU�—œ ÈUN¼«— Ë b¼œÅv� hO0Að «— È—ULOÐ ¨UN+¬ —œ vLE+ Êb¹œ Ë ÈdOÖÅÁ“«b+« Ë g¹U�“¬

ÆœdOÖÅv�

‰ôb?²?Ý« “« eO+ v{U¹— —œÆXÝ« v¹«dI²Ý« ¨vÐd−ð ÂuKŽ Ë vJýeÄ qzU-� —œ ‰ôb²Ý« ‘Ë—
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ÅÅ≤

”bŠ X-0+ ¨výË— sOMÇ —œ ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý« tQQ-� qŠ »uš Èóð«d²Ý« p¹ Ê«uMŽ tÐ v¹«dI²Ý«

œ «— œu?š ÈUNÝbŠ fáÝ ¨rO+“Åv�"K?� ÈdOÖÅt−O²+ È«dÐ ÁU~+¬ ¨rOM�Åv� d²IO"œ Ë oOÒ“« ÁœUH²Ý« UÐ ¨v

Á—UÐ—œ ¨sOI¹ Ë lD" —uÞÅtÐ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«ÏÆrOM�Åv� rJŠ Ê¬ v²Ý—œ 

 XO6UF�±‡‡Å±

 ÈUNKJý ÈUN¦K¦�± ¨ ≤ Ë ≥ÆbM²-¼ XANML¼ r¼ UÐ tL¼ pÇu� ÈUN¦K¦� Ë tÐUA²� r¼ UÐ 

±ÆbOM� q�U� «— d¹“ ‰Ëbł fáÝ Ë sOOFð «— qJý d¼ pÇu� ÈUN¦K¦� œ«bFð ‡‡Å

                         qJý Á—ULý   ±                        ≤                       ≥

       
 

pÇu� ÈUN¦K¦� œ«bFð

≤Uł pÇu� YK¦� bMÇ r−MÄ qJý —œ ÆbO¼œ t�«œ« qJý sOL−MÄ Uð «— tÐUA²� ÈUN¦K¦� rÝ— ‡‡Å

ÆbOM� q�U� r−MÄ qJý Uð «— œuš ‰Ëbł øœdOÖÅv�

≥Á—U?L?ý s?O?Ð È«Åt?D?Ð«— U?¹¬ øœd?O?ÖÅv?� U?ł pÇu� YK¦� bMÇ r¼œ qJý —œ ‡‡ÅÏœ«b?F?ð Ë qJý 

ÆbO¼œ `O{uð øœ—«œ œułË pÇu� ÈUN¦K¦�

¥øbO+“Åv� vÝbŠ tÇ ÂbB+UÄ qJý œ—u� —œ ‡‡Å

µøX-OÇ ULý ”bŠ vK� XQUŠ —œ ‡‡ 

∂øbOM� tOłuð Â—«e¼ qJý œ—u� —œ «— œuš ”bŠ v²Ý—œ bO+«uðÅv� U¹¬ ‡‡Å

t?D?Ð«— v?Ý—dÐ È«dÐ XOQUFb s¹« —œÏÁ—U?Lý sOÐ Ï¨q?J?ý d?¼ —œ pÇu� ÈUN¦K¦� œ«bFð Ë qJý 

Ær¹œuL+ rOEMð «— Áb�¬ XÝœÅtÐ  UŽöÞ« “« vQËbł fáÝ Ë r¹œd� vÝ—dÐ Ë g¹U�“¬ «— tKŠd� s¹bMÇ

Þ« —œ v?L?E+ Êb¹œ UÐ ÁU~+¬Òt?D?Ð«— œ—u� —œ ¨Áb�¬ XÝœ tÐ  UŽöÏÁ—U?Lý sOÐ ÏÈU?N?¦K¦� œ«bFð Ë UNKJý 
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ÅÅÅÅ≥

Ær¹œ“ vÝbŠ qJý d¼ —œ pÇu�

ÆXÝ« vK� ”bŠ p¹ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— ÊœdÐ—U� tÐ “« È«Åt+uL+ ̈ XOQUFb s¹«

 XO6UF�±Å‡‡Å≤

±∫b¹dO~Ð dE+—œ «— v¼«u0Qœ YK¦� ‡‡Å

t?Ç r?¼ t?Ð X?³?-?+ U?¼“U?-LO+ s¹« ÆbOM� rÝ— «— YK¦� s¹« vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ ©nQ«

øb+—«œ vF{Ë

ÆbOM� oOI×ð d~¹œ YK¦� bMÇ œ—u� —œ «— ©nQ«® bMÐ ©»

øbOM�Åv� vMOÐÅgOÄ «— È«Åt−O²+ tÇ ôUÐ bMÐ Ëœ “« ©Û

≤t?Ð X³-+ U¼ÅnBM�ÅœuLŽ ÆbOM� rÝ— «— v¼«u0Qœ YK¦� ÈUNFK{ ÈU¼ÅnBM�œuLŽ ©nQ« ‡‡Å

øb+—«œ vF{Ë tÇ r¼

ÆbOM� oOI×ð d~¹œ YK¦� bMÇ œ—u� —œ «— ©nQ«® bMÐ ©»

O?F{Ë È«dÐ ULý ”bŠ vMF¹ øbO+“Åv� vÝbŠ tÇ vK� XQUŠ —œ ¨ôUÐ bMÐ Ëœ tÐ tłuð UÐ ©ÛÒX

øX-OÇ r¼ tÐ X³-+ Á«u0Qœ YK¦� d¼ ÈUNFK{ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ

t?Ð Èb?FÐ XOQUFb Æb+—«œ—ušdÐ v³QUł ÈUNOÖó¹Ë “« YK¦� p¹ ÈUNŽUHð—« Ë U¼Åt+UO� ¨U¼“U-LO+

ÆbOM� oOI×ð U¼Åt+UO� œ—u� —œ «— UNOÖó¹Ë s¹« “« vJ¹ Uð b¼œÅv� Xidb ULý

 XO6UF�±Å‡‡Å≥

 Á«u0Qœ YK¦� ©nQ«ABC ÈUNFK{ dOE+ ÈU¼Åt+UO� Ë b¹dO~Ð dE+—œ «— AB Ë BCbOM� rÝ— «— 

tDI+ ËÏ «— UN+¬ œ—ušdÐ P qJý bM+U�® bO�UMÐ ±Æ©
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ÅÅ¥

łuð UÐ © ÒøbO+“Åv� vÝbŠ tÇ ©Û® Ë ©»® ÈU¼bMÐ “« Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼Åt−O²+ tÐ t

t+UO� ©ÀÏ lK{ dOE+ ACt+UO� tÝ ÆbOM� rÝ— «— Ï YK¦� ABCøb+—«œ r¼ tÐ X³-+ vF{Ë tÇ 

ÆbO¹UL+ oOI×ð UN+¬ œ—u� —œ «— ©À® Uð ©nQ«® ÈU¼bMÐ Ë bOM� rÝ— d~¹œ YK¦� bMÇ ©Ã

”dL¼ ÈUNDš

t?D?I+ p¹ —œ jIb jš bMÇ ÁUÖd¼

 ̈ bMM� lD" «— d~¹bL¼L¼d
Ó

”ÁbO�U+ 

Æb+uýÅv�

�« Æb?¹œ—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð v³QUł ÈU¼Åt−O²+ ¨ôUÐ XOQUFb tÝ ÂU−+« UÐÒq?ÐU?" U¼Åt−O²+ s¹« t� bO+«œÅv� U

Æb+«ÅÁbý qiUŠ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ”UÝ«dÐ jIb «d¹“ bM²-O+ œUM²Ý«

 XO6UF�±Å‡‡Å¥

±ÆbOM� rÝ— «— d¹“ ÈUN¦K¦� “« p¹ d¼ ŸUHð—« tÝ ‡‡Å

tDI+ ©nQ«Ïøb+—«œ vF{Ë tÇ UN¦K¦� tÐ X³-+ UNŽUHð—« vÝdL¼ 

Á—UÐ—œ ULý ”bŠ ©»ÏtDI+ ÏøX-OÇ Á«u0Qœ YK¦� d¼ ÈUNŽUHð—« vÝdL¼ 

 ÈUNFK{ tÐ v¦K¦� œ—u� —œ «— œuš ”bŠ ©Û¥ ¨ µ Ë ∂”bŠ g¹U�“¬ s¹« U¹¬ ÆbOM� g¹U�“¬ 

"øbM�Åv� bO¹Qð «— ULý vK³

≤ ÈUNFK{ tÐ v¦K¦� ‡‡Å∂ ¨Å∏ Ë ±≤ÆbOM� rÝ— «— Ê¬ ŸUHð—« tÝ Ë ¨

+ ©nQ«ItDÏøœdOÖÅv� —«d" U−� —œ YK¦� s¹« ÈUNŽUHð—« vÝdL¼ 

Á—UÐ—œ ULý ”bŠ U¹¬ ©»ÏtDI+ Ïøbý bO¹Qð YK¦� ÈUNŽUHð—« vÝdL¼ 

O d3

d2

d1



ÅÅÅÅµ

łu?ð UÐ ©ÛÒ tÐ t» Ë n?Q« ÈU?¼bMÐL?¼ q?×?� œ—u� —œ ULý ”bŠ ¨d
Ó

Y?K?¦?� d¼ —œ UNŽUHð—« vÝ

øX-OÇ Á«u0Qœ

≥t¹Ë«eQ«ÅrzU" YK¦� p¹ ‡‡ÅÏÆbO¹UL+ rÝ— «—ÅÊ¬ ÈUNŽUHð—« fáÝ ÆbOM� rÝ— Á«u0Qœ 

tDI+ ©nQ«ÏL¼ d
Ó

øœ—«œ —«d" U−� UNŽUHð—« vÝ

tDI+ q×� œ—u� —œ ULý ”bŠ ©»Ï`O{uð ø«dÇ øbý œ— U¹ bO¹Qð YK¦� d¼ —œ UNŽUHð—« vÝdL¼ 

ÆbO¼œ

 s?¹dLð‡‡U?Ð Ë b?O?M?� q?iË r?¼ t?Ð v?Q«u?²?� —u?ÞÅtÐ «— Á«u0Qœ vFK{—UNÇ p¹ ÈUNFK{ jÝË 

Ë« vFK{—UNÇ dÖ« ÆbO¹UL+ vÝ—dÐ «— qiUŠ qJý ÈUNOÖó¹Ë ̈ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý«Ò¨qOD²-� tOQ

Á—UÐ—œ ULý ”bŠ ¨býUÐ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� U¹ È“uQ ¨lÐd�ÏÊœd� qiË “« Áb�¬ b¹bÄ vFK{—UNÇ vÖó¹Ë  

ø«dÇ øX-OÇ UN+¬ ÈUNFK{ ÈUNDÝË

 XO6UF�± Å‡‡Åµ

 tDI+ p¹ —œ «— d~¹bJ¹ ̈ rOM� rÝ— «— lÐd� p¹ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ dÖ«"g¹U�“¬Å® bMM�Åv� lD

 ̈ lÐd� —œ «d¹“ ©Å°bOM�"¨r¹dO~Ð dE+ —œ qOD²-� p¹ lÐd� ÈUł tÐ dÖ« ‰UŠ ÆbM²-¼ U¼Åt¹Ë«“ “U-LO+ U¼dD

Ær¹“«œdÄÅv� ‰«RÝ s¹« vÝ—dÐ tÐ ¨XOQUFb s¹« —œ øbý b¼«uš t+u~Ç U¼“U-LO+ XOF{Ë

∫XÝ« Ábý rÝ— qOD²-� tÝ d¹“ —œ ©nQ«

œ—u?šd?Ð “« Áb?�¬ b?¹b?Ä q?J?ý ÈU?N?O?Öó?¹Ë ¨Áœd� rÝ— «— p¹d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+

ÆbOM� Xý«œœU¹ vQËbł —œ ©ÅtQUI+ Ë g�Åjš UÐÅ® ÈdOÖÅÁ“«b+« UÐ «— U¼“U-LO+

v?K?š«œ ÈU?¼Åt?¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ œ—ušdÐ “« qiUŠ qJý œ—u� —œ ¨tÐd−ð tÝ s¹« ”UÝ«dÐ ©»

øbO+“Åv� vÝbŠ tÇ qOD²-�

ÆbO¹UL+ oOI×ð «— œuš ”bŠ v²Ý—œ Ë bOM� rÝ— Èd~¹œ Á«u0Qœ qOD²-� ©Û

®±®                                  ©≤®                         ©≥©



ÅÅ∂

 X?¼U³ý tÐ ‰UŠ tÐ Uð U¹¬"łu?ð Ê¬ œu?š Ë rK� qÖ nK²0� ÈUN²L-Òt?Jð p¹ “« dÖ« øb¹«ÅÁœd� t

U?³¹dIð qiUŠ d¹uBð ¨bOM� ¯—eÐ «—ÅÊ¬ Ë b¹dO~Ð fJŽ rK�ÅqÖÎdb "d¼ vMF¹ °œ—«b+ rK� qÖ œuš UÐ v

q� tO³ý rK�ÅqÖ tJðÒÈU¼ÅÁb¹bÄ —œ ¨XÝ« vÝbM¼ ÈUN�uNH� s¹dðœdÐ—U�dÄ “« vJ¹ t� tÐUAð ÆXÝ« Ê¬ 

ÆXÝ« UN+¬ ÊœuÐ tÐUA²� ‡‡ œuš U¼ÅÁb¹bÄ t+uÖÅs¹« vÖó¹Ë ÆœuýÅv� Áb¼UA� —UO-Ð vFO³Þ

 dÖ«" q?J?ý Ê¬ ¨b?ýU?Ð t?ÐUA²� qJý q� UÐ qJý p¹ “« v²L-t?ÐU?A²� ‡‡Å œuš

ÆœuýÅv� ÁbO�U+

 XO6UF�±ÅÅ‡‡Å∂

Æb¹dO~Ð dE+ —œ Ÿö{ô«ÅÈËU-²� YK¦� p¹

∫rOÝdð —u²Ýœ

ÆbOM� qiË r¼ tÐ XÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA+ t�—uD+UL¼ «— UNFK{ jÝË ©nQ«

·cŠ Êœd� ÁUOÝ UÐ «— v+UO� YK¦� Ë b¹—«œ t~+ ¨b+uýÅv� œU−¹« U¼ÅtýuÖ —œ t� «— v¦K¦� tÝ ©»

ÆbOM�

± VOðdð s¹« tÐÆbOM� —«dJð b¹bł YK¦� tÝ ÈË— «— bM¹¬db s¹« ‡‡ÅπÆœuýÅv� bOQuð XANML¼ YK¦� 



ÅÅÅÅ∑

≤tKŠd� tÝ Uð «— ôUÐ bM¹¬db ‡‡ÅÏÆbOM� —«dJð ¨d~¹œ 

≥—œ œu?ýÅv?� œU?−?¹« b?M?¹¬db s¹« —«dJð “« t� «— vKJý ‡‡Å

 vKJý sOMÇ ÆbO¹UL+ nOiuð «—ÅÊ¬ Ë bOM� r-−� œuš s¼–YK¦�

vJ�MOÄdÝÆœuýÅv� ÁbO�U+ 

 XO6UF�±Å‡‡Å∑

t?KŠd� —UNÇÏU?Ð ¨Èb?F?Ð ÈU?¼Åt?KŠd� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA+ d¹“ —œ vJ-MOÄdÝ YK¦� rÝ— ‰Ë« 

ÆbM�Åv� «bOÄ t�«œ« d²JÇu� ÈUN¦K¦� tÐ UN¦K¦� rO-Ið

   

 tKŠd�      ≤ tKŠd�                                             ± tKŠd�                                              ∞

                           

 tKŠd�        ¥ tKŠd�                                                   ≥

± q?Š«d?� “« p?¹d?¼ —œ t?� «— Èb¹bł ÈUN¦K¦� œ«bFð Æ± Uð ¥—œ Ë b?¹—U?LAÐ ¨b+«ÅÁbý œU−¹« 

ÆbOM� Xý«œœU¹ d¹“ ‰Ëbł

                  
tKŠd�

                  

  

 n … 5 4 3 2 1 0         

                   
œ«bFð 

      ±

≤tKŠd� —œ UN¦K¦� œ«bFð œ—u� —œ ÆÅÏ µt?+u~Ç UN¦K¦� œ«bFð ¨tKŠd� d¼ —œ øbO+“Åv� vÝbŠ tÇ 

øbM�Åv� dOOGð

≥tKŠd� —œ UN¦K¦� œ«bFð s²bU¹ È«dÐ ÆÏ nøbOM�Åv� œUNMAOÄ «— v¹u~Q« tÇ ¨

¥ dÖ« ÆnøbM�Åv� dOOGð t+u~Ç UN¦K¦� œ«bFð ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ 



ÅÅ∏

µtKŠd� —œ YK¦� XŠU-� dÖ« Æ Ï dÐ«dÐ dHS ±UÐ XŠU-� ¨býUÐ " ÈU¼ÅtKŠd� —œ «— Áb+U�Åv±Uð 

¥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

       
          tKŠd�

∞      ±       ≤        ≥          ¥         µ         ÆÆÆ         n

      ÅÅÅ      XŠU-�±

∂UÐ XŠU-� œ—u� —œ Æ"tKŠd� —œ Áb+U�ÅvÏ µøbO+“Åv� vÝbŠ tÇ ¨

∑UÐ XŠU-� tKŠd� d¼ —œ Æ"øbM�Åv� dOOGð t+u~ÇÅÁb+U�Åv

∏UÐ XŠU-� s²^U¹ È«dÐ Æ"tKŠd� —œ Áb+U�ÅvÏÅ nøbOM�Åv� œUNMAOÄ «— v¹u~_« tÇ ¨

π dÖ« ÆnUÐ ÈUN¦K¦� XŠU-� ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ "øbM�Åv� dOOGð t+u~Ç Áb+U�Åv

 XO6UF�±ÅÅ‡‡Å∏

∫b¹dO~Ð dE+—œ «— d¹“ rOÝdð —u²Ýœ

 tÝ tÐ «— jšÅÁ—UÄ ©n_«"ªbOM� rO-Ið ÈËU-� XL-

 ÈË— ©»"ªbOM� UMÐ Ÿö{ô«ÅÈËU-²� YK¦� p¹ ¨v+UO� XL-

ÆbOM� ·cŠ «— v+UO� jšÅÁ—UÄ ©Û

±ÆbOM� rÝ— Ÿö{ô«ÅÈËU-²� YK¦� p¹ Æ

≤s?¹« —œ t?� b?O?M?� t?łu?ð Æb?O?¹U?L+ «dł« YK¦� ÈUNFK{ “« p¹Åd¼ ÈË— dÐ «— rOÝdð —u²Ýœ Æ

ÆœuýÅv� q¹b³ð ÈËU-� ÈUN_uÞ UÐ d²JÇu� jšÅÁ—UÄ —UNÇ tÐ jšÅÁ—UÄ d¼ ¨X_UŠ

≥tKŠd� Ëœ —œ «— ‚u^ —u²Ýœ ÆÏÆbOM� —«dJð Ábý œU−¹« ÈUNDšÅÁ—UÄ “« p¹d¼ ÈË— ¨d~¹œ 

¥ ÈU¼ÅtKŠd� —œ Ábý œU−¹« ÈUNDšÅÁ—UÄ œ«bFð Æ± Uð ≥Xý«œœU¹ d¹“ ‰Ëbł —œ Ë b¹—ULAÐ «— 

ÆbO¹UL+

 tKŠd�                

          

    

n L 4 3 2 1 0

12 3
         

UNDšÅÁ—UÄ œ«bFð 

µt?KŠd� —œ UNDšÅÁ—UÄ œ«bFð œ—u� —œ ÆÏ ¥U?N?DšÅÁ—UÄ œ«bFð tKŠd� d¼ —œ øbO+“Åv� vÝbŠ tÇ 

øbM�Åv� dOOGð t+u~Ç

∂tKŠd� —œ UNDšÅÁ—UÄ œ«bFð s²^U¹ È«dÐ ÆÏ nøbOM�Åv� œUNMAOÄ «— v¹u~_« tÇ ¨



ÅÅÅÅπ

∑ dÖ« ÆnøbM�Åv� dOOGð t+u~Ç UNDšÅÁ—UÄ œ«bFð ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ 

∏tKŠd� —œ Ÿö{ô«ÅÈËU-²� YK¦� lK{ ‰uÞ dÖ« ÆÏ dÐ«dÐ dHi ±qiUŠ qJý jO×� ¨býUÐ 

 ÈU¼ÅtKŠd� —œ±¨Å≤ Ë ≥ÆbOM� Xý«œœU¹ d¹“ ‰Ëbł —œ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

                           tKŠd�

  

 n … 4 3 2 1 0         

3                       jO×�     

πt?KŠd� —œ qJý jO×� œ—u� —œ ULý ”bŠ ÆÏ ¥t?Ç U?Ð tKŠd� d¼ —œ qJý jO×� øX-OÇ 

øbM�Åv� dOOGð v³¹d{

±∞tKŠd� —œ qJý jO×� s²bU¹ È«dÐ ÆÅÏ nøbOM�Åv� œUNMAOÄ «— v¹u~Q« tÇ ¨

±± dÖ« ÆnøbM�Åv� dOOGð t+u~Ç qiUŠ qJý jO×� ¨œuý d²Ö—eÐ Ë ¯—eÐ 

 ÂU+ tÐ vKJý œuý —«dJð X¹UNMOÐ Uð YK¦� ÈUNFK{ ÈË— ‚ub —u²Ýœ dÖ«t)«œ ·dÐÏN ÔaœU−¹« 

t²J+ÆœuýÅv�ÏœbŽ d¼ “« Ê¬ jO×� ̈ œËb×� ̀ DÝ œułË UÐ t� XÝ« Ê¬ qJý s¹« œ—u� —œ —Ë¬ XH~ý 

ÆbM�Åv� qO� X¹UNMOÐ tÐ qJý s¹« jO×� œuýÅv� t²HÖ t� v¹Uł Uð¨œuýÅv� d²Ö—eÐ vÖ—eÐ

 Èó?ð«d?²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨d¹“ XOQUFb —œOOGðd?ÁUÖb¹œv?¹«d?I²Ý« ‰ôb²Ý« “« vQU¦� vÝ—dÐ tÐ ¨

Æb¹“«œdáÐ

 XO6UF�±ÅÅ‡‡Åπ

b×� vFK{ÅbMÇ p¹ —œ —ËU−�dOž ”√— Ëœ ÁUÖd¼ÒtKOÝË tÐ »Ï¨œuý qiË r¼ tÐ jšÅÁ—UÄ p¹ 

 p¹"Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ vFK{ÅbMÇ Ê¬ “« dD

b×� ÈUNOFK{ bMÇ ©nQ«ÒÆbOM� rÝ— vFK{ÅXA¼ Uð «— »

 ©»"ÆbO¹UL+ q�U� «— d¹“ ‰Ëbł Ë bOM� rÝ— «— UNOFK{ÅbMÇ s¹« “« p¹d¼ ÈU¼dD

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«ÅtDÐ«— U¹¬ ©Û"øœ—«œ œułË U¼dD

 ‰Ëbł ÈU¼ÅÁœ«œ sOÐ È«ÅtDÐ«— Ê«uðÅvL+ vÖœUÝÅtÐ ̈ b¹œd� tÐd−ð t� —uD+UL¼±ULý tÐ Uð œd� «bOÄ 

 œ«b?F?ð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«ÅtDÐ«— vMOÐÅgOÄ È«dÐ v¹u~Q« Êœd� «bOÄ —œ"d¼ —œ UNOFK{ÅbMÇ ÈU¼dD

UNFK{ œ«bFð≥¥µ∂∑∏

U¼dD" œ«bFð∞≤µ

 ‰Ëbł±



ÅÅ±∞

È—Ë¬Ål?L?ł t?Ð Ë b?O?¼œ d?O?O?G?ð «— œu?š ÁU?Öb?¹œ s¹«dÐUMÐ ÆbM� pL� ¨œuÐ XOQUFb s¹« ·b¼ t� ¨tKŠd�

Æb¹“«œdáÐ tQQ-� s¹« qŠ Ë XOQUFb s¹« ·b¼ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ  ËUH²� ÈU¼ÅÁœ«œ

 ‰Ëbł © ≤∫bOM� qOLJð «— 

                                                    

   

 ‰Ëbł≤

               UNFK{ œ«bFð≥¥µ∂∑∏

”√— p¹ “« Ábý rÝ— ÈU¼dD" œ«bFð∞±

 ‰Ëbł ÈUNOFK{ÅbMÇ —œ ©À≤ sOÐ È«ÅtDÐ«— U¹¬ ¨UNFK{ œ«bFð Ë Ábý rÝ— ÈU¼dDU œ«bFð

”√— p¹ “«øœ—«œ œułË 

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«ÅtDÐ«— bO+«uðÅv� U¹¬ ©Ã"ÈUNOFK{ÅbMÇ ÈUNÝ√— ÂULð “« t� v¹U¼dD

t×HiÏ "øbO+eÐ ”bŠ ¨b+uýÅv� rÝ— q³

 œ«bFð Ë UNFK{ œ«bFð sOÐ È«ÅtDÐ«— U¹¬ ©ı" p¹ ”√— d¼ “« Ábý rÝ— ÈU¼dDnvFK{ œułË 

øœ—«œ

t?D?Ð«—¨Ê¬ “« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð b?O?+«uðÅv� U¹¬ ¨b¹œd� «bOÄ È«ÅtDÐ«— ©ı® XL-" —œ dÖ« ©ÕÏœ«b?Fð sOÐ 

 œ«bFð Ë UNFK{" p¹ ÈUNÝ√— ÂULð “« t� v¹U¼dDnÅvFK{øbO+eÐ ”bŠ «— b+—cÖÅv� 

 t+u~Ç ©Œ ÁUÖb¹œ dOOGð Èóð«d²Ý« œ«bFð sOOFð È«dÐ È«ÅtDÐ«— Uð œd� pL� ULý tÐ"ÈU¼dD

øb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ UNOFK{ÅbMÇ

U¼Åt6Q��

± p?¹ v?K?š«œ ÈU?¼Åt?¹Ë«“ Ÿu?L?−?� t� È«ÅtDÐ«— ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Ænv?FK{ 

b×�ÒÆbO¼œ `O{uð «— —U� ÂU−+« qŠ«d� Ë bO+eÐ ”bŠ bM�Åv� ÊUOÐ «— »

≤p?¹ ÈU?¼“U?-?L?O?+ œ—u?šd?Ð “« q?iU?Š qJý ÈUNOÖó¹Ë ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ÆbO¼œ `O{uð «— œuš ÈUNÝbŠ tÐ ÊbOÝ— v~+u~Ç Ë bOM� vMOÐÅgOÄ «— Ÿö{ô«ÅÈ“«u²�

≥ tQQ-� —œ Æ"U-Q«ÅÈËU-²� tI+“Ë– p¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� ÈUł tÐ q³"tÇ Ær¹dOÖÅv� dE+ —œ sO

øbO+“Åv� Ê¬ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ œ—ušdÐ “« qiUŠ qJý œ—u� —œ vÝbŠ

¥tDI+ p¹ ÆÏ ÈË— Á«u0Qœ "Áb?ŽUÏU-Q« ÈËU-²� YK¦� p¹ "t?Ð tDI+ s¹« “« Æb¹dO~Ð dE+ —œ sO

UN+¬ ŸuL−� fáÝ Áœd� ÈdOÖÅÁ“«b+« «— jšÅÁ—UÄ Ëœ ‰uÞ ÆbOM� rÝ— vÞuDš YK¦� ‚UÝ Ëœ  «“«u�

 ÈË— t?D?I?+ s¹« Êœd� UłÅtÐUł UÐ Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «—"Á“«b?+« —œ Èd?OOGð tÇ ¨ÁbŽUÏœU?−?¹« ŸuL−� s¹« 



ÅÅÅÅ±±

øœ—«œ œułË YK¦� È«eł« Ë ŸuL−� s¹« sOÐ È«ÅtDÐ«— U¹¬ øœuýÅv�

±‡‡Å≤vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡Å

 XOQUFb —œ±ÅÅ‡‡µÁ—UÐ—œ Ï q?O?D²�� vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U�LO) œ—ušdÐ “« qZUŠ qJý

œUM²Ý« UÐ jIb rO+«uðÅvL+ ¨‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« lÐd� p¹ ¨qJý Ê¬ t� r¹b¹œ g¹U�“¬ UÐ Ë r¹œ“ v¹UNÝbŠ

t−O²+ tÐÏK?� ÈdOÖÅt−O²+ p¹ g¹U�“¬ bMÇ Ò“« t?� rO¹u~Ð Ë rOM� v¨q?OD²�� d¼ ÈU¼“U�LO) œ—ušdÐ 

ÆœuýÅv� qZUŠ lÐd� p¹“« b¹UÐ ¨rO¼œ ÊUA+ vKOD²-� d¼ È«dÐ «— t−O²+ s¹« v²Ý—œ rO¼«u0Ð dÖ« 

 X?O?QU?F?b —œ t?� «— v?ÝbŠ v²Ý—œ ÆrOM� ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë—±ÅÅ‡‡Åµ‰ôb?²?Ý« pL� UÐ 

∫rO¼œÅv� ÊUA+ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— UÐ ¨r¹œ“ v¹«dI²Ý«

 Á«u0Qœ qOD²-�ABCDÆrOM�Åv� rÝ— «—ÅÊ¬ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ ¨t²bdÖ dE+ —œ «— 

 ÂUÖ±

 ‡‡AYt¹Ë«“ “U-LO+ Ï At¹Ë«“ Ë XÝ« Ï A "∫fÄ ÆXÝ« tLzU

    A
∧

1 = 45
o

 ‡‡DWt¹Ë«“ “U-LO+ Ï Dt¹Ë«“ Ë XÝ« Ï D "∫fÄ ÆXÝ« tLzU

    D
∧

1 = 45
o

 YK¦� ¨s¹«dÐUMÐAZDU-Q«ÅÈËU-²� "t¹Ë«“ —œ Ë XÝ« sOÏ Z "t−O²+ —œ ÆbýUÐÅv� tLzU

®±                          ©Z
∧

1 = Z
∧

2 = 90 ,  AZ = DZ

 ÂUÖ≤

 ÂUÖ tÐUA� vQôb²Ý« UÐ± YK¦� œuýÅv� t−O²+ BXCU-Q«ÅÈËU-²� " Ë sO"∫fÄ  ÆXÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzU

®≤                       ©
    X
∧

1 = X
∧

2 = 90
o  ,  BX = CX

® ÈU¼ÅtDÐ«— tÐ tłuð UÐ±® Ë ©≤ ÊœuÐ qOD²-� Ë ©ABCD YK¦� Ëœ t� œuýÅv� t−O²+ ¨ADZË 

BXCªs¹«dÐUMÐ ÆbM²-¼ XANML¼ 

DZ = CX

A B

CD

w

z x

1

1

1 1

Y

2 2

 qJý≤



ÅÅ±≤

 ÂU?Ö tÐUA� vQôb²Ý« UÐ± Y?K?¦� t� r¹dOÖÅv� t−O²+ ¨CWDU?-Q«ÅÈËU-²� eO+ " Ë sO"t?¹Ë«eQ«ÅrzU

∫vMF¹ ÆXÝ«

®≥                               ©W
∧

= 90 ,  DW = CW

 ÂUÖ≥

® ÈU¼ÅtDÐ«— “«±® ¨©≤® Ë ©≥ v?F?K{—UNÇ t� r¹dOÖÅv� t−O²+ ©WXYZ©ø«d?Ç® XÝ« qOD²-� 

łuðUÐÒ® ÈU¼ÅtDÐ«— tÐ t≤® Ë ©≥∫Xýu+ Ê«uðÅv� ©

DW − DZ = CW − CX

U¹

®¥                                           ©WZ = WX

tDÐ«—Ï® ¥ q?O?D²-� ÷dŽ Ë ‰uÞ t� b¼œÅv� ÊUA+ ©WXYZ f?Ä ¨XÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ WXYZ

∫t� r¹œ«œ ÊUA+ vK� XQUŠ —œ t−O²+—œ ÆXÝ« lÐd� p¹

ÆXÝ« lÐd� p¹ qOD²-� d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ “U-LO+ œ—ušdÐ “« qiUŠ qJý

 «— U?N?+¬ v?²?Ý—œ t?� r¹œd� ÁœUH²Ý« ©ÅvI¹UIŠÅ® v¹UNLJŠ “« ¨ôUÐ  U³Ł« —œ"ö³ÎÊ¬ Ær?¹œuÐ Áb¹œ 

∫“« bMð—U³Ž UNLJŠ

 YK¦� d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ŸuL−� ‡‡±∏∞ªXÝ« tł—œ 

t¹Ë«“ Ëœ t� v¦K¦� ‡‡ÏU-Q«ÅÈËU-²� ¨œ—«œ dÐ«dÐ "ªXÝ« sO

ªb+dÐ«dÐ ”√— tÐ qÐUI²� ÈU¼Åt¹Ë«“ ‡‡

ÆXÝ« dÐ«dÐ r¼ UÐ qiUŠ ¨rOM� r� ÊU-J¹ —«bI�Ëœ ¨ÈËU-ð p¹ sObdÞ “« dÖ« ‡‡

ÆXÝ« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— “« È«Åt)uL) ¨ôUÐ ‰U¦�

‡‡Å s¹dLð0A� Ò tÇ —œ ôUÐ ÈUNLJŠ “« p¹d¼ bOM� h"ÁœUH²Ý« œ—u� ôUÐ  U³Ł« “« v¹UN²L-

"øXÝ« t²bdÖ —«d

t¹Ë«“ d¼ “U-LO+ rÝ— UÐÏËœ ‰uÞ ÆœuýÅv� rO-Ið jš Á—UÄ Ëœ tÐ t¹Ë«“ Ê¬ tÐ qÐUI� lK{ ¨YK¦� 

tDÐ«— Ábý œU−¹« jš Á—UÄÏ —œ «— tDÐ«— s‡¹« Æb+—«œ t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ ‰uÞ UÐ v³QUł "ÊUOÐ Èb‡FÐ tOC

ÆrO¼œÅv� ÊUA+ «— Ê¬ v²Ý—œ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë Áœd‡�



ÅÅÅÅ±≥

łuð UÐ vMF¹ Ò dÖ« qJý tÐ tADt¹Ë«“ “U-LO+ Ï vKš«œ  A∫rOM� XÐUŁ b¹UÐ ¨býUÐ

AB

AC
=

BD

DC

∫ÊU¼dÐ ÈUNFK{ BA Ë  BCË rO¼œÅv� œ«b²�« «—

 ”√— “«Ct¹Ë«“ “U-LO+  «“«u� tÐ vDš Ï A vMF¹® AD©

 œ«b²�« Uð rOM�Åv� rÝ—BA —œ «— E "ÆbM� lD

∫t?OCUt?¹Ë«“ d?¼ “U?-?LO+ ¨YK¦� d¼ —œ Ït?Ð «— t?¹Ë«“ Ê¬ t?Ð Ë—Åt?ÐË— lK{ ¨vKš«œ 

 t¹Ë«“ lK{ Ëœ X³-+"ÆbM�Åv� lD

 ÊuÇAD È“«u� CE dÖ« XÝ« ACÁU~+¬ r¹dO~Ð dE+ —œ »—u� jš Ê«uMŽ tÐ «— 

®±                           ©  A
∧

1 = C
∧

1

 dÖ« ËBEÁU~+¬ r¹dO~Ð dE+—œ UN+¬ »—u� jš Ê«uMŽ tÐ «— 

®≤                           ©  A
∧

2 = E
∧

1

 ¨tQQ-� ÷db o³Þ vbdÞ “«ADt−O²+ —œ XÝ« “U-LO+ 

®≥                          ©  A
∧

1 = A
∧

2

® ÈU¼ÅtDÐ«— “« ‰UŠ±® ¨©≤® Ë ©≥XbdÖ t−O²+ Ê«uðÅv� ©

  C
∧

1 = E
∧

1

 YK¦� fÄAECU-Q« ÈËU-²� "Ë XÝ« sO

®     ¥                        ©AE = AC

 YK¦� —œBEC ¨AD È“«u� EC o³Þ fÄ ¨XÝ« "tOCÏr¹—«œ fQUð 

®µ                      ©

AB

AE
=

BD

DC

A

CDB

A

B D C

E

1

2 1

1

 qJý≥

 qJý¥



ÅÅ±¥

tDÐ«— tÐ tłuð UÐÏ® ¥tDÐ«— —œ dÖ« ©Ï® µ ÈUł tÐ ©AE Ê¬ ÈËU-� ACXý«œ rO¼«uš ̈ rOM� s¹e~¹Uł «— 

AB
AC

=
BD
DC

ÆœuýÅv� XÐUŁ rJŠ t�

œ«Ò —œ «—ÅÊ¬ v?²Ý—œ t� v¹UŽ"t?OCÏ "p?¹ «d?¹“ ÆX?-O+ vSUš YK¦� tÐ œËb×� ¨r¹œ«œ ÊUA+ q³

 t� r¹œ«œ ÊUA+ Ë r¹œd� rÝ— vÞdý êO¼ ÊËbÐ «— YK¦�t¹Ë«“ d¼ “U�LO)ÏË—ÅtÐË— lK{ ̈ YK¦� vKš«œ 

Æb?M?AÅv?� r?O�Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ X³�) tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐÈ—«c?~?�U+ È«dÐ t� r¼ «— v¹U¼œUL+ 

SUš vÖó¹Ë êO¼ ̈ r¹œdÐ —U� tÐ qJý —œ YK¦� ÈUNÝ√— Ë UNFK{ œ«b²�«Ò«— UN+¬ rO²-+«uðÅv� Ë bM²ý«b+ v

œ« ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— UÐ Ë rOM� ÷uŽ Èd~¹œ œUL+ d¼ UÐÒÆrO¹UL+ XÐUŁ «— ‚u^ ÈUŽ

 ∫s¹dLðt?¹Ë«“  d?¼ “U-LO+ bOM� XÐUŁÏËœ X?³-+ tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐ Ë—ÅtÐË— lK{¨YK¦� vł—Uš  

ÆbM�Åv� rO-Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{

∫t� r¹œd� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨ÊuM� Uð

öð “« ‡‡"ªb¹¬Åv� b¹bÄ lÐd� p¹ ¨qOD²-� d¼ ÈU¼“U-LO+ v

ªXÝ« Ê¬ —ËU−�dOž vKš«œ t¹Ë«“ Ëœ ŸuL−� dÐ«dÐ YK¦� vł—Uš t¹Ë«“ d¼ ‡‡

t¹Ë«“ d¼ “U-LO+ ‡‡ÏrO-Ið t¹Ë«“ Ê¬ lK{ Ëœ X³-+ tÐ «— t¹Ë«“ Ê¬ tÐ Ë—ÅtÐË— lK{ YK¦� vKš«œ 

ÆbM�Åv�

K� ÈU¼Åt−O²+ s¹«Ò “« v¹U¼Åt+uL+ ¨bM²-¼ XÝ—œ tAOL¼ t� vtOCHÆbMýUÐÅv� 

łuð Èd²AOÐ ÈUN_U¦� tÐÒ∫bOM� t

± s¹d²LN� “« vJ¹ ‡‡Å" v{U¹— ÈU¼ÅtOC"∫XÝ« ”—užU¦O^ tOC

ÆXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� ¨t¹Ë«e6«ÅrzUH YK¦� d¼ —œ

≤ YK¦� p¹ “« lK{ p¹ Ë dðË dÖ« ‡‡Å" YK¦� “« lK{ p¹ Ë dðË UÐ t¹Ë«e_«ÅrzU"t¹Ë«e_«ÅrzUÏÈd~¹œ 

bM²-¼ XANML¼ YK¦� Ëœ Ê¬ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ dOE+ tÐ dOE+
±

Æ

≥t¹Ë«“ d¼ È«dÐ ‡‡ÅÏ αtDÐ«— ¨ÏdÐ d¹“ "∫XÝ« —«d

sin2 α + cos2 α = 1

¥ X³¦� vIOIŠ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ ‡‡Åx Ë y¨

         

  

x + y
2

≥ xy

± ‡‡ ≤ ‡?‡ ±∫i?I) ‰U¦� ‡‡   X?O_UF^ —œ±Å‡?‡Å¥t?� b?�¬ d?E?+ tÐ sOMÇ ¨g¹U�“¬ bMÇ “« fÄ ¨

t?D?I?+ tAOL¼Ï Y?K?¦?� q?š«œ —œ U?N?ŽUHð—« vÝdL¼ "�« Æœ—«œ —«dÒt?Ð v?¦?K?¦?� U?Ð «— ”bŠ s¹« t� v²"Ë U

± tÝbM¼ —œ tOC" s¹«  U³Ł« ‡‡±ÆXÝ« Áb�¬ 



ÅÅÅÅ±µ

ÈUNFK{ ∂ ¨Å∏ Ë ±≤ÊËd?OÐ UNŽUHð—« t� b¹œd� Áb¼UA� ¨b¹œu�“¬  «— d~¹bJ¹ YK¦� v� lD"s?¹« ÆbMM�Å

ÆœuÐ vK� ”bŠ Ê¬ È«dÐ vCI+ ‰U¦� ¨’Uš YK¦�

œ« Ë b¹œuL+ dðÅq�U� «— œuš ”bŠ ¨iI+ ‰U¦� s¹« UÐ b¹UýÒtDI+ t� b¹œd� UŽÏUNŽUHð—« vÝdL¼ 

t?�«œ« ¨‰U?Š s?¹« U?Ð ÆÊ¬ Ã—U?š U¹ œdOÖÅv� —«d" YK¦� qš«œ U¹ÏO?QUFb Ò X± ‡?‡Å¥t?DI+ vÝ—dÐ Ë Ïv?ÝdL¼ 

 YK¦� ÈUNŽUHð—«"UÐ «d¹“ býUÐÅvL+ vK� ÈdOÖÅt−O²+ p¹ eO+ b¹bł ”bŠ t� œ«œ ÊUA+ ULý tÐ t¹Ë«eQ«ÅrzU

O�uLŽ ¨‰U¦� p¹ÒK� ÈdOÖÅt−O²+ XÒÆXb— sOÐ “« v

ÆłuðÒ∫tK� ÈdOÖÅt−O²+ p¹ v²Ý—œ ÒtKOÝË tÐ vÏv²Ý—œU+ U¹ ¨œœdÖÅv�  U³Ł« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« 

ÆœuýÅv� Áœ«œ ÊUA+ iI+ ‰U¦� p¹ UÐ Ê¬

∫‰U¦�ÆXÝ« @MÖ ÈœbŽ Á—«uL¼ @MÖ œbŽ Ëœ d¼ lLł qiUŠ 

qŠrOM� »U0²+« d¹“  —uiÅtÐ «— @MÖ œbŽ Ëœ XÝ« vbU� ¨vK� ÈUŽœ« s¹« œ— È«dÐ ∫

  
  x = 2

  
y = − 2

¨ —ui s¹« —œ

  
x + y = 2 + ( − 2) = 0

XÝ« @MÖ ÈœbŽ ¨@MÖ œbŽ Ëœ ŸuL−� ¨UN+¬ —œ t� œ—«œ œułË ÈœU¹“ œ—«u� tÇ dÖ« vMF¹

K� ÈdOÖÅt−O²+ v²Ý—œU+ ¨ôUÐ iI+ ‰U¦� UÐ ¨‰UŠ s¹« UÐ  vQËÒ vÈœbŽ Á—«uL¼ @MÖ œbŽ Ëœ ŸuL−�

XÝ« @MÖÆr¹œ«œ ÊUA+ «— 

Æœ—«œ v+«Ë«db ÈU¼œdÐ—U� iI+ ‰U¦� ¨tÝbM¼ —œ

 XO6UF�±Å‡‡Å±∞

ÆbOM� tz«—« iI+ ‰U¦� d¹“ vK� ÈUNÝbŠ œ— È«dÐ

 YK¦� qš«œ Á—«uL¼ YK¦� p¹ lK{ tÝ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ vÝdL¼ tDI+ ©nQ«"ÆœdOÖÅv� —«d

«Ë Ê¬ Ã—Uš U¹ YK¦� qš«œ U¹ YK¦� p¹ lK{ tÝ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ vÝdL¼ tDI+ ©»"ÆXÝ« l

«Ë YK¦� qš«œ YK¦� d¼ ÈUNŽUHð—« ©Û"ÆXÝ« l

t¹Ë«“ d¼ © ÏÆXÝ« d²Ö—eÐ Ê¬ vKš«œ t¹Ë«“ d¼ “« ¨vFK{bMÇ p¹ vł—Uš 

 X?Ý« X?Ý—œU+ vK� ”bŠ p¹ U¹ ÈdOÖÅt−O²+ p¹ b¼œ ÊUA+ t� vQU¦� tÐ‰U?¦�

iI)ÆœuýÅv� t²HÖ 



ÅÅ±∂

± ‡‡ ≤ ‡‡ ≤∫vÞdý ÈU¼ÅtOCU ‡‡ Áb+“u�¬ Ë s¹dOý ÈUNK¦LQ«Å»d{ “« —UýdÝ vÝ—Ub ÊUÐ“ 

—UÐ dÖ uð Xš—œÅò ÈUNK¦LQ«Å»d{ ÆXÝ« ÊUA¹U¼—U� ÈU¼b�UOÄ “« Âœd� Êœd� ÁUÖ¬ ¨UN+¬ ·b¼ Ë XÝ«

� ̈ dÐ« œ—U³+ UðÅò ̈ åÅ«— ÈdbuKO+ ŒdÇ È—Ë¬ d¹“ tÐ ̈ œdO~Ð g+«œ«Ëd�U� Uð ‘UÐ eOšd×ÝÅò Ë åÅsLÇ œbMš v

 t?� b?M?M�Åv� bO�Qð åÅvýUÐd?Ö«—U?Ð s²bdÖ ò  ¨b?ýU?Ð åÅÈe?Ošd×Ýò Ë ¨åÅÊb¹—UÐÅò ¨åÅg+«œ ÁU?~)¬d¹“ tÐÅò 

-O� åÅv¹«Ëd�U�Åò Ë ¨åÅsLÇ Êb¹bMšÅò ¨åÅÈdbuKO+ ŒdÇ Êœ—Ë¬ÒÆbý b¼«uš d

 “« È—UO-Ð ̈  UO{U¹— —œ"łuð d¹“ ÈUNQU¦� tÐ ÆbM²-¼ vÞdý ÈU¼ÅtKLł  —uiÅtÐ U¼ÅtOCÒ∫bOM� t

 v?IOIŠ œbŽ dÖ« ©nQ«x “« d²Ö—eÐ µ ÁU?~+¬ ¨býUÐ ¥x “« d²Ö—eÐ ≤∞ d?Ö« U¹ XÝ«   x > 5ÁU~+¬ 

  4x > 20

U-Q«ÅÈËU-²� v¦K¦� dÖ« ©»"Æb+dÐ«dÐ r¼ UÐ UN"UÝ tÐ Ë—ÅtÐË— ÈU¼Åt¹Ë«“ ÁU~+¬ ¨býUÐ sO

lÐd� p¹ Ê¬ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ œ—ušdÐ “« ÁU~+¬ ̈ býUÐ qOD²-� vFK{—UNÇ dÖ« ©Û

Æb¹¬Åv� œułËÅtÐ

 vÞdý ÈU¼ÅtKLł t+uÖ s¹«vÞdý ÈU¼ÅtOCUÆb+uýÅv� ÁbO�U+ 

 —œ"t?KLł ¨vÞdý ÈU¼ÅtOCÏ ÷d?bÅò ¨b¹¬Åv� åÅdÖ«Åò “« bFÐ t� È«ÅtKLł U¹ ◊dý "t?KLł Ë åÅtOCÏ

 rJŠò ¨b¹¬Åv� åÅÁU~+¬Åò tLK� “« bFÐ t� t−O²+"“« rJŠ Ë ÷db ¨ôUÐ ÈUNQU¦� —œ ÆœuýÅv� ÁbO�U+ åÅtOC

 s¹«"∫b+—«d

 ©nQ«  x > 5 ÷db ¨" Ë tOC  4x > 20 rJŠ ¨"ÆXÝ« tOC

 ©»�?6«ÅÈËU�²� YK¦�Ò ¨XÝ« sOUU ÷d?b" Ë tOCb?)dÐ«dÐ U¼Å‚UÝ tÐ Ë—ÅtÐË— ÈU¼Åt¹Ë«“¨

 rJŠ"ÆXÝ« tOC

 ©Û¨X?Ý« q?O?D?²?�?� v?FK{—UNÇ ÷d?b " Ë t?O?Cœ—u?šd?Ð “« q?ZU?Š q?Jý ÊœuÐ lÐd�

vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U�LO) rJŠ ¨"ÆXÝ« tOC

tLK� ËœÏ  dÖ«ËÁU?~)¬  —œ È«ÅÁb?MM�ÅsOOFð gI+ " d?¼ —œ Ë b+—«œ vÞdý ÈU¼ÅtOC"tOCÏ¨vÞdý 

 ÷db “« ¨‰U¦� È«dÐ ÆœuýÅv� t−O²+ ÷db “« rJŠ  x > 5 t� œuýÅv� t−O²+   4x > 20«— tDÐ«— s¹« Æ

∫Xýu+ d¹“  —uiÅtÐ s¹œUL+ ÊUÐ“ tÐ Ê«uðÅv�

  x > 5 ⇒ 4x > 20

∫œuýÅv� Áb+«uš d¹“  —ui Ëœ tÐ  —U³Ž s¹«

 ‡‡  x > 5 b¼œÅv� t−O²+   4x > 20

 dÖ« ‡‡  x > 5 ÁU~+¬ ¨  4x > 20



ÅÅÅÅ±∑

ò X�öŽ ¨s¹«dÐUMÐ⇒  —u?i ËœÅtÐ åÅb¼œÅv� t−O²)ÅÅË ÅÁU~)¬¨v?K� XQUŠ —œÆœuýÅv� Áb+«uš 

 p¹"  —uiÅtÐ vÞdý tOCp ⇒ q Ê¬ —œ t� œœdÖÅv� ÊUOÐ p ÷db " Ë tOCq rJŠ "d¼ ÆXÝ« tOC

"tOCÏ  —ui tÐ Ê«uðÅv� «— vK� "łuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ Æœd� ÊUOÐ vÞdý ÈU¼ÅtOCÒ∫bOM� t

± YK¦� d¼ —œ ‡‡"ÆXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� ¨t¹Ë«eQ«ÅrzU

 s¹«" p¹  —uiÅtÐ Ê«uðÅv� «— tOC"∫Xýu+ vÞdý tOC

dÖ« v¦K¦� "¨býUÐ t¹Ë«eQ«ÅrzUÁU~)¬ ÆXÝ« YK¦� Ê¬ d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� 

≤ YK¦� d¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ŸuL−� ‡‡Å    180
o

ÆXÝ« 

 s¹«"  —uiÅtÐ Ê«uðÅv� «— tOC"tOCÏ∫œd� ÊUOÐ d¹“ vÞdý 

 Ê¬ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ŸuL−� ÁU~+¬ ¨býUÐ YK¦� vKJý dÖ«    180
o

ÆXÝ« 

v?Þd?ý ÈU¼ÅtOCUL?N?� gI+ È«—«œ tÝbM¼ —œ Ò ¨ÅÊU?O?Ð v?ÖœU?Ý È«dÐ VKž« Ë bM²-¼ v"t?OC

 ¨vÞdýtOCUÆœuýÅv� ÁbO�U+ 

d?Ð ÷db ¨vÞdý  —U³Ž p¹ —œ ÁUÖd¼"v?Þd?ý  —U³Ž s¹« ¨býU³+ XÝ—œ rJŠ vQË býUÐ —«d

 p¹"∫b¹dO~Ð dE+ —œ «— d¹“ vÞdý  —U³Ž ‰U¦� È«dÐ ÆœuÐ b¼«u0+ vÞdý tOC

  dÖ«  x > 0 ÁU~+¬ ¨  x2 > xÆ

dÖ« 

  

x = 1

2

t?DÐ«— —œ «— Ï ôUÐ " ÁU?~+¬ ¨rO¼œ —«d

  

x2 = 1

4

 ÷d?b ¨U−M¹« —œÅÆ  x > 0dÐ "X?Ý« —«d

 rJŠ vQË  x2 > x vMF¹ 

  

1

4
> 1

2

 p¹ vÞdý  —U³Ž s¹« ¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« XÝ—œU+ "ÆX-O+ tOC

± ‡‡ ≤ ‡‡ ≥∫tOCU fJŽ ‡‡  “« vCFÐ ̈  UO{U¹— —œ " bM+U� vÞdý ÈU¼ÅtOC"tOCÏ”—užU¦Ob 

 “«"—œ ÆbM²-¼ dðÅ‘“—« UÐ Ë dðÅrN� d~¹œ vÞdý ÈU¼ÅtOCtOCU Ï”—užU¦O�  ̈÷d�YK¦� t� XÝ« Ê¬ 

" Ë XÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzUrJŠÆXÝ« YK¦� d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd� t� XÝ« Ê¬ 

łuð d¹“ vÞdý  —U³Ž tÐ ôUŠÒ∫bOM� t

Y?K?¦?� Ê¬ ÁU?~?+¬ ¨b?ýU?Ð d?~?¹œ l?K?{ Ëœ ÈU?N?F?Ðd� ŸuL−� d‡Ð«dÐ lK{ p¹ lÐd� v¦K¦� —œ d‡Ö«

"ÆXÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzU

d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ lK{ p¹ lÐd� v¦K¦� —œ t� XÝ« Ê¬ ÷db ̈  —U³Ž s¹« —œ

 YK¦� Ê¬ t� XÝ« Ê¬ rJŠ Ë XÝ«"ÆXÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzU

 —U?³?Ž s?¹« —œ t?� œuýÅv� Áb¼UA�


 —œ r?J?Š Ë ÷d?b f?J?ŽdÐ rJŠ Ë ÷db ¨vÞdý "t?O?C

 fJŽ ¨vÞdý  —U³Ž s¹« rO¹uÖÅv� XQUŠ s¹«—œ ÆXÝ« ”—užU¦Ob"tOCÏÆXÝ« ”—užU¦Ob 



ÅÅ±∏

 p¹ —œ rJŠ Ë ÷db ÈUł dÖ«"tOCÏqiUŠ vÞdý  —U³Ž ̈ œuý ÷uŽ vÞdý 

tOCU fJŽÏvÞdý ÆœuýÅv� ÁbO�U+ 

 f?JŽ ¨q³" ‰U¦� —œ"t?OCÏ p?¹ œuš ”—užU¦Ob "t?OCÏp?¹ f?JŽ tAOL¼ U¹¬ ÆXÝ« vÞdý 

"tOCÏ p¹ ¨vÞdý "tOCÏ°bOM� dJb Ê¬ tÐ øXÝ« vÞdý 

 XO6UF�±Å‡‡Å±±

± ‡‡Å"∫b¹dO~Ð dE+ —œ «— d¹“ vÞdý ÈU¼ÅtOC

Æb+dÐ«dÐ r¼ UÐ XANML¼ YK¦� Ëœ d¼ ÈUN²ŠU-� ©nQ«

r¼ UÐ dOE+ tÐ dOE+ U¼Åt¹Ë«“ ÁU~+¬ ̈ bMýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ dOE+ tÐ dOE+ UNFK{ ‰uÞ ̈ YK¦� Ëœ —œ dÖ« ©»

Æb+dÐ«dÐ

t¹Ë«“ d¼ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐ YK¦� lK{ tÝ dÖ« ©ÛÏ Ê¬     60
o

ÆXÝ« 

ÆXÝ« dÐ«dÐ lK{ Ëœ È«—«œ ¨œ—«œ dÐ«dÐ t¹Ë«“ Ëœ t� v¦K¦� © 

≤ fJŽ ‡‡Å"® bMÐ vÞdý ÈU¼ÅtOC±ÆbO-¹uMÐ «— ©

≥ “« pO�«b� fJŽ ‡‡Å"® b?MÐ vÞdý ÈU¼ÅtOC± p¹ œuš ©"“« pO�«b� Ë XÝ« vÞdý tOC

 UN+¬"ÆbO¼œ `O{uð «— Ê¬ qOQœ ø«dÇ øX-O+ vÞdý tOC

 p?¹ fJŽ dÖ«" p¹ œuš vÞdý tOC" Ëœ s?¹« ÁU?~+¬ ¨býUÐ vÞdý tOC"tOC

 p?¹  —u?iÅt?Ð Ê«u?ðÅv?� «— vÞdý" s?O?M?Ç Æœd?� ÊU?O?Ð tOC" ¨È«Åt?O?Ct?O?C?U

vÞdýËœÆœuýÅv� ÁbO�U+ 

 —œ tâ+UMÇ" ÷db ¨”—užU¦Ob tOC" YK¦�Åò vMF¹ tOC" UÐ «— åÅXÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzUp rJŠ Ë "tOC

 UÐ «— åÅXÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ dðË lÐd�Åò vMF¹qÈ—«cÖœUL+ s¹« UÐ ̈ ÁU~+¬ ̈ rO¼œ g¹UL+ 

"tOCÏ —uiÅtÐ ”—užU¦Ob 

p ⇒ q

 fJŽ Ë" —uiÅtÐ ”—užU¦Ob tOC

q ⇒ p



ÅÅÅÅ±π

 ÊuÇ ÆœuýÅv� Áœ«œ g¹UL+"dÐ Ëœ d¼ Ê¬ fJŽ Ë ”—užU¦Ob tOC"È—«cÖœUL+ “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ bM²-¼ —«d

rO-¹u+Åv� ôUÐ

p ⇔ q

rO¹uÖÅv� Ë p ©Å‰œUF�® “—«År¼ qXÝ« rO+«ušÅv� Ë 

p dÖ« UNMð Ë dÖ« q

∫vMF¹

 YK¦�"ÆbýUÐ d~¹œ lK{ Ëœ ÈUNFÐd� ŸuL−� dÐ«dÐ lK{ p¹ lÐd� dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzU

  U³Ł« È«dÐ ¨s¹«dÐUMÐ" vÞdýËœ tOCp ⇔ q v²-¹UÐ ¨" vÞdý ÈU¼ÅtOCp ⇒ q Ë q ⇒ pXÐUŁ «— 

ÆrOM�

 p¹ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« ‰UŠ"tOCÏÆrOM�Åv� XÐUŁ «— vÞdý 

∫tOCUt?¹Ë«“ ÁU?~+¬ ¨bMýUÐ dÐ«dÐU+ lK{ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ« Ï¨d?²Ö—eÐ lK{ tÐ qÐUI� 

t¹Ë«“ “« XÝ« d²Ö—eÐÏÆd²JÇu� lK{ tÐ qÐUI� 

 YK¦� —œ vMF¹ABC qJýÅ® µ©Å

∫÷d� AC > ABŠ     Ë    ¨∫rJ B
∧

> C
∧

∫ÊU¼dÐÅ¨Å÷db o³Þ ÊuÇ AB ºººººÅ AC jšÅÁ—UÄ s¹«dÐUMÐ ¨AM«— 

Á“«b+« tÐÏ  AB ÈË—ACtDI+ “« Ë rOM�Åv� «bł Ï M tÐ BÆrOM�Åv� qiË 

 ÊuÇAB = AM YK¦� fÄ ̈ABMU-Q«ÅÈËU-²� "ªt−O²+—œ ̈ XÝ« sO

®±                         ©
  B
∧

1 = M
∧

1

t¹Ë«“ ÊuÇ vbdÞ “«Ï 
  
M1

 p¹ t¹Ë«“Ï YK¦� vł—Uš MBCÈU¼Åt¹Ë«“ “« p¹d¼ “« t−O²+—œ ̈ XÝ« 

ªs¹«dÐUMÐ ÆœuÐ b¼«uš d²Ö—eÐ ‘—ËU−�dOž vKš«œ

®≤                          ©
  M

∧
1 > C

∧

tDÐ«— Ëœ tÐ tłuð UÐÏ® ±® Ë ©≤©

®≥                          ©
  B
∧

1 > C
∧

tDI+ ¨vbdÞ “«Ï MtDI+ Ëœ sOÐ Ï A Ë C«Ë " s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« lBMt¹Ë«“ qš«œ vDšÅrO+ Ï BXÝ« 

t¹Ë«“ t−O²+—œ ËÏ 
  
B1

t¹Ë«“ “« v¹eł Ï B∫vMF¹ ¨XÝ« 

®¥                          ©
  B
∧

> B
∧

1

A

B

C

M
1

1

 qJýµ



ÅÅ≤∞

t-¹UI� “«Ï® ≥® Ë ©¥∫œuýÅv� t−O²+ ©

B
∧

> C
∧

Å—œÅrJŠÅË ÷db ÅÈUł Êœd�Å÷uŽÅUÐ"tOCÏÅfJŽÅ¨vÞdý "Æœd� ÊUOÐ Ê«uðÅv� «— tOC

t?¹Ë«“ ÈË— t?ÐË— l?K?{ ¨b?M?ýUÐ dÐ«dÐU) t¹Ë«“ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ«ÅÏ¨d?²?Ö—eÐ 

t¹Ë«“ ÈË—ÅtÐË— lK{ “« XÝ« d²Ö—eÐÏÅÆd²JÇuN 

‡‡ s¹dLð fJŽ U¹¬ t� bOM� vMOÐÅgOÄ ¨v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« "tOCÏdÐ ‚ub "øXÝ« —«d

U¼Åt6Q��

±ÆbOM� q�U� «— d¹“ Z¹U²+ ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

 ÆbMÝdL¼ UNŽUHð—« YK¦� d¼ —œ ©nQ«ABC YK¦� p¹ "ÆXÝ« t¹Ë«eQ«ÅrzU

 ÈUNŽUHð—« ∫t−O²+         ÆbMÝdL¼ 

t�“ô ©»Ï —œ ‰UG²ý« " Êd≤± ‰UÝ —œ vKŽ ÆXÝ« v{U¹— œ«uÝ s²ý«œ ÈœöO� ±≥∑∞ÈbOý—uš 

ÆXÝ« Áb�¬ UO+œÅtÐ

 b¹UÐ ¨qGý Êœd� «bOÄ È«dÐ vKŽ ∫t−O²+         Æ

b?¼«u?šÅv?� œu?L?×?� Ær?OLNHÐ «— tQQ-� b¹UÐ «b²Ð« rOM� qŠ «— È«ÅtQQ-� rO+«u²Ð tJM¹« È«dÐ ©Û

ÆbM� qŠ tQQ-�

 b¹UÐ œuL×� ∫t−O²+         Æ

≤ÆbO¼œ `O{uð «— œuš »«uł øb+uýÅv� qiUŠ Ábý Áœ«œ ÈUNð—U³Ž “« d¹“ Z¹U²+ U¹¬ Æ

tL¼ ©nQ«ÏÆb+—«œ «— v{U¹— s²bdÖœU¹ v¹U+«uð Ê«“u�¬Åg+«œ 

ÆXÝ« “u�¬Åg+«œ —UMKÖ

ÆœdO~Ð œU¹ v{U¹— b+«uðÅv� —UMKÖ ∫t−O²+

ÆbM²-¼ lÐd� UNŽö{ô«ÅÈ“«u²� “« vCFÐ ©»

 vFK{—UNÇABCDÆXÝ« Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� p¹ 

 ∫t−O²+ABCDÆXÝ« lÐd� p¹ 

≥Êœu?Ð X?Ý—œU?+  —u?i —œÆX?Ý« XÝ—œU+ pO�«b� Ë XÝ—œ d¹“ ÈUNð—U³Ž “« pO�«b� Æ

ÆbOM� «bOÄ iI+ ‰U¦� p¹

 t¹Ë«“ Ëœ d¼ ÁU~+¬ ¨bMýUÐ d~¹bJ¹ qLJ� t¹Ë«“ Ëœ dÖ« ©nQ«"ÆbM²-¼ tLzU



ÅÅÅÅ≤±

Æœ—cÖÅv� t×HiÅ p¹ jIb tDI+ tÝÅ s¹« “« ÁU~+¬Å ¨bMýUÐ Åjš p¹ ÅÈË—ÅÅtDI+ tÝÅÅdÖ« ©»

¥ Æ"  —u?iÅt?Ð «— d¹“ ÈU¼ÅtOC"U?N?+¬ f?J?Ž b?O?M?� s?OOFð fáÝ Ë bO-¹uMÐ vÞdý ÈU¼Åt‡OC

" p¹ t� vð—ui—œ t+ U¹ XÝ« vÞdý tOC"Æb¹—ËUOÐ iI+ ‰U¦� p¹ býU³+ tOC

ÆXÝ« Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� p¹ qOD²-� d¼ ©nQ«

ÆbM²-¼ dÐ«dÐ ÈUN²ŠU-� È«—«œ XANML¼ YK¦� Ëœ d¼ ©»

ÆbM²-¼ VÝUM²� ¨dþUM²� ÈUNFK{ ¨tÐUA²� YK¦� Ëœ —œ ©Û

 YK¦� —œ © "Æb+uýÅv� ”dL¼ dðË jÝË —œ UNFK{ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ t¹Ë«eQ«ÅrzU

ÆXÝ« ”—Ub ÊU²Ý« —œ ¨bM�Åv� vÖb+“ “«dOý —œ f�d¼ ©À

µ Æ"tOCÏ  —uiÅtÐ «— fQUð "tOCÏÆbO-¹uMÐ vÞdýËœ 

∂∫qÐUI� qJý —œ Æ

 rOM� ÷dbBT = BU

  bOM� XÐUŁBTN
∧

> TUB
∧

∑ XOQUFb ÂU−+« “« Áb�¬ XÝœ tÐ ”bŠ v²Ý—œ Æ±‡‡±ÊUA+ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

ÆbO¼œ

∏Y?K?¦?� ÊË—œ t?D?I?+ d?¼ ÈU?¼Åt?K?iU?b Ÿu?L?−?� b?OM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— XÐUŁ —«bI� Ê¬ fáÝ ÆXÝ« XÐUŁ È—«bI� Ê¬ lK{ tÝ “« Ÿö{ô«ÅÈËU-²�

πp¹ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ lÞUIð “« t� b¹œd� vMOÐÅgOÄ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ÆbOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— ”bŠ s¹« Æb¹¬Åv� b¹bÄ qOD²-� p¹ ¨Ÿö{ô«ÅÈ“«u²�

±∞t?D?I?+ p¹ “« dÖ« bOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆÏ ÈË— È—UO²š« "p?¹ ÁbŽU

U-Q«ÅÈËU-²� YK¦�" «— U?N+¬ Uð rOM� rÝ— ‚UÝ Ëœ  «“«u� tÐ jš Ëœ sO"‰uÞ ŸuL−� ÁU~+¬ ¨bM� lD

ÆœuÐ b¼«uš YK¦� ‚UÝ ‰uÞ dÐ«dÐ Ábý œU−¹« ÈUNDšÅÁ—UÄ

±±t?D?Ð«— Æb?¹¬Åv� b¹bÄ lÐd� p¹ ¨qOD²-� p¹ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ lÞUIð “« ÆÏsOÐ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— qOD²-� Ÿö{« Ë lÐd� s¹« lK{ ‰uÞ

±≤U?-?Q«ÅÈËU?-²� YK¦� Æ" s?OABCt?D?I?+ Æb?¹dO~Ð dE+ —œ «— Ï Á«u?0Qœ P ÈË— «— "ÁbŽUÏ BC

t?D?I?+ ÈU¼ÅtKiUb ŸuL−� fáÝ bOM� —UO²š«Ï P ‚UÝ Ëœ “« AB Ë ACU?łÅt?ÐUł UÐ Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

t?D?I+ Êœd�Ï P ÈË— "“« ÁœU?H?²?Ý« U?Ð «— œu?š ”b?Š v?²?Ý—œ øb?M?�Åv� dOOGð t+u~Ç ŸuL−� s¹« ÁbŽU

ÆbOM� XÐUŁ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«

T

UB N



ÅÅ≤≤

±≥ tQQ-� Æ±≤tDI+ t� v²QUŠ —œ «— Ï P œ«b²�« ÈË— BC "ÊUA+ Ë b¹dO~Ð dE+ —œ býUÐ t²ý«œ —«d

tDI+ ÈU¼ÅtKiUb q{UHð bO¼œÏ PÆœuÐ b¼«uš v²ÐUŁ —«bI� ‚UÝ Ëœ “« 

±¥ v?¦?K¦� lK{ tÝ Æ∏ ¨ ±≤ Ë ±µÁ“«b?+« ¨b+d²�Åv²+UÝ Ït?¹Ë«“ v?+Ë—œ “U?-LO+ t� v¹UNDšÅÁ—UÄ Ï

ÆbOM� sOOFð «— ¨œ—Ë¬Åv� b¹bÄ Ê¬ qÐUI� lK{ dÐ YK¦� d²Ö—eÐ

±µ YK¦� —œ ÆABCt+UO� Ï AM t¹Ë«“ Ëœ ÈU¼“U-LO+ Ë AMB Ë AMCËœ s¹« ¨bOM� rÝ— «— 

 Ÿö{« “U-LO+AB Ë AC «— " VOðdð tÐ «— ◊UI+ s¹« ¨bMM�Åv� lDP Ë QËœ bOM� XÐUŁ fáÝ ÆbO�UMÐ 

 jšPQ Ë BCÆbM¹“«u� r¼ UÐ 

±∂ YK¦� —œ ÆABC ¨AH Ë ŸUHð—« ADÆX?Ý« “U-LO+ 

 YK¦� XŠU-�ABD Ë ACD UÐ VOðdðÅtÐ «— S Ë ′SÆrO¼œÅv� ÊUA+ 

 s?²?bd?Ö d?E+ —œ UÐ ©nQ« BD Ë DC Ê«u?MŽ tÐ "Áb?ŽUÏs?¹« 

 X³-+ ¨UN¦K¦�

S

′S
Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 “« ©»D Ÿö{« dÐ v¹U¼œuLŽ AB Ë ACÈUÄ Ë bOM� rÝ— 

 «— UN+¬M Ë N ÆbO�UMÐ DM Ë DNøb+—«œ r¼ UÐ È«ÅtDÐ«— tÇ 

 s²bdÖ dE+ —œ UÐ ©ÛAB Ë AC Ê«uMŽ tÐ "ÁbŽUÏ ÈUN¦K¦� ABD Ë ADC X³-+ ̈

S

′S
XÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

t-¹UI� “« © Ïøb¹dOÖÅv� È«Åt−O²+ tÇ ©Û® Ë ©nQ«® bMÐ —œ UN²³-+ 

± ‡‡Å≥nKš ÊU¼dÐ U¹ ÅrOI²��dOž  U³Ł«Å ‡‡ 

ôuLF�Î  U³Ł« È«dÐ  ̈ U¼ÅtOC"tÐ rOI²�� —uÞÅrOM�Åv� ŸËdý bM²-¼ U¼Å÷db ÊUL¼ t� U¼ÅÁœ«œ “«

 d?¹UÝ “« ÁœUH²Ý« UÐ ËU?¼ÅtOCU Ë UNKZ« Ë U?NH¹dFð vMF¹ r?¹«Åt?²?�d¹cÄ «— UN)¬ v²Ý—œ tN vI¹UIŠ¨

 È—«d"dÐ “« vCFÐ rO+«uðÅvL+ vÖœUÝ tÐ ̈ ‰UŠ s¹« UÐ ÆrO¼œÅv� ÊUA+ «— rJŠ"—uÞÅtÐ «— U¼ÅtOCrOI²�� 

 Á«— XÝ« d²NÐ Ë rOM�  U³Ł«rOI²��dOžÆr¹dO~Ð gOÄ «— 

 “« t+«“Ë— vÖb+“ —œ rOI²��dOž ‰ôb²Ý«ÁœUH²Ý«ÏÊu�“¬ p¹ —œ ¨‰U¦� È«dÐ ÆrOM�Åv� ÈœU¹“ 

�« XÝ« tM¹eÖ Â«b� ̈ XÝ—œ aÝUÄ t� bOýU³+ s¾LD� dÖ« ̈ È«ÅtM¹eÖ tÝÒÁ—UÐ—œ bO+«u²Ð UÏtM¹eÖ Ëœ v²Ý—œU+ 

 ÊU?MOLÞ« UÐ"”U?-?Š« f?H?+ t?Ð œU?L?²?Ž« U?Ð ÁU~+¬ ¨bO¹UL+ ·cŠ «— UN+¬ v²Ý—œU+ qOQœ tÐ Ë bOM�  ËUC

tM¹eÖ t� bOM�Åv�ÏUÐ "t¹UÄ rOI²-�dOž ‰ôb²Ý« ÆXÝ« XÝ—œ aÝUÄ Áb+U�ÅvÏ rOI²��dOž  U³Ł«t� XÝ«Å

ÈdOÖÅt−O²+ ̈ s¹«dÐUMÐ Æb+uýÅv� ·cŠ dE+ œ—u� ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²+ eł tÐ sJL� ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²+ ÂULð ̈ Ê¬ —œ

A

N

CDHB

M



ÅÅÅÅ≤≥

UÐ"°býUÐ XÝ—œ b¹UÐ Áb+U�Åv

∫‰U?¦� Y?K¦� —œ ABC q?Jý® ∂ ¨©AD t?¹Ë«“ “U?-?LO+ Ad?Ö« ÆXÝ« BD ≠ DCb?O?M� XÐUŁ 

AB ≠ ACÆ

∫qŠ UÐ t6Q�� ÊbOLN�∫rO-¹uMÐ «—ÅÊ¬ rJŠ Ë ÷d^ rO+«uðÅv� ª

∫÷d�Ábý Áœ«œ YK¦�—œ Ï ABC ¨BD ≠ DC

∫rJŠ AB ≠ AC

 j?šÅÁ—UÄ ËœAB Ë AC ∫b?+—«œ X?_U?Š Ëœ jI^ r¼ tÐ X³-+ r?¼ U?Ð U?¹ b?M?²-O+ ÈËU-� r¼ UÐ U¹

 ÊUL¼ s¹« ̈ bMýU³+ ÈËU-� r¼ UÐ dÖ« ÆbM²-¼ ÈËU-�t−O²)Ï»uKD� ÁœUH²Ý« UÐ ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë ÁœuÐ 

 “«r?O?I?²��dOž  U³Ł«·c?Š «— j?šÅÁ—U?Ä Ëœ s?¹« ÈËU?-ð vMF¹ ÂËœ X_UŠ œułË ÊUJ�« rO¼«ušÅv� 

 UÐ ̈ —U� s¹« È«dÐ ÆrOM�"t� rO¼œÅv� ÊUA+ Ë r¹dOÖÅv� dE+ —œ «— rJŠ iOI+ U¹ ·öš ̈ t_Q-� ÷d^ ‰u³

ÆX-O+ d¹cÄÅÊUJ�« rJŠ iOI+ È—«d"dÐ ¨t_Q-� ÷d^ œułË UÐ

+ dÖ«I vMF¹ rJŠ iOAB = AC YK¦�  —uS s¹« —œ ¨býUÐ —«d"dÐ ABCsO"U-_«ÅÈËU-²� 

t¹Ë«“ “U-LO+ ¨sO"U-_«ÅÈËU-²� YK¦� —œ t� rO+«œÅv� Ë XÝ«Ït+UO� ¨”√— Ï¨X-¼ eO+ Ê¬ tÐ qÐUI� lK{ 

BD = DC�« ÆÒ ¨t?_Q?-?� ÷d?^ o³Þ UBD ≠ DC—œ Áb?ý Áœ«œ ÷d?^ U?Ð r?J?Š i?O?I+ œułË vMF¹ 

UMð" vMF¹ ¨XÝ« iAB = AC Æb?ýUÐ XÝ—œ b+«uðÅvL+ ® fÄ ©ø«dÇAB ≠ ACdÐ b¹UÐ "Ë b?ýUÐ —«d

ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ

‘Ë— ”UÝ« býUÐ XÝ—œU+ r¼ Ë XÝ—œ r¼ ÊU�eL¼ b+«uðÅvL+ v{U¹—  —U³Ž p¹ t� XIOIŠ s¹«

∫XÝ« —«u²Ý« vIDM� qS« Ëœ ÈUM³� dÐ rOI²-�dOž  U³Ł« ‘Ë— d²IO"œ ÊUOÐ tÐ ÆXÝ« rOI²-� dOž  U³Ł«

±ªbM²-O+ XÝ—œ Ëœ d¼ ¨Ê¬ ©iOI+® ·öš Ë v{U¹—  —U³Ž p¹ ‡‡

≤ÆXÝ« XÝ—œ ̈ XÝ« Èd~¹œ ©iOI+® ·öš UN+¬ “« vJ¹ t� v{U¹—  —U³Ž Ëœ “« vJ¹ jI^ ‡‡

¨r?O?I?²?-�dOž  U³Ł«n?K?š ÊU¼dÐ  U?³?Ł« U?¹ n?K?š ÊU?¼d?Ð “« ÁœU?H²Ý« È«dÐ ÆœuýÅv� ÁbO�U+ eO+ 

∫r¹—«œÅv� dÐ «— d¹“ ÈUN�UÖ ¨rOI²-�dOž

ÂUÖ± ∫ÆbýUÐ XÝ—œ rJŠ iOI+ rOM�Åv� ÷d^

ÂUÖ≤ ∫—œ t?O?_Ë« ÷d?^ U?¹ Áb?ý t?²?-?+«œ o¹UIŠ UÐ rJŠ iOI+ t� rO¼œÅv� ÊUA+

UMð"ÆXÝ« i

 ÂUÖ≥∫ÆXÝ« XÝ—œ rJŠ t� r¹dOÖÅv� t−O²+ ¨rJŠ iOI+ ÊœuÐ XÝ—œU+ UÐ 

A

B C
D
 qJý∂



ÅÅ≤¥

∫‰U¦�tOC" Ï∫bOM� XÐUŁ nKš ÊU¼dÐ ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ «— d¹“ 

¨d?²?Ö—e?Ð t?¹Ë«“ tÐ Ë— tÐË— lK{ ¨bMýUÐ dÐ«dÐU) t¹Ë«“ Ëœ v¦K¦� —œ dÖ«

ÆXÝ« d²JÇuN t¹Ë«“ ÈË— tÐË— lK{ “« d²Ö—eÐ

∫qŠt?QQ?-� ÷db j¹«dý t� rOM�Åv� rÝ— vKJý «b²Ð« 

t?¹Ë«“ Ëœ UÐ v¦K¦� vMF¹ ¨býUÐ t²ý«œ «—ÏË r?OM�Åv� rÝ— dÐ«dÐU+ 

 «—ÅÊ¬ABC YK¦� —œ dÖ« ÆrO�U+Åv� ABCt¹Ë«“ ̈Ï B“« d²Ö—eÐ 

 t¹Ë«“C lK{ rO¼œ ÊUA+ b¹UÐ ÁU~+¬ ¨býUÐ AClK{ “« d²Ö—eÐ 

ABÆs¹œUL+ ÊUÐ“ tÐ ÆXÝ« 

∫÷d� B
∧

> C
∧

¨

 ∫rJŠAC > ABÆ

ÂUÖ±∫t−O²+ rOM�Åv� ÷db Ï vMF¹ býU³+ XÝ—œ »uKD� AC /> ABÆ

ÂUÖ≤ ∫  —ui s¹« —œAC ≤ ABÆ

 dÖ« ‡‡AC = AB t?−?O?²+—œ Ë XÝ« sO"U-Q«ÅÈËU-²� YK¦� ÁU~+¬ ¨B
∧

= C
∧

tOC" ÷db UÐ t� 

 vMF¹B
∧

> C
∧

ªXÝ« i"UMð —œ 

 dÖ« ‡‡AC < AB tOC" o³Þ ̈± ̈ q³" g0Ð B
∧

< C
∧

 vMF¹ tOC" ÷db UÐ t� B
∧

> C
∧

i"UMð—œ 

ÆXÝ«

Ær¹bOÝ— i"UMð p¹ tÐ s¹«dÐUMÐ

 ÂUÖ≥∫U?Mð s¹« " v?M?F¹ rJŠ iOI+ t� b¼œÅv� ÊUA+ iAC /> ABt?−O²+—œ ÆXÝ« XÝ—œU+ 

 rJŠ"ÆbýUÐÅv� XÝ—œ tOC

 t?O?C?" f?JŽ t� b¼œÅv� ÊUA+ ‰U¦� s¹«± t?O?C" vMF¹ ¨XÝ« —«d"dÐ ±v?Þd?ýËœ tOC" p¹ ¨

∫XHÖ Ê«uðÅv� fÄ ÆXÝ«

t?¹Ë«“ d?Ö« U?NMð Ë dÖ« XÝ« d²Ö—eÐ d~¹œ lK{ “« lK{ p¹ ¨YK¦� —œÏt?Ð Ë—ÅtÐË— 

ÆbýUÐ d²JÇu� lK{ tÐ Ë—ÅtÐË— t¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ¨d²Ö—eÐ lK{

B

C A

 qJý∑



ÅÅÅÅ≤µ

∫t?łuð Êœu?Ð Y?K¦� ÷db UÐ ABC«— d?¹“ r?J?Š v²Ý—œ rO¼«ušÅv� ¨

∫rO¼œ ÊUA+

∫ rJŠ                           

AB + BC > AC

AB + AC > BC

BC + AC > AB







-?" Ëœ  U?³?Ł«Å® rOM� XÐUŁ «— rJŠ ÈËU-�U+ tÝ “« vJ¹ XÝ« vbU�Lö?�U� d~¹œ XÎs?¹« tÐUA� 

Æ©ÅXÝ« XL-"

∫ÊU¼dÐÆrO+«œÅv� «— Ê¬ qŠ t� rOM�Åv� q¹b³ð È«ÅtQQ-� tÐ «— tQQ-� 

 lK{ ̈ —U� s¹« È«dÐBC ”√— “« «— BtÐ Ë rO¼œÅv� œ«b²�« 

Á“«b+«Ï AB tDI+ Uð rOM�Åv� «bł Ê¬ ÈË— D¨fáÝ Æb¹¬ XÝœ tÐ 

D tÐ «— A ÆrOM�Åv� qiË 

 YK¦� —œADBÊuÇ ¨

®                                   ±©DB = AB

®                         t−O²+—œ≤©
  D
∧

1 = A
∧

1

 YK¦� —œ ¨sOMâL¼ADC

®                                   ≥©DC = DB + BC

łuð UÐÒ® tÐ t±¨©

®                                   ¥©DC = AB + BC

¨qJý tÐ tłuð UÐ Ë

®                                   µ©  DAC
∧

> A
∧

1 = D
∧

1

® o³ÞµC" Ë ©O t±¨

DC > AC

® “« ÁœUH²Ý« UÐ¥¨©

AB + BC > AC

ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë

∫t²J)tOC"Åò tÐ v+«d¹«  UO{U¹— —œ tOC" s¹«  


s¹« È—«c~�U+ s¹« qOQœ Ë XÝ« —uNA� åÅ—ULŠ

∫ÅYK¦� ÈËU��U) tOCUÅ‰uÞ “« lK{ Ëœ d¼ ÈUNQuÞ ŸuL−� ¨YK¦� d¼ —œ 

ÆXÝ« d²Ö—eÐ ÂuÝ lK{

B

CA

B

CA

D

1

1

 qJý∏

 qJýπ



ÅÅ≤∂

Á«— vFO³Þ Ë Èe¹dž —uÞÅtÐ Ê«uOŠ ̈ býUÐ sJL� d¹“  —uiÅtÐ Á«— Ëœ tbuKŽ tÐ ÊbOÝ— È«dÐ dÖ« t� XÝ«

v�UŠ t� bM�Åv� »U0²+« «— d²¼Uðu�ÆXÝ« YK¦� ÈËU-�U+ tOC" ÊœuÐ vN¹bÐ “« 

tOC"  U³Ł« —œÏUÐ fáÝ Ë rO²-+«œÅv� «—ÅÊ¬  U³Ł« t� r¹œd� q¹b³ð È«ÅtOC" tÐ «— Ê¬ «b²Ð« ¨ôUÐ 

 ¨Èó?ð«d?²?Ý« s?¹« Ær¹œd� XÐUŁ «— rJŠ ¨Ê¬ “« ÁœUH²Ý«t?6Q?�?� tÐ t6Q�� q¹b³ðÏb?)ËUA¹uš 
±

 t� XÝ«

ÆXÝ« bOH� —UO-Ð ¨U¼ÅtOC" vCFÐ  U³Ł« Ë U¼ÅtQQ-� vCFÐ qŠ —œ Ê¬ “« ÁœUH²Ý«

 tÐ t� XÝ« tOC" p¹ eO+ ôUÐ tOC" fJŽtOCUÏYK¦� œułË ÆXÝ« ·ËdF� 

tOCUÏ ∫YK¦� œułË  X³¦� vIOIŠ œbŽ tÝa ̈b Ë c“« p¹d¼ dÖ« ̈ b+«ÅÁbý Áœ«œ 

t?� œ—«œ œułË v¦K¦� ÁU~+¬ ¨býUÐ d²JÇu� d~¹œ œbŽ Ëœ ŸuL−� “« U¼œbŽ s¹«

  Ê¬ ÈUNFK{a ¨b Ë cbM²-¼ 
≤

Æ

∫‰U¦� ÈUNFK{ UÐ v¦K¦� U¹¬ ±≤ ¨Å≤∞ Ë ≥∞øœ—«œ œułË 

∫qŠdÐ b¹UÐ d¹“ ÈU¼ÅtDÐ«— ¨YK¦� œułË  U³Ł« È«dÐ "∫bMýUÐ —«d

  12 < 20 + 30 = 50

  20 < 12 + 30 = 42

  30 < 20 + 12 = 32

t?OC" o³Þ ¨ôUÐ ÈËU-�U+ È—«d"d‡Ð “«Ï ÈU?NFK{ UÐ v¦K¦� t� r¹dOÖÅv� t−O²+ YK¦� œułË ±≤¨Å

≤∞ Ë ≥∞Æœ—«œ œułË 

‡‡ s¹dLðÆXÝ« d²Ö—eÐ d~¹œ lK{ Ëœ ‰uÞ q{UHð “« lK{ d¼ ‰uÞ YK¦� d¼ —œ bOM� XÐUŁ 

±t²ýu+ v{U¹— XO"öš ‡‡ÏtLłdð UOQuÄ Ã—uł ÏÈ—U¹dNý e¹ËdÄ 

≤t�U+dÐ “« Ã—Uš tOC" s¹«  U³Ł« ‡‡ÏtK−� —œ Ë XÝ« ”—œ vLÝ— ÏÆXÝ« Ábý Áœ—Ë¬ v{U¹— 

 qJý±∞



ÅÅÅÅ≤∑

tOCUÏ©ÅvâOU tOCU ® ôu6 

tOC"Ï—œ p¹  —uiÅtÐ bO+«uðÅv� «— ôuQ ÆbOM� —uBð v²L-" Ëœ 

v¹ôUÐ XL-" dÖ«j?Ýuð t� v¦K¦� ¨býUÐ “UÐ d²AOÐ vMO¹UÄ XL-" “« —œ 

 ÈU¼Åt¹Ë«“ABC Ë DEFXANML¼ lK{ XHłËœ È«—«œ œuýÅv� qOJAð 

 vMF¹ ¨XÝ«AB = DE Ë BC = EF�« ÆÒU

ABC
∧

> DEF
∧

 lK{AC UÐ «— DF t� b¹¬Åv� dE+ tÐ ÆbOM� t-¹UI� AC > DFÆ

tOCUÏ ∫ôu6 ÈËU-� dOE+ tÐ dOE+ d~¹œ YK¦� “« lK{ Ëœ UÐ v¦K¦� “« lK{ Ëœ dÖ«

t¹Ë«“ Ë bMýUÐÏt¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ‰Ë« YK¦� —œ lK{ Ëœ s¹« sOÐ Ï“« dOE+ lK{ Ëœ sOÐ 

ÂËœ YK¦� “« ÂuÝ lK{ “« d²Ö—eÐ ‰Ë« YK¦� “« ÂuÝ lK{ ÁU~+¬ ¨býUÐ ÂËœ YK¦�

ÆXÝ«

∫ tłuð∫rO-¹u+Åv� «— tOC" rJŠ Ë ÷db ¨Êbý dðÅÁœUÝ È«dÐ 

∫÷d� ÈUN¦K¦� ABC Ë DEFt�ÅÈ—uÞÅtÐ b+«ÅÁbý Áœ«œ 

                         AB = DE Ë BC = EF Ë ABC
∧

> DEF
∧

∫rJŠ AC > DF

∫ÊU¼dÐ ÊuÇ ABC
∧

> DEF
∧

 “« ¨B  jš BRÈ—uÞ «— 

 t� rOM�Åv� rÝ—ABR
∧

= DEF
∧

 Ë BR = EFÆbýUÐ 

 rÝ— U‡ÐAR Y‡K¦‡� ¨ABR Y‡K¦‡� UÐ DEFXANM‡L¼ 

ªt−O²+—œ ©ø«dÇ®ÆœuýÅv�

         AR = DF
ÊuÇBC = EF

ËBR = EF
fÄBC = BR

A

B
C

F

E

D

E

D

F

A

C
B

B

A

C

Q

R

 qJý±±

 qJý±≤

 qJý±≥



ÅÅ≤∏

 ‰UŠQ ÈË— «— AC t� rOM�Åv� »U0²+« È—uÞ BQt¹Ë«“ “U-LO+ Ï RBC rÝ— UÐ ÆbýUÐ QR¨

 YK¦� ËœBQR Ë BQCªt−O²+—œ ø«dÇÅÆbM²-¼ XANML¼ 

®±                      ©QR = QC

 YK¦� —œ sOMâL¼AQRªYK¦� ÈËU-�U+ tÐ tłuð UÐ ¨

®≤              ©AQ + QR > AR

® “« ÁœUH²Ý« UÐ±¨©

®≥                 ©AQ + QC > AR

 ÊuÇQ jšÅÁ—UÄ dÐ AC "∫s¹«dÐUMÐÅÅ¨œ—«œ —«d

®¥                  ©AQ + QC = AC

® “«≥® Ë ©¥œuýÅv� t−O²+ ©

                                AC > AR

 ÊuÇAR = DF fÄ AC > DFÆXÝ« XÐUŁ rJŠ Ë 

tOCU fJŽÏôu6 ÈËU-�dOE+ tÐ dOE+ d~¹œ YK¦� “« lK{ Ëœ UÐ v¦K¦� “« lK{ Ëœ dÖ« ∫

« YK¦� ÂuÝ lK{ Ë býUÐË
Ò

t¹Ë«“ ÁU~+¬ ̈ býUÐ ÂËœ YK¦� ÂuÝ lK{ “« d²Ö—eÐ ‰ÏËœ sOÐ 

« YK¦� “« lK{Ë
Ò

t¹Ë«“ “« d²Ö—eÐ ‰ÏÆXÝ« ÂËœ YK¦� “« dOE+ lK{ Ëœ sOÐ 

‡‡ s¹dLðtOC" fJŽ ¨rOI²-�dOž  U³Ł« ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ ÏÆbOM� XÐUŁ «— ôuQ 

U¼Åt6Q��

±K0ð ÁUÖœ«œ —œ s-Š ÆÒ«d¹“ rýUÐ ·œUBð s¹« q�UŽ r+«uðÅvL+ s�Åò Xý«œ —UNþ« vÖbM+«—  UH

œ« s¹« È«dÐ Ë Â«ÅÁœuÐ Â—U� q×� —œ ¨·œUBð Ÿu"Ë ÊU�“ —œÒs-Š ‰ôb²Ý« Ÿu+ åÆÂ—«œ r¼ b¼Uý ¨UŽ

ÆbO¼œ `O{uð «—

 ÈU¼ÅtQQ-� ¨nKš ÊU¼dÐ “« ÁœUH²Ý« UÐ≤ Uð ∂ÆbOM� qŠ «— 

≤ dÖ« Æa ¨b Ë c t� bMýUÐ XÝ«— jš tÝ a||b Ë c||b ÁU~+¬ ¨a||cÆ

≥ vFK{—UNÇ —œ ÆMNOP dD" Ëœ ¨MO Ë NP —œ «— d~¹bJ¹ RÆbMM�Åv� lD" 

 dÖ« bO¼œ ÊUA+ ©nQ«MP = MNË 

ON ≠ OP ÁU~+¬ ¨MOt¹Ë«“ “U-LO+ Ï PMNÆX-O+ 

 d?Ö« b?O¼œ ÊUA+ ©»MP = MN Ë ON ≠ OPÁU~+¬ ¨

M

P

N

R
O



ÅÅÅÅ≤π

OM dÐ NPÆX-O+ œuLŽ 

¥ Y?K?¦� Ëœ —œ ÆABC Ë ′A ′B ′C d?Ö« ¨AB = ′A ′B Ë AC = ′A ′C Ë A
∧

≠ ′A
∧

X?ÐU?Ł ¨

 bOM�BC ≠ ′B ′CÆ

µYK¦� d¼ —œ Æ

ÆbMFÞUI²� vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ “U-LO+ Ëœ d¼ ©nQ«

ÆbMFÞUI²� t+UO� Ëœ d¼ ©»

ÆbMFÞUI²� ŸUHð—« Ëœ d¼ ©Û

ÆbMFÞUI²� lK{ Ëœ d¼ ÈU¼ÅnBM�œuLŽ © 

∂ÆXÝU²J¹ jšÅÁ—UÄ d¼ nBM� œuLŽ Æ

∑ ÈU?NQuÞ UÐ jšÅÁ—UÄ tÝ Æ∂x ¨  x + 7 ¨  4(x − 1) U?N?QuÞ s¹« ŸuL−� dÖ« Æb+«ÅÁbý Áœ«œ ≥∂

ÆbO¼œ `O{uð øbMýUÐ YK¦� p¹ ÈUNFK{ bM+«uðÅv� UNDšÅÁ—UÄ s¹« U¹¬ ¨býUÐ

∏ YK¦� ÆABCÆXÝ« Ÿö{ô«ÅÈËU-²� 

 dÖ«BD < DC bOM� XÐUŁ ¨BAD
∧

< DAC
∧

Æ

πÆXÝ« d²JÇu� Ê¬ —ËU−� lK{ Ëœ ŸuL−� nB+ “« t+UO� d¼ ¨YK¦� d¼ —œ bOM� XÐUŁ Æ

±∞t?Ý Ÿu?L?−?� n?B+ “« ¨”√— tÝ “« YK¦� qš«œ tDI+ d¼ ÈU¼ÅtKiUb ŸuL−� bOM� XÐUŁ Æ

ÆXÝ« d²Ö—eÐ YK¦� lK{

±± t?DI+ ÆD Y?K¦� ÊË—œ —œ Á«u0Qœ tÐ «— PAK t?¹Ë«“ b?O?M?� XÐUŁ rOM�Åv� »U0²+« PDK“« 

 t¹Ë«“PAKÆXÝ« d²Ö—eÐ 

±≤ YK¦� —œ ÆPAK tDI+ ¨M lK{ ÈË—ÅPKÆœ—«œ —«d" 

 dÖ« bOM� XÐUŁ ©nQ«PM = AK ÁU~+¬ AP > MK

 dÖ« bOM� XÐUŁ ©»AM = AK ÁU~+¬ AP > AK

A

B C
D

A

P K

D

A

P
M

K



ÅÅ≥∞

tK−�Ïv{U¹— 

Ë åÅb?+«Åt?²?ýu?+ v?{U?¹— ÊU?Ð“Åt?Ð «— X?FO³Þ rOEŽ »U²�Åò XÝ« t²HÖ tKO_UÖ bMÇd¼

ÊËbÐ t� b+«ÅvÝbM¼ ÈUNKJý d¹UÝ Ë U¼ÅÁd¹«œ ¨UN¦K¦� ¨ÊUÐ“ s¹« ÈU³H_«ÅòÅ t� XÝ« ÁœËe^«

tÝbM¼ ÈUNKJý s¹« U�« ̈ åœuýÅv� rÖ—œdÝ v+ULKþ Èuð—«e¼ —œ ÊU-+« UN+¬Ï—œ vÝbOK"« 

“U?O?+ v?¹U?¼Åt?Ýb?M?¼ t?Ð U¼ÅÁb¹bÄ s¹« ÆbM¹¬ÅvL+ —U� êO¼ tÐ rEM�U+ ÈUN¼U~²Ýœ È“UÝu~_«

vÝbOK"«U+ ÈU¼—U²šUÝ “« b¹UÐ UN+¬ œ—u� —œ Æb+—Ëœ —UO-Ð U¼ÅÁd¹«œ Ë UN¦K¦� “« t� b+—«œ

tÝbM¼ “« ’uB0Ð ËÏ ÂU+ tÐ vM¹u+ tÝbM¼ÏUN6U²A«d� Æœd� ÁœUH²Ý« 

Á˛«ËÏ ‰U?Ý —œ «— ‰U²�«d^ ±π∑µt?LK�“« Ït?Ð t?� v?~?MÝ vMF� tÐ ”u²�«d^ vMOðô 

fJŽdÐ t� bM²-¼ v¹UNKJý UN_U²�«d^ Æb+«Åt²šUÝ ̈ XÝ« Ábý œdš Ë t²-Jý rEM�U+ qJý

tÝbM¼ ÈUNKJýÏôË« UNKJý s¹«ÆbM²-O+ rEM� tłË êO¼ tÐ vÝbOK"« Î¨b+«ÅrEM�U+ dÝ«dÝ 

UO+UŁÎ ¨tL¼ —œ UN)¬ vLE) vÐ Ê«eO�ÏXÝ« ÊU�J¹ UNÝUOI� Ë —Ëœ “« v_U²�«d^ r-ł Æ

 ¨d?~?¹œ d?O³Fð tÐ Ë œuýÅv� Áb¹œ ÊU-J¹ p¹œe+ “« t?ÐUA²� ‡‡ œušp?¹ tÐ v²"Ë ÆXÝ«

ÈU?¼Åt?+«œ Êu?â?L?¼ —Ëœ “« t?� Ê¬ “« vJÇu� ÈU¼ÅtJð t� rOMOÐÅv� ¨r¹uý p¹œe+ r-ł

q¦� gOÐ Ë r� gKJý t� b¹¬Åv�—œ vB0A� r-ł  —uSÅtÐ bOÝ—Åv� dE+ tÐ vKJýÅvÐ

K� qJý ÊUL¼ÒÆbýÅv� Áb¹œ —Ëœ “« t� XÝ« v

Ÿ«u?+« Ë U?N?-?šd?Ý t� b+uýÅv� Áb¹œ UN_U²�«d^ “« v+«Ë«d^ ÈU¼Åt+uL+ XFO³Þ —œ

B?ð ¨r?O?M� ÁU~+ t� ÁUOÖÅ“« tšUý d¼ tÐ «d¹“ b+«ÅtKLł Ê¬ “« rK� qÖÅÅÊuÖU+uÖu
Ò

q� “« È—

t?� œuýÅv� Vłu� ÊU¼UOÖ s¹« bý— dÐ r�UŠ ÈUN+u+U" ÆœuýÅv� œU−¹« U� s¼– —œ ÁUOÖ

Æœuý qI²M� eO+ ¯—eÐ ÈUNÝUOI� tÐ œ—«œ œułË pÇu� ”UOI� —œ t� v²OSuBš

t?Ýb?M?¼ ‡‡  «d³_bM� «uMÐÏt?L?łd?ð ¨X?FO³Þ d~HOSuð ¨UN_U²�«d^ ÏÁ—U?L?ý b?M?LA+«œ tK−� ‡‡ Èd"UÐ bL×� Ï

≥≥∏ —–¬ ‡‡ÅÅÅ±≥∑∞Æ



ÅÅÅÅ≥±

± ‡‡ ¥vÝbM¼ ÊUJ� ‡‡ 

dÄ v²"ËÒd²ÄuJOK¼ p¹ ÈU¼ÅÁ
±

 U¼ÅÁdÄ „u+ ̈ bM²-¼ ÊbOšdÇ ‰UŠ —œ tŽuL−�Ïv¹U¼ÅtDI) ÈUCb “« 

 vÖó¹Ë È«—«œ t� bMM�Åv� h0A� «— d²ÄuJOK¼ ·«dÞ«vNd²A�t� XÝ« Ê¬ U¼ÅtDI+ s¹« vÖó¹Ë ÆbM²-¼ 

Ä g?šdÇ —u×� “« v~L¼d
Ò

t?ÐdIŽ „u+ ¨sOMâL¼ Æb+«ÅtKiUb p¹ tÐ U¼ÅÁÏ¨È«Åt?ÐdIŽ ÈUN²ŽUÝ —ULýÅtO+UŁ 

tŽuL−�Ït×Hi “« v¹U¼ÅtDI+ Ïs¹« Ê¬ Ë bM²-¼ v�d²A� vÖó¹Ë È«—«œ t� bM¼œÅv� qOJAð «— XŽUÝ Ád¹«œ 

t×Hi e�d� “« v~L¼ t�ÏtŽuL−� s¹« Æb+«ÅtKiUb p¹ tÐ XŽUÝ Ï “« v¹U¼Åt+uL+ U¼ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ�Æb+«Å

¨v?ÝbM¼ ÊUJ�t?ŽuL−� ÏtL¼ Ïv?Öó?¹Ë È«—«œ t?� XÝ« UCb U¹ t×Hi ÈU¼ÅtDI+ 

d?¼ Ë X?Ý« v?Öó?¹Ë s?¹« È«—«œ tŽuL−� s¹« —œ tDI+ d¼ vMF¹ ªbM²-¼ v�d²A�

ÆbýUÐÅv� tŽuL−� s¹« uCŽ œ—«œ «— vÖó¹Ë Ê¬ t� tDI+

 ‰U¦�±∫t?×?H?i “« È«Åt?D?I?+ v?ÝbM¼ ÊUJ� ¨jšÅÁ—UÄ p¹ nBM�ÅœuLŽ rOM� XÐUŁ rO¼«ušÅv� 

ÊU?J?� n?¹d?F?ð —œ t?� v?�d?²?A?� vÖó¹Ë U−M¹« —œ ÆXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t� XÝ«

 ¨r¹œd� d�– vÝbM¼tKZU� ÊœuÐ ÊU�J¹ÅÏjšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« tDI) VKD� s¹«  U³Ł« È«dÐ fÄ ÆXÝ« 

∫rO¼œ ÊUA+ b¹UÐ

ªXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« ¨jšÅÁ—UÄ p¹ nBM�ÅœuLŽ ÈË— tDI+ d¼ ©nQ«

±Á˛«Ë ¨vÖ“Uð tÐ ‡‡ÏÆXÝ« Ábý »U0²+« d²ÄuJOK¼ È«dÐ ‰UÐ ŒdÇ 



ÅÅ≥≤

¨b?ýU?Ð t?K?iU?b p?¹ tÐ jšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« t� tDI+ d¼ ©»

ÆXÝ« l"«Ë jšÅÁ—UÄ Ê¬ nBM�ÅœuLŽ ÈË—

∫q?Š t?D?I?+ r?O?M?�Åv?� ÷d?b ©n?Q«®  U?³?Ł« È«d?Ð MÈË— 

 j?šÅÁ—UÄ nBM�ÅœuLŽAB jšÅ® l ÊuÇ ÆbýUÐ ©ln?BM�ÅœuLŽ 

 —œ ̈ XÝ«H jÝË dÐ ABt¹Ë«eQ«ÅrzU" YK¦� ËœÆXÝ« œuLŽ Ï AMH

 ËBMHt?¹Ë«“ Ë l?K{ Ëœ ÈdÐ«dÐ XQUŠ tÐ ÏX?A?N?ML¼ ¨UN+¬ sOÐ 

 ̈ t−O²+—œ ÆbM²-¼MA = MB vMF¹ M “« A Ë BtKiUb p¹ tÐ 

ÆXÝ«

tDI+ rOM�Åv� ÷db ©»®  U³Ł« È«dÐÏ M “« A Ë Bp¹ tÐ 

 YK¦� —œ vMF¹ ¨býUÐ tKiUbMAB r¹—«œ ¨MA = MB “« ÆM

tDI+ tÐÏ D jšÅÁ—UÄ jÝË AB YK¦� Ëœ ÆrOM�Åv� qiË MADË 

MBD l?K?{ tÝ ÈËU-ð qOQœ tÐ (MD = MD,DA = DB,MA = MB)f?Ä Æb?M²-¼ XANML¼ 

MDA
∧

= MDB
∧

= 90
o

 v?M?F¹ ÆMD d?Ð œuLŽ AB ¨t?−?O²+—œ Ë MD j?šÅÁ—U?Ä n?B?M� œuLŽ AB

 ¨s¹«dÐUMÐ ÆXÝ«M jšÅÁ—UÄ nBM�ÅœuLŽ ÈË— ABÆœ—«œ —«d" 

∫tOCUtDI+ Ï M jšÅÁ—UÄ nBM�ÅœuLŽ ÈË— ABtKiUb dÖ« jIb Ë dÖ« XÝ« Ï M

 “«A Ë BÆbýUÐ ÈËU-� 

 j?šÅÁ—U?Ä n?B?M�ÅœuLŽ ÈË— t� v¹U¼ÅtDI+ABt?×?H?i ÈU?¼ÅtDI+ “« È«ÅtŽuL−� ¨b+—«œ —«d" 

 UÐ «— UN+¬ t� bM²-¼
  
S1

 jšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« t� t×Hi “« v¹U¼ÅtDI+ ÆrO¼œÅv� ÊUA+ ABb+«ÅtKiUb p¹ tÐ 

U?Ð «— Ê¬ t?� X?Ý« t?×Hi ÈU¼ÅtDI+ “« È«ÅtŽuL−� eO+
  
S2

 X?L?-" —œ ÆrO¼œÅv� ÊUA+ ® ‰U?¦� ©nQ«±¨

tŽuL−� “« ÈuCŽÏ 
  
S1

 q¦� «— M r¹œ«œ ÊUA+ Ë rO²bdÖ dE+—œ MtŽuL−� “« ÈuCŽ Ï 
  
S2

—œ ÆXÝ« 

tŽuL−� “« ÈuCŽ ©»® XL-"Ï 
  
S2

tŽuL−� “« ÈuCŽ tDI+ Ê¬ r¹œd� XÐUŁ Ë r¹œd� »U0²+« «— Ï 
  
S1

t?ŽuL−� uCŽ d¼ ¨l"«Ë—œ ÆXÝ«Ï 
  
S1

t?ŽuL−� “« ÈuCŽ Ï 
  
S2

tŽuL−� uCŽ d¼ Ë Ï 
  
S2

“« Èu?CŽ 

tŽuL−�Ï 
  
S1

ªvMF¹ ÆX-¼ eO+ 

                                                 
  
S1 = S2

tKŠd� Ëœ fÄ ÏtŽuL−� Ëœ ÈËU-ð t� XÝ« s¹« ‰œUF� ̈ tŽuL−� p¹ ÊœuÐ vÝbM¼ ÊUJ�  U³Ł« 

ÆrOM� XÐUŁ «—

A B

M

D

A B

M

H

l

 qJý±¥

 qJý±µ



ÅÅÅÅ≥≥

”U?Ý«d?Ð U?N?�U?Ö s?¹« ÆXÝ« bM�œuÝ d¹“ ÂUÖ tÝ s²ý«œdÐ ¨vÝbM¼ ÊUJ� Êœd� h0A� È«dÐ

∫XÝ« v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«

 ∫‰Ë« ÂUÖÁ“«b?+« tÐÏv?Öó?¹Ë —œ t?� «— v?¹U?¼ÅtDI+ vbU� b?M?M?�Åv� ‚bi Ábý Áœ«œ 

ªbOÐUOÐ

∫ÂËœ ÂU?Öu?B?ð U?ð b?O?M?� q?iË d?~¹bJ¹ tÐ «— U¼ÅtDI+ Ê¬ ÒÊU?J?� “« ÈœuNý È—

ªbOM� «bOÄ dE+ œ—u� vÝbM¼

∫ÂuÝ ÂUÖ—œ tDI+ d¼ U¹¬ t� bOM� vÝ—dÐ fáÝ ÆbOM� nOiuð «— vÝbM¼ ÊUJ� 

tŽuL−�ÏU?¹¬ ¨fJŽdÐ Ë bM�Åv� ‚bi Ábý Áœ«œ vÖó¹Ë —œ b¹«Åt²bU¹ t� v¹U¼ÅtDI+ 

øœ—«œ —«d" b¹«Åt²bU¹ t� È«ÅtŽuL−� —œ ¨bM� ‚bi vÖó¹Ë s¹« —œ t� tDI+ d¼

 ‰U¦�≤∫tDI+ p¹ “« t� rOÐUOÐ «— t×Hi “« È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� rO¼«ušÅv� ÏXÐUŁ 


tÐ Ábý Áœ«œ 

tKiUbÏ ¨„d²A� vÖó¹Ë ¨U−M¹«—œ ÆbýUÐ bŠ«Ë tDI) p¹ “« ÊœuÐÅtKZU� r¼Ï XÐUŁ ÆXÝ«

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖtDI+ Ï «— XÐUŁ Os¹« ÆrOM�Åv� «bOÄ Ábý ÊUOÐ vÖó¹Ë UÐ «— U¼ÅtDI+ “« Èœ«bFð Ë rO�U+Åv� 

Æb+«ÅÁbý Áœ«œ ÊUA+ d¹“ qJý —œ U¼ÅtDI+

∫ÂËœ ÂUÖÆbÝ—Åv� dE+ tÐ  Ád¹«œ p¹ qiUŠ qJý 

∫Âu?Ý ÂUÖ e?�d?� t?Ð Ád?¹«œ p?¹ ¨dE+ œ—u� vÝbM¼ ÊUJ� OåÅp?¹Åò ŸU?Fý Ë 

tKiUbÆXÝ«Ï vMF¹ Ê¬ e�d� “« Ád¹«œ s¹« ÈË— tDI+ d¼ OsOMâL¼ ÆXÝ« bŠ«Ë dÐ«dÐ ̈

t?KiUb dÖ«Ï b?M+U� È«ÅtDI+ M “« O ÁU?~+¬¨býUÐ bŠ«Ë dÐ«dÐ   OM = 1 fÄ OMp?¹ 

 t−O²+—œ ¨œuÐ b¼«uš Ád¹«œ ŸUFýMÆXÝ« Ád¹«œ ÈË— 

 ‰U¦�≥∫Áœ«œ j?š p?¹ “« t?� b?OM� «bOÄ «— t×Hi “« È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� 

ÁbýÏ  ltKiUb tÐ Ï 

  

1

2

ÆbýUÐ 

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖÆrOM�Åv� «bOÄ ¨bMM�Åv� ‚bi vÖó¹Ë s¹« —œ t� «— v¹U¼ÅtDI+ “« Èœ«bFð «b²Ð« 

O

O

1

1

2 l



ÅÅ≥¥

∫ÂËœ ÂUÖ jš ·dÞ p¹ —œ t� v¹U¼ÅtDI+ “« tŽuL−� d¼ Êœd� qSË UÐ ljš Ëœ ¨b+—«œ —«d" 

ÆbýUÐ jš Ëœ ¨vÝbM¼ ÊUJ� s¹« bÝ—Åv� dE+ tÐ fÄ Ær¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ XÝ«—

∫ÂuÝ ÂUÖtKSU^ tÐ t� È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Ï  

  

1

2
Ábý Áœ«œ jš “« Ï lXÝ«— jš Ëœ ̈ œ—«œ —«d" 

 UÐ È“«u�lÆXÝ« 

 ÈUN_U¦� —œ t� «— È«Åt−O²+ Ëœ≤ Ë ≥ —u?S tÐ ¨r¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ”UÝ«dÐ 

Æœd� ÊUOÐ Ê«uðÅv� d¹“

 ±∫tKSU^ tÐ t� t×HS “« È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Ï RtDI+ “« Ï XÐUŁ OÊUL¼ ÊË—œ 

 e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ ¨œ—«œ —«d" t×HSO ŸUFý Ë RÆXÝ« 

 ≤∫ÊU?L¼ —œ Ábý Áœ«œ XÝ«— jš p¹ “« t� t×HS “« È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� 

tKSU^ tÐ t×HSÏ dÊ¬ ·dÞ Ëœ —œ Ë jš Ê¬ UÐ È“«u� XÝ«— jš Ëœ ̈ œ—«œ —«d" 

ÆXÝ«

∫tOCHt?×?HS —œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ¨t¹Ë«“ p¹ “U-LO+ Ït� XÝ« t¹Ë«“ Ê¬ 

tKSU^ÏÆbýUÐ dÐ«dÐ t¹Ë«“ lK{ Ëœ “« Ê¬ 

∫ÊU?¼dÐÊœu?Ð ÊU?-?J?¹Åò b?M?�Åv?� h?0?A� «— vÝbM¼ ÊUJ� t� v�d²A� vÖó¹Ë ¨tOC" s¹« —œ 

¨vÝbM¼ ÊUJ� n¹dFð ”UÝ«dÐ ÆXÝ« åÅt¹Ë«“ lK{ Ëœ “« tDI+ tKSU^

∫œ—«œ tKŠd� Ëœ  U³Ł«

∫‰Ë« tKŠd�“« t?¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— tDI+ d¼ rOM�Åv� XÐUŁ 

tDI+ ÆXÝ« tKSU^ p¹ tÐ t¹Ë«“ lK{ ËœÏ Mt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— «— Ï

XBY
∧

 “« Ær¹dOÖÅv� dE+ —œ M ÈUNFK{ dÐ v¹UNDš BX Ë BY

 —œ VOðdð tÐ «— UN+¬ Uð rOM�Åv� œuLŽH Ë KYK¦� Ëœ ÆbMM� lD" 

BMH Ë BMK∫fÄ ¨bM²-¼ XANML¼ ¨UN+¬ sOÐ lK{ Ë t¹Ë«“ Ëœ ÈdÐ«dÐ X_UŠ tÐ 

                                           MH = MK

l

1

2

1

2

B

H

M

K

x

y

 qJý±∂



ÅÅÅÅ≥µ

∫ÂËœ tKŠd�tDI+ dÖ« Ï M lK{ Ëœ “« BX Ë BYtKSU^ tÐ Ï

t¹Ë«e‡_«ÅrzU" YK¦� Ëœ ÊuÇ ̈ býUÐ ÊU-J¹Ï BMH Ë BMKX_UŠ tÐ 

∫fÄ ¨bM²-¼ XANML¼ lK{ p¹ Ë dðË ÈËU-ð

  B
∧

1 = B
∧

2

 “« t� vDš vMF¹B Ë Mt¹Ë«“ “U-LO+ ¨œ—cÖÅv�  ¨t−O²+—œ ÆXÝ«

M t¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— BÆœuýÅv� t−O²+ rJŠ v²Ý—œ ¨s¹« “« Ë l"«Ë 

 ∫tOCHvKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ “U-LO+ tÝ

ÆbMÝdL¼ YK¦� d¼

 ∫ÊU¼dÐ YK¦� —œABC vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ ÈU¼“U-LO+ B Ë C—œ «— d~¹bJ¹ Uð rOM�Åv� rÝ— «— 

tDI+Ï M “« ÆbMM� lD" M ÈUNFK{ dÐ AB ¨AC Ë BCÈU¼ÅtDI+ —œ «— UN+¬ VOðdð tÐ Uð rOM�Åv� œuLŽ 

L ¨K Ë H ÊuÇ ÆbM¹UL+ lD" Mt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— Ï B∫fÄ ¨XÝ« 

®±                                      ©MH = ML

 ÊuÇ ËMt¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— Ï C∫fÄ ¨œ—«œ —«d" 

®≤                                      ©MH = MK

® “«±® Ë ©≤œu?ýÅv� t−O²+ ©MK = ML ¨s?¹«dÐUMÐ ÆM t?¹Ë«“ “U-LO+ ÈË— AÆœ—«œ —«d" eO+ 

 fÄM Y?K?¦?� “U?-LO+ tÝ v"öð q×� ABC v?MF¹ ¨XÝ« Y?K?¦?� d?¼ vKš«œ ÈU¼Åt¹Ë«“ “U�LO) tÝ

bMÝdL¼Æ

∫tOCHÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ÈUNFK{ ÈU¼ÅnBM�œuLŽ 

∫ÊU¼dÐ lK{ Ëœ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ AB Ë BC YK¦� “« ABC

 —œ «— d??~??¹b?J?¹ U?ð r?O?M?�Åv?� r?Ý— «—M Êu??ÇÆb?M?M?� l?D?" MÈË— 

 nBM�œuLŽBCfÄ ¨XÝ« 

®≥                                      ©MB = MC

 ÊuÇ ËM nBM�œuLŽ ÈË— ABfÄ XÝ« 

B

H

M

K

x

y

1
2

M

K

H

L

A

B

C

M

A

B

C

 qJý±∑

 qJý±∏

 qJý±π



ÅÅ≥∂

®¥                                      ©MA = MB

® “«≥® Ë ©¥ t�œuýÅv� t−O²+ ©MA = MCtDI+ ¨s¹«dÐUMÐ ÆÏ M jšÅÁ—UÄ dÝ Ëœ “« ACtKiUb p¹ tÐ 

t?D?I?+ v?M?F¹ ÆXÝ«Ï  Mn?B?M?�ÅœuLŽ ÈË—ÅAC t?D?I?+ “« n?B?M?� œu?L?Ž t?ÝÅd?¼ ¨t−O²+Å—œÆXÝ« Ï M

ÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ÈUNFK{ ÈU¼ÅnBM�ÅœuLŽ ¨s¹«dÐUMÐÆb+—cÖÅv�

 XO6UF�±‡‡±≤

t?� «— v?ÝbŠ v²Ý—œ t� XÝ« Ê¬ XOQUFb s¹« ·b¼

 XOQUFb —œ±‡‡≥bMÇ vÝ—dÐ UÐ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« o¹dÞ “« 

vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨b¹œd� tz«—« ’Uš XQUŠ

K?� X?QUŠ —œÒÁ«u?0?Qœ Y?K?¦?� ¨—U?� s?¹« È«dÐ ÆbO¼œ ÊUA+ v

ABCt?+UO� Ëœ Ë Ï CM Ë BNl?ÞU?Ið q×� Ë bOM� rÝ— «— 

 «— UN+¬OÆbO�UMÐ 

 j?ÝË ©nQ«BO «— P j?ÝË Ë CO «— QË b?O?�U?MÐ 

 jšÅÁ—UÄPQÆbOM� rÝ— «— 

t?O?C?" f?J?Ž “« ÁœUH²Ý« UÐ ©»Ïœu?š ¨j?š p?¹ U?Ð È“«u?� j?š Ëœ t� XOiUš s¹« Ë fQUð 

 t� bO¼œ ÊUA+ ¨bM¹“«u�MN È“«u� PQÆXÝ« 

tOC" “« ÁœUH²Ý« UÐ ©ÛÏ bO¼œ ÊUA+ ¨fQUð MN = PQÆ

 vFK{—UNÇ t� bOM� XÐUŁ © MNQPÆXÝ« Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� 

bO¼œ ÊUA+ ©À

  

BO

ON
=

CO

OM
=

2

1

 ÈU?¼Åt?+UO� ÊuÇCM Ë BNt?+U?O?� Ëœ d?¼ È«d?Ð t?DÐ«— s¹« fÄ ¨b+œuÐ Ábý »U0²+« Á«u0Qœ tÐ Ï

ÆXÝ« XÝ—œ eO+ d~¹œ Á«u0Qœ

 X³-+ tÐ «— d~¹bL¼ Ë ©ø«dÇ® bMÝdL¼ t+UO� tÝ t� r¹dOÖÅv� t−O²+ U−M¹« “«± Ë ≤ÆbMM�Åv� lD" 

∫tłuðtDI+ Ï ¨YK¦� ÈU¼Åt+UO� vÝdL¼ qIŁ eNd�ÆXÝ« Ê¬ 

∫tOCUÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ t+UO� tÝ 

A

B CD

O

M N

 qJý≤∞



ÅÅÅÅ≥∑

∫tOCUÆbMÝdL¼ YK¦� d¼ ŸUHð—« tÝ 

‡‡ s¹dLðÆbOM� XÐUŁ «— ôUÐ tOC" 

Å®∫v?¹ULM¼«—l?K?{ t?Ý  «“«u?� tÐ v¹U¼Åjš YK¦� ÈUNÝ√— “« 

b?O?M?� X?ÐU?Ł ÁU?~?+¬ Æœu?ý q?O?J?A?ð Èb¹bł YK¦� Uð bOM� rÝ— YK¦�

Ë« YK¦� ÈUNŽUHð—«Ò©ÅÆbM²-¼ b¹bł YK¦� ÈU¼ÅnBM�œuLŽ ¨tOQ

U¼Åt6Q��

ÆbO+eÐ ”bŠ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« pL� tÐ «— vÝbM¼ ÊUJ� d¹“ œ—«u� “« p¹d¼ —œ

±Æb²KžÅv� rOI²-� jš p¹ œ«b²�« —œ ·Ui `DÝ p¹ ÈË— t� vÄuð e�d� vÝbM¼ ÊUJ� Æ

≤Ád¹«œ p¹ Ã—Uš —œ t� È«ÅÁd¹«œ e�d� vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÊ¬ jO×� ÈË— Ë XÝ« l"«Ë Ábý Áœ«œ 

Æb²KžÅv�

≥ÆXÝ« tKiUb p¹ tÐ jšÅÁ—UÄ p¹ dÝ Ëœ “« t� UCb —œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� Æ

¥t×Hi Ëœ “« t� UCb —œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÆbýUÐ tKiUb p¹ tÐ È“«u� 

µt×Hi Ëœ “« t� UCb —œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏ È“«u� M Ë RtDI+ “« Ë býUÐ tKiUb p¹ tÐ Ï

 XÐUŁPtKiUb tÐ ¨Ï dÆbýUÐ 

∂ tKiUb tÐ Ábý Áœ«œ jš p¹ “« t� UCb —œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆdÆbýUÐ 

∑tDI+ p¹ —œ t� v¹U¼ÅÁd¹«œ e�d� vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏÆbýUÐ ”UL� Ábý Áœ«œ jš p¹ dÐ h0A� 

∏ ŸU?Fý tÐ È«ÅtJÝ Æ≤t?×Hi ÈË— dÐ «— d²�Åv²+UÝ Ï l?K{ tÐ vKJý lÐd� ±∞»U?ðdÄ d²�Åv²+UÝ 

t?JÝ ¨œdOÖ —«d" U−+¬ —œ tJÝ e�d� dÖ« t� bOM� sOOFð «— lÐd� ÊË—œ È«ÅtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� ÆrOM�Åv�

ö�U�ÎÆœuýÅv� l"«Ë lÐd� qš«œ 

πÊU??L??²??šU??Ý s??²?bd?Ö—«d?" q?×?� q?ÐU?I?� —«œu?L?+ Æ

 tL-−� ̈ È—«œdNýSÁ—«ub Ë Ï  FrO¼«ušÅv� Æb¼œÅv� ÊUA+ «—

tKO�ÏtÐ Á—«ub Ë tL-−� “« t� rOM� VB+ vK×� —œ «— rÇdÄ 

tKiUb tÐ È—«œdNý ÊUL²šUÝ qÐUI� “« Ë býUÐ tKiUb p¹Ï π

t?K?O?� V?B?+ q?×� vÝbM¼ ÊUJ� ÆbýUÐ d²�Ïs?O?OFð «— rÇdÄ 

ÆbOM�

A

B
C

12

6

S

F

 qJý≤±
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ÅÅ≥∏

± ‡‡ µ—UÖdÄ Ë gNÅjš UÐ rOÝdð ‡‡ 

—œ «— v+U¹UL+ ÈUł v²MÝ —uÞ tÐ ¨g�Åjš Ë —UÖdÄ pL� tÐ vÝbM¼ ÈUNKJý s²šUÝ U¹ rÝ—ò

tÝbM¼ ‘“u�¬ÏÁœUH²Ý« œ—u� lOÝË —uÞÅtÐ t� XÝ« v¹UN+¬ UNLOÝdð s¹« s¹dðÅÁœUÝ ÆXÝ« t²bdÖ t×D-� Ï

Ë X?-?O+ tłuð qÐU" vÝbM¼ ÈUNLOÝdð vKLŽ ‘“—« ¨U¼œ—u� d¹UÝ —œ vQË ÆœdOÖÅv� —«d" Ê«d~²FMi

tL¼ UÐ Æœ—«b+ r¼ ÈœU¹“ Ê«bMÇ ÈdE+ XOL¼«Ïö�U� ¨UNM¹« Ît+uÖÅs¹« È«dÐ «— ‘“—« s¹« Ê«uðÅv� oŠ tÐ 

ÈU?N?K?J?ý U?Ð v?¹U?M?ý¬ È«d?Ð t?K?O?ÝË s?¹dðÅVÝUM� ¨UNLOÝdð s¹« t� «dÇ ¨bý q¹U" ‘“u�¬ —œ UNLOÝdð

tKOÝË d¼ “« d²NÐ Ë bM²-¼ vÝbM¼ÏtQQ-� qŠ s²bdÖ«db È«dÐ «— tMO�“ ̈ Èd~¹œ ÏbMM�Åv� r¼«db v{U¹— 
±

åÆ

t?QQ?-?� —œ Æœœd?ÖÅv�dÐ ”bOK"« ÊU�“ tÐ vÝbM¼ ÈUNLOÝdðÏË« ÒË« »U?²� “« ‰Ò¨”b?OK"« ‰ui« ‰

s¹« qŠ l"«Ë —œ ¨åÅÆbOM� UMÐ Ÿö{ô«ÅÈËU-²� YK¦� p¹ ¨jšÅÁ—UÄ p¹ ÈË—Åò t� XÝ« Ábý œUNMAOÄ

vÖœUÝ tÐ tQQ-�tQQ-� qŠ Ït²bU¹ÅrOLFð Ï∫XÝ« d¹“ 

ÆbýUÐ Ábý Áœ«œ Ê¬ lK{ tÝ tN bOMN rÝ— v¦K¦�

vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼ÅtQQ-� qŠ È«dÐ vK� ‘Ë— p¹ rO+«uðÅv� ¨tQQ-� s¹« qOK×ð Ë t¹e−ð UÐ

∫rOM� «bOÄ

 p?¹ tQQ-� d¼ —œ‰u?N−�È«d?Ð Èœ—u?� d?~?¹œ ¨b?ýUÐ Ábý t²-+«œ eOÇ tL¼ dÖ« Æœ—«œ œułË 

 ̈ rO²-¼ Ê¬ ‰U³+œ tÐ t� ÈeOÇ ̈ tQQ-� s¹« —œ Æb+U�ÅvL+ v"UÐ Êœ«œ ÂU−+« È«dÐ È—U� Ë ułÅË X-łvMF¹

X?Ý« Y?K¦� p¹ ¨U−M¹« —œ Ë vÝbM¼ qJý p¹ ¨‰uN−�Èe?OÇ b¹UÐ tQQ-� d¼ —œ ¨‰UŠ s¹« UÐ Æ

ÆrO¹uÖÅv� Áœ«œ Ê¬ tÐ t� býUÐ ÂuKF�bM²�¼ YK¦� ÈUNFK{ ‰uÞ ¨t6Q�� s¹« ÈU¼ÅÁœ«œ  «— UN+¬ t� a¨

b Ë cÆrO�U+Åv� 

ÆrOMNÅv� ÷d� Ábý qŠ «— t6Q�� ∫t6Q�� qŠ Èóð«d²Ý«

ö¦� UNFK{ “« vJ¹ rO+«uðÅv� fÄ ¨b+«ÅÁbý Áœ«œ UNFK{ “« p¹d¼ ‰uÞ ÊuÇ ¨qJý tÐ tłuð UÐÎ

BC ÂuKF� ‰uÞ UÐ «— a∫rOM� rÝ— 

 YK¦� rÝ— È«dÐ ̈ s¹«dÐUMÐABC ”√— b¹UÐ ̈ XÝ« tQQ-� ‰uN−� t� A—œ Uð rOM� «bOÄ È—uÞ «— 

±tLłdð ¨v{U¹— XO"öš ¨UOQuÄ Ã—uł ‡‡ÏÈ—U¹dNý e¹ËdÄ 

 qJý≤≤
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B Ca
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B Ca



ÅÅÅÅ≥π

t6Q�� ÈUNÞdýÏvMF¹ bM� ‚bS U� 

®  ◊dý                            ±©AC = b

®  ◊dý                            ≤©AB = c

 ‰uN−� tDI+ tÐ q¹b³ð U� t_Q-� ‰uN−� vMF¹AÆb¹œdÖ 

® ◊dý tÐ tłuð UÐ±tDI+ ̈ ©Ï AtKSU^ tÐ b¹UÐ Ï b “« CtDI+ vÝbM¼ ÊUJ� fÄ ̈ býUÐ t²ý«œ —«d" Ï AÅ

Åe�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ ¨t×HS —œC  ŸUFý Ë Åb® ◊dý o³ÞÅ ¨sOMâL¼ÆXÝ« ≤tDI+ Å¨©Ï AtKSU^ tÐ Ï c “« B

tDI+ vÝbM¼ ÊUJ� fÄ ¨œdOÖÅv� —«d"Ï A e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ ¨t×HS —œ B ŸUFý Ë cÆXÝ« 

 ”√— È«d?Ð v?Ýb?M?¼ ÊU?J?� p?¹ ¨◊dý Ëœ s¹« “« Â«b�d¼ ¨s¹«dÐUMÐAœu?Ð t?_Q?-?� ‰uN−� t� 

tDI+ fÄ Æœd� h0A�Ï AKFð vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« tÐ —UÇU+ tÐ ÒtDI+ s²^U¹ È«dÐ ¨t−O²+—œ Æœ—«œ oÏ AÅ

 ÈU¼e�d� tÐ Ád‡¹«œ ËœB Ë C ÈUNŽUFý UÐ VO‡ðdðÅtÐ Ë c Ë btD‡I+ ̈ rOM‡�Åv� rÝ— ÏtD‡I+ UN+¬ œ—ušdÐ Ï A

 ÆXÝ«øœ—«œ »«uł bMÇ t6Q�� s¹«

t?D?I+ t� œ«œ ÊUA+ U� tÐ t_Q-� s¹« qŠÏ At?KOÝË tÐ ¨YK¦� ÂuÝ ”√— ¨Ï0?A� vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Òh?

 Ê«uMŽ tÐ ̈ t²^U¹ s¹« “« ÆœuýÅv�vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Èóð«d²Ý«
±

ÆrOM�Åv� ÁœUH²Ý« vLOÝdð ÈU¼Åt_Q-� qŠ —œ 

vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼Åt6Q�� qŠ œd³¼«—

« ÂUÖËÒ∫‰t_Q-� ÏÆrOM�Åv� ÷d^ Ábý qŠ «— rOÝdð 

∫ÂËœ ÂUÖt_Q-� ÏtDI+ p¹ s²^U¹ tÐ q¹b³ð «— rOÝdð ÏÆrOM�Åv� ‰uN−� 

∫ÂuÝ ÂUÖ“« Â«b?�d?¼ t�ÅÈ—uÞÅtÐ rOM�Åv� rO-Ið ¡eł Ëœ tÐ «— t_Q-� ÈUNÞdý 

tDI+ È«dÐ vÝbM¼ ÊUJ� p¹ tÐ ¨UNÞdýÏËœ s¹« “« p¹ d¼ Ë œuý q¹b³ð ‰uN−� 

 b¹UÐ ¨vÝbM¼ ÊUJ�XÝ«— jš U¹ Ád¹«œÆbýUÐ 

∫Â—UNÇ ÂUÖtDI+ ÏÆXÝ« vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« „d²A� qB^ ¨‰uN−� 

t6Q��Ï ±∫ jšÅÁ—UÄ p¹ nBM�ÅœuLŽ rÝ—

 jšÅÁ—UÄBCs¹« nBM�ÅœuLŽ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

ÆrOM� rÝ— «— jšÅÁ—UÄ

∫qŠ

∫‰Ë« ÂUÖ÷d?^ v?M?F?¹ r?O?M?�Åv� ÷d^ Ábý qŠ «— t_Q-� 

 jš t� rOM�Åv�d jšÅÁ—UÄ nBM�œuLŽ BCÆbýUÐ 

±v{U¹— XO"öš ¨UO_uÄ Ã—uł ‡‡

 qJý≤≥
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M

H

d

′M



ÅÅ¥∞

∫ÂËœ ÂUÖ j?š Êb?ý h0A� È«dÐ df?Ä Ær?O?M?� «b?OÄ «— Ê¬ “« e¹UL²� tDI+ Ëœ XÝ« vbU� ¨

tDI+ Ëœ Êœd� «bOÄ U� ‰uN−�Ï jš “« e¹UL²� dtDI+ Ëœ d¼ b+«uðÅv� tDI+ Ëœ s¹« ÆXÝ« ÏbM+U� Á«u0Qœ 

MË ′M jš ÈË— d jšÅÁ—UÄ ·dÞ Ëœ —œ t� býUÐ BC “« Ë b+—«œ —«d" C Ë BÆb+«ÅtKiUb p¹ tÐ 

 ∫ÂuÝ ÂUÖtÐ «— UNÞdý s¹« t� rOM�Åv� vFÝ Ë r¹“«œdÄÅv� tDI+ s¹« ÈUNÞdý Êœd� «bOÄ tÐ ‰UŠ

t?D?I?+ È«dÐ vÝbM¼ ÊUJ� p¹ tÐ ¨UNÞdý s¹« “« Â«b�d¼ t�ÅÈ—uÞ tÐ rOM� rO-Ið ¡eł ËœÏ ‰uN−� M

 ÊuÇ Æœuý q¹b³ðM jšÅÁ—UÄ nBM�ÅœuLŽ ÈË— BCvÝbM¼ ÊUJ� jšÅÁ—UÄ d¼ nBM�œuLŽ Ë XÝ« 

 ‰uN−� tDI+ fÄÅ¨býUÐ tKiUb p¹ tÐ jšÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« t� XÝ« È«ÅtDI+MŸUFý UÐ Ád¹«œ Ëœ ÈË— 

 ÈU¼e�d� tÐ Ë ÊU-J¹B Ë CtQQ-� tÐ q¹b³ð tQQ-� s¹« vMF¹ ¨œ—«œ —«d" ÏÆbý vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ 

∫Â—UNÇ ÂUÖŸU?Fý tÐ Ád¹«œ Ëœ ¨vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ s¹« 

nB+ “« d²Ö—eÐ Á«u0QœBCqBb t� rO¼«ušÅv� «d¹“ XÝ« 

 e�d� tÐ ¨s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ tDI+ Ëœ Ád¹«œ Ëœ „d²A�BŸUFý Ë 

 n?B+ “« gOÐ Á«u0QœBCs?OL¼ UÐ Ë rOM�Åv� rÝ— È«ÅÁd¹«œ 

Ád?¹«œ ¨ŸUFýÏ e?�d� tÐ Èd~¹œ CÁd?¹«œ Ëœ s?¹« ÆrOM�Åv� rÝ— 

tDI+ Ëœ —œ «— d~¹bL¼Ï  M Ë ′MÈU¼ÅtDI+ ÊuÇÆbMM�Åv� lD" 

M Ë ′Ms¹«dÐUMÐ ̈ bM²-¼ ÈËU-� ÈUNŽUFý UÐ Ád¹«œ Ëœ ÈË— 

 nBM�ÅœuLŽ ÈË—BC Êœd� qiË UÐ fÄ Æb+dOÖÅv� —«d" M tÐ ′MrÝ— Ábý t²Ý«uš nBM�ÅœuLŽ ̈

ÆœuýÅv�

‡‡ s¹dLðt¹Ë«“ p¹ “U-LO+ rÝ— qŠ«d� ÏÈU¼ÅtQQ-� qŠ Èóð«d²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Ábý Áœ«œ 

ÆbO¼œ `O{uð vÝbM¼ ÈUNLOÝdð

t6Q��Ï ≤∫ tDI) p¹ “« Ábý Áœ«œ jš p¹ dÐ œuLŽ jš p¹ rÝ—ÏÊ¬ Ã—Uš 

∫qŠ jš dtDI+ Ë Ï A “« rO¼«ušÅv� Æb+«ÅÁbý Áœ«œ Ê¬ Ã—Uš A dÐ t� rOM� rÝ— vDš dœuLŽ 

býUÐ
±

Æ

CB

M

′M

A

d

l

± tÝbM¼ —œ «— qŠ«d� s¹« ‡‡±Æb¹«ÅÁœ«œ ÂU−+« 

 qJý≤¥

 qJý≤µ



ÅÅÅÅ¥±

 j?š Ë Áb?ý q?Š t6Q�� rOMAÅv� ÷d�lt?DI) “« Ï  A j?š dÐ d

ÆXÝ« Ábý œuLŽ

¨r?O?M� ÁœUH²Ý« r¹«ÅÁœd� qŠ ‰UŠ tÐ Uð t� v¹U¼Åt_Q-� “« rO+«u²Ð dÖ«

ÅÅt?_Q?-� —œ ÆœuýÅv� d²+UÝ¬ —U�±U?M?ý¬ jšÅÁ—UÄ p¹ nBM�ÅœuLŽ rÝ— UÐ 

 jš dÖ« Ær¹býl ÈË— t?� býUÐ jšÅÁ—UÄ p¹ nBM�ÅœuLŽ dt²^dÖ —«d" 

 ÈË— tDI+ d¼  —uS s¹« —œ ¨XÝ«ltKSU^ p¹ tÐ jšÅÁ—UÄ Ê¬ dÝ Ëœ “« 

 t?D?I?+ Ëœ r?OM� ÷d^ vMF¹ ÆXÝ«B Ë C ÈË— d t?� œ—«œ œu?łË ÊUMÇ l

 nBM� œuLŽBCÆbýUÐ 

 d?Ö« fÄB Ë C “« q?SU?Š n?B?M?�œu?L?Ž ¨r?O?¹U?L+ rÝ— «—ÅÊ¬ nBM�ÅœuLŽ Ë rOM� «bOÄ «— A

 dÐ Ë œ—cÖÅv�dÆXÝ« œuLŽ 

t_Q-� ôUŠÏ ÈU¼ÅtDI+ Êœd� «bOÄ tÐ q¹b³ð U� B Ë C jš ÈË— d jš t� XÝ« Ábý lnBM�ÅœuLŽ 

 ÊuÇ ÆbýUÐÅv� UN+¬A nBM�œuLŽ ÈË— BC s¹«dÐUMÐ ¨œ—«œ —«d" A “« B Ë CU¹ XÝ« tKSU^ p¹ tÐ 

 ¨v?ð—U?³?Ž tÐB Ë C e?�d?� tÐ È«ÅÁd¹«œ ÈË— A “« v?J?¹ Ád?¹«œ s?¹« Æb+—«œ —«d" v?Ýb?M?¼ ÊU?J� ËœU� 

�«ÆXÝ«Ò ÊuÇ UB Ë C jš ÈË— d jš fÄ ¨b+—«œ —«d" dÁœUH²Ý« UÐ ‰UŠ ÆXÝ« d~¹œ vÝbM¼ ÊUJ� 

¨vÝbM¼ ÊUJ� Ëœ Èóð«d²Ý« “«B Ë C Êœd� «bOÄ È«dÐ Æb+—«œ —«d" ÊUJ� Ëœ s¹« ÈË— B Ë Ce�d� tÐ ¨

A Uð rOM�Åv� rÝ— È«ÅÁd¹«œ Á«u0_œ ŸUFý tÐ Ë d «— UN+¬ ¨bM� lD" tDI+ Ëœ —œ «— B Ë C‰UŠ ÆrO�U+Åv� 

B Ë C nBM�œuLŽ «d¹“ ¨XÝ« Ábý qŠ t_Q-� Ë bM²-¼ »uKD� ◊UI+ BCÆXÝ« dE+ œ—u� jš 

t6Q��Ï ≥∫  p¹ “« Ábý Áœ«œ jš dÐ œuLŽ vDš rÝ—

Ê¬ ÈË— tDI)

 jš rOM� ÷d^ vMF¹d tDI+ Ë AÆb+«ÅÁbý Áœ«œ Ê¬ ÈË— 

 “« rO¼«ušÅv�A dÐ ÈœuLŽ dvýË— UÐ «— t_Q-� s¹« rOM� rÝ— 

 ÈU¼ÅtDI+ vMF¹ ¨rOM�Åv� qŠ vK³" t_Q-� bM+U�B Ë C ÈË— «— d
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ÅÅ¥≤

 t� rOM�Åv� «bOÄ È—uÞA e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ ̈ s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐ UN+¬ jÝË ArOM�Åv� rÝ— È—UO²š« ŸUFý Ë 

 UðdtDI+ Ëœ —œ «— Ï B Ë CtQQ-� o³Þ ‰UŠ ÆbM� lD" Ï nBM�ÅœuLŽ ¨vK³" BCs¹« ÆrOM�Åv� rÝ— «— 

 “« nBM�œuLŽA dÐ Ë œ—cÖÅv� dÆXÝ« œuLŽ 

t6Q��Ï ¥jš p¹ È“«u� vDš rÝ— ∫ 

jš Ê¬ Ã—Uš tDI) p¹ “«

 jšdtDI+ Ë Ï AÆXÝ« Ábý Áœ«œ Ê¬ Ã—Uš 

t?D?I?+ “« rO¼«ušÅv�Ï A  «“«u?� t?Ð vDš dr?Ý— 

tDI+ “« «b²Ð« —uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM�Ï A jš dÐ d

t?D?I+ —œ «— Ê¬ Uð rOM�Åv� rÝ— ÈœuLŽÏ ′Al?D" 

tDI+ “« fáÝ ÆbM�Ï A dÐ œuLŽ vDš A ′ArÝ— 

 «— Ê¬ Ë rOM�Åv�′d t� œd� UŽœ« Ê«uðÅv� ‰UŠ ÆrO�U+Åv� dË ′d b+d~¹bJ¹ È“«u� ®Æ©ø«dÇ

«— vÝbM¼ ÈUNLOÝdð ÈU¼ÅtQQ-� “« ÈœU¹“ œ«bFð Ê«uðÅv� ̈ ‚ub Ábý qŠ tQQ-� —UNÇ tÐ tłuð UÐ

Æœd� qŠ

U¼Åt6Q��

± jš ÆdtDI+ Ë Ï A jš ÈË— È«ÅtDI+ Æb+«ÅÁbý Áœ«œ ¨Ê¬ dÐ l"«Ë dOž dtDI+ “« t� bOM� sOOFð Ï

AtKiUb tÐ Ï ÂuKF� RÁ“«b+« tÐ tłuð UÐ ÆbýUÐ Ï RÆbOM� Y×Ð tQQ-� ÈUNÐ«uł œ«bFð ÈË— 

≤tDI+ Ëœ ÆÏ A Ë B Åjš Ë d jš ÈË— È«ÅtDI+ ÆbMF"«Ë t×Hi p¹ —œ dtDI+ Ëœ “« t� bOÐUOÐ Ï

A Ë Bøœ—«œ »«uł Á—«uL¼ tQQ-� U¹¬ ÆbýUÐ tKiUb p¹ tÐ 

≥Ád¹«œ ÆÏ (C) jš Ë ∆Ád¹«œ ÈË— È«ÅtDI+ Æb+«ÅÁbý Áœ«œ t×Hi p¹ —œ Ï (C)“« t� bOM� sOOFð 

 jš∆tKiUb tÐ Ï ÂuKF� løœ—«œ »«uł bMÇ tQQ-� ÆbýUÐ 

¥ Y?K¦� “« ÆABCÁ“«b+« ¨Ï ÈU?NFK{ AB = c ¨AC = b ŸU?Hð—« ‰uÞ Ë AH = haÂu?KF� 

ÆbOM� rÝ— «— YK¦� ÆXÝ«

µ Y?K?¦� ÆABC l?K?{ ∫ÈU?¼ÅÁ“«b?+« Êœu?Ð Âu?K?F?� UÐ «— BC = a ÈU?¼Åt?+U?O� ¨B ′B = mbË 

C ′C = mcÆbOM� rÝ— ¨

∂® v+Uł“uÐ ¡UbuQ«uÐ« Æ≥∏∏Å‡‡Å≥≤∏ tDI+ “« œuLŽ jš rÝ— È«dÐ v+«d¹« Ê«bO{U¹— ©‚Æ‡¼ A

 ÷ËdH� jš dÐ l"«ËltDI+ ∫XÝ« ÁœdÐ —U� tÐ «— d¹“ ‘Ë— Ï Á«u0Qœ B jš ÈË— «— lÆrOM�Åv� —UO²š« 
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ÅÅÅÅ¥≥

t+U¼œÏÁ“«b+« tÐ «— —UÖdÄ Ï jšÅÁ—UÄ ABtÐ Ád¹«œ Ëœ rOM�Åv� “UÐ 

 ÈU?¼e�d�A Ë B ŸUFý tÐ Ë ABt?D?I?+ p¹ rOM�Åv� rÝ— Ï

 «— Ád?¹«œ Ëœ s?¹« œ—u?šd?ÐC “« Ær?O?�U?+Åv?� B t?Ð Cq?iË 

 jšÅÁ—UÄ Ë rOM�Åv�BCtDI+ ·dÞ “« «— Ï CÁ“«b+« tÐ Ï‘œuš 

 tDI+ UðD “« ÆrO¼œÅv� œ«b²�« D tÐ Ajš ÆrOM�Åv� qiË 

ADtDI+ —œ Ï A jš dÐ lÆXÝ« œuLŽ 

ÆbO-¹uMÐ «— ¡UbuQ«uÐ« ‘Ë— v²Ý—œ qOQœ

∑ jš ÆdtDI+ Ë Ï  AtDI+ “« Æb+«ÅÁbý Áœ«œ ¨Ê¬ Ã—UšÏ

A jš  «“«u� tÐ vDš dÆbOM� rÝ— 

∫bM�Åv� qŠ sOMÇ «— tQQ-� v+Uł“uÐ ¡UbuQ«uÐ«

tDI+Ï Á«u0Qœ B jš ÈË— «— dt+U¼œ Ë rOM�Åv� —UO²š«ÏÁ“«b+« tÐ «— —UÖdÄ Ï jšÅÁ—UÄ ABÆrO¹UAÖÅv� 

 e�d� tÐB ŸUFý tÐ Ë BA jš Uð rOM�Åv� rÝ— Ád¹«œ p¹ dtDI+ —œ «— Ï C e�d� tÐ ÁU~+¬ ¨bM� lD" A

Ád?¹«œ vK³" ŸUFý ÊUL¼ UÐ ËÏ e?�d?� tÐ fáÝ ÆrO¹UL+Åv� rÝ— Èd~¹œ B jšÅÁ—UÄ dÐ«dÐ vŽUFý tÐ Ë AC

Ád¹«œÏtDI+ Ë rOM�Åv� rÝ— Èd~¹œ Ï ÈU¼e�d� tÐ Ád¹«œ Ëœ œ—ušdÐ B Ë A «— D “« ÆrO�U+Åv� A tÐ DqiË 

 ÆrOM�Åv�ADtDI+ “« t� XÝ« vDš ̈Ï A jš  «“«u� tÐ d¡UbuQ«uÐ« ‘Ë— v²Ý—œ qOQœ ÆœuýÅv� rÝ— 

ÆbO-¹uMÐ «—

∏ ÷ËdH� jšÅÁ—UÄ t� bOM� rÝ— vFÐd� ÆDEÆbýUÐ Ê¬ dD" 

πt¹Ë«“ ÆÏ XOY j?šÅr?O+ ÈË— XÝ« Ábý Áœ«œ ′O ′X ”√— tÐ È«Åt¹Ë«“ ′Ot?¹Ë«“ ÈËU-� Ë Ï

XOYÆbOM� rÝ— 
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ÅÅ¥¥

tK−�Ïv{U¹— 

YK¦� œułË tOCH

ôu?L?F�  UO{U¹— —œÎ¨v?Öó?¹Ë U?¹ ¡v?ý œu?łË  U?³Ł« UÐ t� v¹U¼ÅtOC" U¹ U¼Åt_Q-� 

ôuLF� Ë bM²-¼ qJA� v+U¼dÐ È«—«œ b+—«œ —U�ËdÝÎvM²šUÝ Èb+Ë— tÐ  U³Ł« bM¹¬d^ —œ 

tÐ Êœ“ s�«œ “« Ê¬ ÊU¼dÐ vÖbOâOÄ dÞUš tÐ v+U²ÝdOÐœ  UO{U¹— ‘“u�¬ —œ ÆXÝ« “UO+

v?N¹bÐ rJŠ p¹  —uBÐ ÂËe_  —uS —œ Ë œuýÅv� eO¼dÄ qzU-� Ë U¼ÅtOC" t+uÖ s¹«

œułË  U³Ł« UÐ t� XÝU¼ÅtOC" t+u~M¹« “« È«Åt+uL+ YK¦� œułË tOC" ÆœuýÅv� t²^d¹cÄ

Æœ—«œ —U�ËdÝ ©YK¦�®

ÆbýUÐ bOH� b+«uðÅv�  U³Ł« vÖbOâOÄ tÐ ÊœdÐ vÄ Ë tOC" s¹«  U³Ł« vÝ—dÐ

∫YK¦� œułË tOCH X³¦� Ë vIOIŠ œbŽ tÝ a ̈  b Ë cp¹ d¼ dÖ« Æb+«ÅÁbý Áœ«œ 

t?� œ—«œ œu?łË v?¦?K?¦?� ÁU?~?+¬ ¨b?ýU?Ð d?²?J?Çu� d~¹œ œbŽ Ëœ ŸuL−� “« U¼œbŽ s¹« “«

 Ê¬ ÈUNFK{a ¨ b Ë ch?0?A?� «— Ê¬ rJŠ Ë ÷d^ ©t_Q-� ÊbOLN^ UÐ® «b²Ð« ÆbM²-¼ 

ÆrOM�Åv�

∫÷d� a ¨ b Ë c Ë X³¦� vIOIŠ œbŽ tÝ a + b > c ¨a + c > b ¨c + b > a

∫rJŠ Êu?Ç v¦K¦� ABC t� È—uÞÅtÐ œ—«œ œułË a ¨ b Ë cÊ¬ Ÿö?{« Á“«b+« 

ÆbM²-¼

∫ÊU¼dÐK� “« s²ÝU� ÊËbÐ Ë vÖœUÝ È«dÐ Ò œd� ÷d^ Ê«uðÅv� XO  a ≥ b ≥ c > 0Æ

ø«dÇ

 jšÅÁ—UÄBC Á“«b+« tÐ «— a‰œUF� tOC" rJŠ  —uS s¹« —œ ÆrOM�Åv� »U0²+« 

 bM+U� È«ÅtDI+ s²^U¹ UÐ XÝ«A t� È—uÞ AC = b Ë AB = cÆ

 Y?K?¦� rOM�Åv� ÷d^ vMF¹ årOM�Åv� ÷d^ Ábý qŠ «— t_Q-�òABCd?E+ œ—u� 

ÆXÝ« d¹“ qJý oÐUD� Ë t²ý«œ œułË
A

C

H
B



ÅÅÅÅ¥µ

H dÐ œ—«Ë ŸUHð—« ÈUÄ «— BCr¹dOÖÅv� 

 tDI+H sOÐ B Ë CrO¼œÅv� —«d" Æ©ø«dÇ® XÝ« 

BH = x  ,  AH = y

  —ui s¹« —œHC = a − xÆ

Æb+—«d"dÐ d¹“ jÐ«Ë— ”—užU¦Ob tOC" o³Þ

®±©
  
y2 = c2 − x2

®≤©
  
y2 = b2 − (a − x)2

® jÐ«Ë— “« ©°bO¼œ ÂU−+« «—  U³ÝU×�® t³ÝU×� v�b+« UÐ±® Ë ©≤ÆœuýÅv� t−O²+ ©

®≥©

  

x =
a2 + c2 − b2

2a

®¥©y = c2 − x2

® ÈU¼ÅtDÐ«—¥® Ë ©±® ÈU¼ÅtDÐ«— UÐ ©≥® Ë ©≤dÖ« vMF¹ ©°bO¼œ ÊUA+® XÝ« ‰œUF� ©

x Ë y® —œ ±® Ë ©≤® —œ ÁU~+¬ bMM� ‚bi ©≥® Ë ©¥ÆfJŽdÐ Ë bMM�Åv� ‚bi eO+ ©

 X?³?¦?� Ë v?I?O?IŠ œbŽ tÝ Ær¹œdÖÅv�“UÐ —U� ŸËdý tÐ ÊuM�«a ¨ b Ë c◊d?ý UÐ 

  a ≥ b ≥ c > 0 r?O?¼œÅv?� —«d?" Æb?+«ÅÁbý Áœ«œ 

  

x =
a2 + c2 − b2

2a
 Ë 

  
y = c2 − x2

Æ

 tOC" ÷db tÐ tłuðÅUÐx Ë y«bO�« Ëœ d¼ ÎXÝ«— dÝ s¹dLð p¹ Ê«uMFÐ® ÆbM²-¼ X³¦� 

 b?O?M� XÐUŁ
  
y > 0 ,  x > 0© l?K?{ —U?Öd?Ä Ë g?�Åjš pL� tÐ YK¦� rÝ— È«dÐ BC«— 

 ‰uÞÅtÐa Ê¬ ÈË— Ë r?O?M�Åv� rÝ— BH Á“«b+« tÐ «— x t?D?I+ “« fáÝ ÆrOM�Åv� «bł H

 Á“«b+« tÐ Ê¬ ÈË— Ë Áœd� rÝ— ÈœuLŽy t?DI+ rOM�Åv� «bł AX?ÝœÅtÐ ©»uKD� tDI+® 

t� b¹œ Ê«uðÅv� v+UÝ¬ tÐ Æb¹¬Åv�

AC = b  ,  AB = c


