
1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.



تاکنون زاویه ها را برحسب »درجه« اندازه گیری می کردیم. استفاده از واحد »درجه« برای اندازه گیری زوایا 
در هندسه بسیار متداول است. اما در برخی محاسبات فنی بهتر است از واحدهای دیگری استفاده شود. در 

ادامه با یک واحد دیگر اندازه گیری زوایا، به نام رادیان، آشنا می شویم.

ب( در هر دایره نسبت طول کمان روبه رو به زاویه α به شعاع آن دایره را محاسبه کنید. این نسبت ها با هم 
چه رابطه ای دارند؟

PA
OP

= ……    
′ ′

′
P A
OP

= ……                     
′′ ′′

′′
P A
OP

= ……  

به شعاع های 1 و 3  O دایره های  دیگری   به مرکز  اکنون 
سانتی متر رسم می کنیم )شکل روبه رو(.

′′ را  ′′P A ′ و  ′P A الف( مطابق فرمول بالا طول کمان های 
که روبه رو به زاویه α=30° هستند به دست آورید.

 ′ ′P A = ……

 ′′ ′′P A = ……

1 دایرهٔ مقابل به مرکز O و به شعاع 2 سانتی متر داده شده است.

OPQ را با استفاده از نسبت های 
∆

 اندازه ضلع PQ در مثلث 
مثلثاتی سال گذشته به دست آورید.

1 کل محیط دایره است )چرا؟( می توان طول کمان روبه رو به زاویه α )یعنی 
12

2 باتوجه به اینکه کمان °30 برابر 
PA( را به صورت زیر به دست آورد.

PA =
 

1
12

= )محیط دایره( ×  1
12

 × 2 π × 2 = ππ =4
12 3

cm
 

 

A
Q

P

O
α=

0
30r

cm
=2

rO

A′′

P′′

A′

P′

A

P

O α

=



?θ

1
درس

رادیان

 فعالیت 
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r
r

α = =1 rad    
r
r

β = =2 2  rad                
r
r

γ = =3 3  rad                
r
r

θ = =4 4  rad            
r
r

ϕ = =5 5  rad       
r
r

ω = =6 6  rad      

پ( اگر در شکل صفحهٔ قبل دایره ای به شعاع  r  و به مرکز O در نظر بگیریم، آیا نسبت 
فوق در آن دایره تغییری می کند؟ چرا؟ با تکمیل رابطه زیر، به این سؤال پاسخ دهید.

 
     

در سؤال قبل دیدیم که نسبت طول کمان روبه رو به زاویه °30 به شعاع، در همه 
دایره ها برابر مقدار ثابت ...... است. اکنون در سؤال زیر به این می پردازیم که 

این نسبت چه زمانی برابر 1 است.
زاویهٔ  به  روبه رو  کمان  طول  زیر،  شکل  مانند   ، r شعاع  به  دایره  یک  در    3
θ   )کمان     ℓ( برابر طول شعاع دایره است. نسبت طول کمان به شعاع چقدر است؟ 

اندازهٔ زاویهٔ θ تقریباً چند درجه است؟ )از نقاله استفاده کنید(

همان طور که در فعالیت قبل مشاهده کردید نسبت طول کمان روبه رو به یک زاویه به شعاع دایره همواره مقداری ثابت است. از 
این مقدار ثابت برای بیان اندازهٔ زاویه می توان استفاده کرد؛ مثلاً در سؤال 3 فعالیت قبل، این نسبت برای زاویه θ برابر یک است. 

در این صورت می گویند اندازهٔ زاویهٔ θ برابر 1 رادیان است.

یک رادیان، در هر دایره دلخواه، اندازه زاویه ای مرکزی است که طول کمان روبه رو به آن برابر طول شعاع دایره است. 
معمولاً از نماد rad برای نمایش اندازه یک زاویه بر حسب رادیان استفاده می شود.

در زیر زاویه های 1 تا 6 رادیان در دایره ای به شعاع دلخواه r رسم شده اند. در هر شکل به نسبت طول کمان روبه رو به هر زاویه 
به شعاع دقت کنید.

.............
× π×

=

1
2

12
r

r

r

r

O

θ

r

r

r

O O O
α

r

r

r

r

β
r

r

r

r

r

γ

r

r

r

r

r

r

ω

r

r

r

r

r

r

r

ϕ

rO

A′′

P′′

A′

P′

A

P

O α

=



?θ

نخ  تکه  یک  کمک  به 
یک دایره رسم کنید.

محیط  روی  بر  را  نخ 
دایره قرار دهید.

را  نخ  انتهای  و  ابتدا 
کنید  وصل  مرکز  به 
مرکزی  زاویه ای  تا 
توضیح  آید.  به وجود 
زاویه  این  چرا  دهید 

یک رادیان است.

r

θ
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 مثال: اندازه یک زاویهٔ نیم صفحه ) °180( و نیز یک زاویه قائمه )  °90( برحسب رادیان چقدر است؟
 حل:  می دانیم که طول کمان روبه رو به زاویهٔ نیم صفحه، نصف محیط دایره است.بنابراین داریم:

 π
π= = π

2
2
r

r
r r  

rad
پس یک زاویه °180 برابر π رادیان می باشد.به طور مشابه طول کمان روبه رو به یک زاویه قائمه، ربع محیط دایره است.پس: 

r
r

r r

π π
π= =

2
4 2

2  
rad

 

 مثال: در شکل مقابل اندازهٔ زاویهٔ α را برحسب رادیان به دست آورید، سپس طول 
AB را پیدا کنید.

و   10cm شعاع های  به  قرقره  دو  تسمه  یک  مقابل،  در شکل  مثال:   
 π
2

2/5cm را به هم وصل کرده است. بررسی کنید که وقتی قرقرهٔ بزرگ تر 

رادیان می چرخد )یعنی نقطهٔ P در موقعیت ́    P قرار می گیرد( قرقرهٔ کوچک تر 
)π rad   3/14rad  ( .چند رادیان می چرخد

بر روی محیط قرقره بزرگ تر طی   P نقطهٔ  ابتدا مسافتی را که  حل:   
می کند به دست می آوریم.



 /PP PP r cm cm
r

′ π′θ = ⇒ = θ = × = π10 5 15 7
2



 حل: از مثال قبل می دانیم که هر زاویهٔ °180 برابر π رادیان است. بنابراین داریم:
π π= ⇒ α = =π

20 180 20
180 9α )برحسب رادیان( rad

AB داریم: π رادیان است. اکنون برای به دست آوردن طول 
9

پس زاویه α برابر 
 



π πα = ⇒ = ⇒ = 2
9 2 9

AB AB AB cm
r

همواره بین اندازه یک زاویه مانند θ برحسب رادیان و طول کمان l روبه رو به آن در یک دایره به شعاع r رابطه زیر 
برقرار است.

l
r

θ =
 

= π180
D R اگر D اندازه زاویه ای برحسب درجه و R اندازه آن برحسب رادیان باشد، آنگاه :                                    

A

B

O α=
0

20
r cm=2

P

Q

cm10

cm2/5

P ′
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چون هر دو قرقره با یک تسمه به هم متصل هستند پس قرقرهٔ کوچک تر نیز 5π cm حرکت می کند. برای این قرقره داریم:

/
π πθ = = = = π5 5 2

2 5 5
2

l
r

 rad  

بنابراین وقتی قرقره بزرگ تر ربع دور می چرخد، قرقره کوچک تر یک دور کامل می چرخد و نقطه Q به مکان خود بازمی گردد.

6π )د
          

5π )خ
          

4π )ح
          

3π )چ
          

2π )ج
          

πθ =2
2
2

ث( 
          

πθ =3
2
3  

ت(
          

πθ =4
2
4

پ( 
          

πθ =5
2
5

ب( 
          

πθ =6
2
6

الف(

1  در جدول روبه رو جاهای خالی 
را پر کنید.

3  در جدول روبه رو، که سال گذشته 
کرده اید،  کامل  درجه  حسب  بر  را  آن 
مقدار نسبت های مثلثاتی خواسته شده را 

در جاهای خالی بنویسید.

زاویه برحسب درجه390°270°90°30°0°
π7

3
2πππ

3
π
4

زاویه برحسب رادیان0

2  در زیر، اندازهٔ برخی از زاویه ها بر حسب رادیان داده شده است. مانند نمونه، آنها را با زوایای داده شده در دایره های مثلثاتی 
زیر نظیر کنید.

2ππ3

2

π
2

π
3

π
4

π
6

0
θ)رادیان(

نسبت

10 sinθ

2
2

 cosθ

3
3

tanθ

cotθتعریف نشده0

O
O

O O O O

θ2 θ4 θ5 θ6
θ1

π

θ
=

3

2
5

θ7 θ8 θ9 θ10

O
O

O O O O

θ2 θ4 θ5 θ6
θ1

π

θ
=

3

2
5

θ7 θ8 θ9 θ10

کاردرکلاس 



96

1  برای هر یک از زاویه های زیر مشخص کنید که انتهای کمان در کدام ربع دایره مثلثاتی قرار می گیرد و سپس شکل تقریبی 
زاویه را همانند نمونه رسم کنید.

انتهای کمان در ربع .... است.            انتهای کمان در ربع .... است.

1ــ به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع و کمانی از دایره است قطاع گفته می شود.

24
cm

 h  =8cm و ارتفاع آن r    =6  cm 3  شکل فضایی و نیز شکل گستردهٔ یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط
می باشد. اندازه زاویه قطاع1 حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟ 

انتهای کمان در ربع .... است.                 انتهای کمان در ربع چهارم است.

⇒⇒

h 
  

 c
m

=
8

r cm=6

2 طول بـرف پـاک کن عقب خودرویی 24سانتی متر است. 
طـی   120° انـدازه  بــه  کمانـی  برف پـاک کن،  کنید  فـرض 

) /π 3 14 می کند. )
الف( اندازه کمان را برحسب رادیان به دست آورید.

ب( طول کمان طی شده توسط نوک برف پاک کن چند سانتی متر 
است؟

πθ = −
6                             

πα = π + =
3                         

π πβ = − =
2 4                         

πγ = π − =
6

O θ

 تمرین 
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N

S

P1

P3

P2

λφ1

φ2

4 فاصلهٔ دو نقطهٔ A و B از کرهٔ زمین، که بر روی یک نصف النهار قرار دارند، 
با  است.  نقطه  دو  آن  از  گذرنده  دایره  از  کمانی  برابر طول  روبه رو،  مطابق شکل 

داشتن اندازهٔ شعاع کره زمین فاصله بین دو نقطهٔ داده شده را بیابید.

نصف النهارها دایره های عظیمه ای روی کره زمین 
تشکیل می دهند.

مثلثات کروی در طراحی مسیرهای هوایی و دریایی و نیز محاسبه سطوح و خم ها بسیار کاربرد دارد.

خواندنی

به فاصله بین دو نقطه داده شده در تمرین 4 در اصطلاح فنی »فاصله ژئودزیک« دو نقطه گفته 
می شود. برای محاسبه فاصله ژئودزیک بین دو نقطه از کرهٔ زمین لزومی ندارد که آن دو نقطه 
 )GPS   ( مکان یابی جهانی  از سیستم  استفاده  با  عمل  در  باشند.  نصف النهار  یک  روی  بر 
موقعیت جغرافیایی آن دو نقطه را برحسب طول و عرض جغرافیایی آنها به دست می آورند و 
سپس با استفاده از محاسبات پیچیده ای فاصله ژئودزیک بین آن دو نقطه را محاسبه می کنند. 
در تمام این محاسبات که در آن از مثلثات کروی استفاده می شود باید زوایا برحسب رادیان در 
نظر گرفته شوند، در غیر این صورت محاسبات به مراتب پیچیده تر می گردد. فاصله ژئودزیک 
بین دو نقطه از کره زمین کوتاه ترین فاصله ای است که بین آن دو نقطه می توان پیدا کرد. این 
»دایرهٔ  آن  به  و  می گذرد  نقطه  دو  آن  از  که  است  دایره ای  بزرگ ترین  از  کمانی  فاصله، طول 
عظیمه« می گویند. محاسبه فاصله ژئودزیک بین دو نقطه از کره زمین در طراحی مسیرهای 
هوایی و دریایی و نیز هدایت ماهواره ها بسیار اهمیت دارد. بررسی کنید که چرا برای دو نقطه 
از کره زمین که روی یک نصف النهار قرار دارند، دایره عظیمه همان نصف النهار گذرنده از 

آن دو نقطه می باشد.

فاصله ژئودزیک دو نقطه از کره زمین

A

B

6320km

?

36


A

B



در سال گذشته به مقدار نسبت های مثلثاتی برای برخی از زوایای تند )مانند °30، °45، °60( و نیز زوایای 
مرزی ) °0، °90، °180،  °270، °360( پرداختیم. همچنین علامت نسبت های مثلثاتی را در چهار ربع دایره 

مثلثاتی یاد گرفتیم. اکنون به مقدار این نسبت ها برای برخی دیگر از زوایا و رابطهٔ بین آنها می پردازیم.

می دانید که به هر دو زاویه ای که مجموع اندازهٔ آنها °90 باشد زاویه های متمّم می گویند. نسبت های مثلثاتی 
چنین زاویه هایی با هم ارتباط دارند. فعالیت زیر به شما کمک می کند تا این روابط را پیدا کنید.

تند  بحث  مورد  زاویه های  قبل  فعالیت  در 
بودند. روابط به دست آمده در آنجا در حالت 
دو  برای  کلی  است.به طور  برقرار  نیز  کلی 
π همواره روابط روبه رو  − θ

2
زاویه متمم θ و 

برقرار است.

sin ) ( cosπ − θ = θ
2

cos) ( sinπ − θ = θ
2

tan ) ( cotπ − θ = θ
2

cot ) ( tanπ − θ = θ
2

2
درس

 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

 فعالیت 

نسبت های مثلثاتی زوایای متمّم

شکل  مانند  دلخواه  قائم الزاویه  مثلث  یک 
زیر را در نظر بگیرید.

A

B

C
a

bc

− θ
θ

π
2

sin) ( c
a

π − θ =
2

sin θ = b
a

cos ) (π
− θ =

2
cos θ = ……

tan ) (π
− θ =

2
           tan θ = ……

cot ) (π
− θ =

2
          cot θ = …… با توجه به شکل، دو ستون روبه رو را همانند 

دو  در  مساوی  مقادیر  سپس  و  کامل  نمونه 
ستون را با هم نظیر کنید.

……

……

……
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  دو زاویه را مکمل گوییم اگر مجموع آنها °180 باشد. در فعالیت بعد روابط بین مقدار نسبت های مثلثاتی برای چنین زاویه هایی 
را به دست خواهیم آورد.

sin )-α( = -sin α
cos )-α( =   cos α
tan )-α( = -tan α
cot )-α( = -cot α

P انتهای کمان روبه رو  در دایره مثلثاتی روبه رو نقطه 
نسبت های  برحسب   P نقطه  α است.مختصات  زاویه  به 
داده شده  آموختید،  در سال گذشته  که   α زاویه  مثلثاتی 
واضح  مختصات  دستگاه  به  توجه  با  همچنین  است. 
xها  محور  به  نسبت   P  )xP   ,   yP( نقطه  قرینه  که  است 

می باشد.  Q  )xQ    ,   yQ( = Q  )xP   ,  -yP( نقطه 

الف( باتوجه به رابطهٔ بین مختصات نقاط P و Q روابط مثلثاتی زیر را مانند نمونه تکمیل کنید.

xQ
 = xP ⇒ cos)-α( = cosα

yQ = -yP ⇒   …………………

ب( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط به دست آمده از قسمت الف کامل کنید.
tan )-α( =
cot )-α( =

دو زاویهٔ α و α- قرینهٔ یکدیگرند. برای دو زاویهٔ قرینه روابط مثلثاتی زیر برقرار است.

o x

y

−α

α

Q QQ(x ,y ) Q(cos( ), sin( ))= −α −α

P PP(x ,y ) P(cos , sin )= α α

 فعالیت 

نسبت های مثلثاتی زوایای قرینه

مقادیر نسبت های مثلثاتی زاویه های مکمل



100

در دایره مثلثاتی روبه رو نقطه )P  )xP   ,   yP انتهای کمان 
روبه رو به زاویه α است. با توجه به دستگاه مختصات 

 ( , ( ( , (Q Q P PQ x y Q x y= − واضح است که نقطه
قرینه نقطه P نسبت به محور yها است.

الف( با توجه به مختصات نقاط P و Q روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.
xQ    = -xP ⇒ cos)π-α( = -cos α  
yQ   = yP ⇒ …………………  

ب( با توجه به روابط قسمت الف، تساوی های زیر را تکمیل کنید.
tan )π-α( =  
cot )π-α( =  

از فعالیت قبل می توان نتیجه گرفت که بین هر دو زاویه مکمل α و π- α روابط زیر برقرار است.

زوایای α و π+ α را در یک دایره مثلثاتی رسم کنید و نقاط انتهایی کمان های روبه رو به این دو 
) بنامید. از دستگاه مختصات واضح است که نقطه  , ( ( , (Q Q Q QQ x y Q x y= زاویه را به ترتیب )P  )xP   ,   yP و−
 . ( , ( ( , (Q Q P PQ x y Q x y= − − Q قرینه نقطه P نسبت به مبدأ مختصات است و از این رو

اکنون با استدلالی مشابه به فعالیت بالا نشان دهید که روابط روبه رو برقرار است.
 مثال:  مقدار نسبت های مثلثاتی برخی زوایا در زیر محاسبه شده است.

sin ( ( sin ( ( sin ( ( sinπ π π π− = − = − π + = =7 7 1
6 6 6 6 2

tan )225°   ( = tan )180°+45°   ( = tan 45° =1
 cos )120°   ( = cos )180°-60°   ( = -cos )60°   ( = - 1

2

sin )π+α( = -sin α
cos )π+α( = -cos α
tan )π+α( = tan α
cot )π+α( = cot α

sin )π-α( = sin α
cos )π-α( = -cos α
tan )π-α( = -tan α
cot )π-α( = -cot α

O
x

y

π − α
α

Q(cos( ), sin( ))π − α π − α P(cos , sin )α α

 فعالیت 
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sin )2k  π-α( = -sin α
cos )2k  π-α( = cos α
tan )2k  π-α( = -tan α
cot )2k  π-α( = -cot α

sin )2π+α( = sin α
cos )2π+α( = cos α
tan )2π+α( = tan α
cot )2π+α( = cot α

زاویه هایی مانند α و 2π+  α در شکل زیر که انتهای کمان های آنها برهم منطبق می شود را زوایای هم انتها گویند. از آنجا که 
نقطه P انتهای هر دو کمان می باشد لذا نسبت های مثلثاتی این دو زاویه باهم برابرند.

زوایای  یعنی  کامل،  دوران  یک  از  بیش  برای  حالت  این   
)k  ∈  به صورت 2k   π+α، نیز برقرار است.)

انتها  هم  نیز   )k  ∈  (  2k   π-  α و   -  α زوایای  که  آنجا  از 
نتیجه  از  استفاده  با  و  بالا  مشابه  استدلالی  با  )چرا؟(،  هستند 
زوایای  مثلثاتی  نسبت های  که  دهید  نشان  قبل  صفحه  فعالیت 

2k   π- α به صورت زیر برقرارند.

 مثال: مقدار نسبت های مثلثاتی برخی زوایا در زیر محاسبه شده است.

tan  )الف ( ( tan ( ( tan ( (π π π= π − = − = −5 2 3
3 3 3    

405°  ( = sin )360°+45°  ( = sin )45°  ( = 2( sin    )ب
2    

P(cos α,sin α) P(cos( ),sin( )) =     π + α  π + α2  2

O
x

y

π + α2

α

x

y

π − α
−α

2
=Q(cos( ),sin( )) Q(cos( ),sin( ))2 2π − α π − α                −α −α

sin )2k   π+α( = sin α
cos )2k  π+α( = cos α
tan )2k   π+α( = tan α
cot )2k   π+α( = cot α

نسبت های مثلثاتی زوایای با مجموع یا تفاضل 2kπ رادیان
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1  مقدار نسبت های مثلثاتی زیر را به دست آورید.

                            = )210°( sin )الف

) tan )ب (π− =7
4

 = )135°( cot )پ

) sin )ت (π =3
4

( (π< θ <0
2

2  جدول زیر را همانند نمونه کامل کنید. 

α = 2k   π + θα = 2k    π  - θα = π + θα = π - θ                     نسبت
 زاویه

انتهای کمانربع دوم ...............
ترسیم نسبت+-نسبت+-نسبت+-نسبت+-

زاویه α و 
تشخیص 
علامت 
نسبت ها

sin αsin αsin αsin α

cos αcos αcos αcos α

tan αtan αtan αtan α

sin )π- θ( = sinθsin α

cos )π- θ( = -cosθcos α

tan )π- θ( = -tanθtan α

cot )π- θ( = -cotθcot α

θ
α

3  برای زوایای قرینهٔ )α=-θ( از کدام ستون جدول بالا می توان کمک گرفت؟ چرا؟

کاردرکلاس 
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  رسم شده اند. π
2
 + θ و θ در دایرهٔ مثلثاتی زیر زاویه های

sin ( ) cosπ + θ = θ
2

 cos( ) sinπ + θ = − θ
2

 tan ( ) cotπ + θ = − θ
2

 cot ( ) tanπ + θ = − θ
2

O
x

y

θ

θ

P(cos θ,sin θ)

+ θ + θQ(cos( ),sin( ))
π π
2 2 Q′

P′

OQQ هم نهشت هستند. 
∆

′ OPP و
∆

′ الف( با توجه به شکل، نشان دهید دو مثلث 
ب( از تساوی اضلاع نظیر در دو مثلث فوق روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.

cos( ) sinQ px y
π= − ⇒ + θ = − θ
2

yQ = ………………  
پ( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط قسمت ب کامل کنید.

tan( )π + θ =
2

 ………………

cot ( )π + θ =
2

 ………………

 روابط زیر برقرار است. π
2
 + θ و θ ٔبه طور کلی برای دو زاویه

 فعالیت 
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2 شدت نور وارد بر یک سلول خورشیدی، با زاویه تابش α در ارتباط است )شکل زیر(. اگر شدت نور را با  I نشان دهیم، 

)sin که در آن k یک عدد ثابت مثبت است، شدت نور را به دست می دهد. (I k
π= − α
2

رابطهٔ 

الف( با توجه به شکل و با استفاده از روابط مثلثاتی، رابطه شدت نور را بر حسب کسینوس زاویه θ در شکل بازنویسی کنید.

πθ بر حسب k به دست آورید. =
3

πθ و  =
6

 ، θ =0ب( شدت نور را برای زاویه های

پ( زاویه θ چقدر باشد تا بیشترین شدت نور به دست آید؟ چرا؟ )راهنمایی: از دایره مثلثاتی کمک بگیرید(.

3  درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید )زوایا برحسب رادیان است(.

π - θ( =0(  cos θ + cos )الف
sin )ب ( ( cosπ − θ + θ =1

2
) 7 ( = cos )-7 ( cos )ج

  π - θ( = tan π- tan θ( tan )د

α

1 مقدار نسبت های مثلثاتی زیر را به دست آورید.

= )  750°( cot )ب    = )  300°( sin )الف ) cos )پ  (π− =
6

 

) cos )ت (π− =23
4

) sin ) ث  (π =5
4

= )  840°-( tan )ج    

= )  150°-( tan )چ ) cos )  ح  (π =9
4

) tan ) خ  (π =10
3

 

 تمرین 



در درس های قبل مقدار نسبت های مثلثاتی را برای برخی زوایا به دست آوردیم. اکنون این سؤال به ذهن 
می رسد که آیا می توان این نسبت ها را برای یک عدد حقیقی تعریف کرد؟ مثلاً عبارات sin3 یا cos3 چه 

مفهومی دارند؟ فعالیت زیر به شما کمک می کند تا پاسخ این سؤالات را بیابید.

1  در جدول زیر نسبت سینوس به ازای برخی مقادیر در بازه ]0,2π[ مشخص شده است. این جدول را 
تکمیل کنید.

2ππ11
6

π3
2

π7
6

π5
6

π
2

π
3

π
6

0x )رادیان(

-10/3
0 86

2


1
2

0y = sin x

2 جدول بالا به صورت زوج مرتب در زیر داده شده است. باتوجه به جدول فوق مجموعه زوج مرتب ها را 
تکمیل و سپس نقاط به دست آمده را در دستگاه مختصات زیر پیدا کنید. آیا نقاط متناظر با زوج های مرتب روی 

منحنی داده شده قرار می گیرند؟ آیا این منحنی تابع است؟ )با رسم خطوط موازی محور yها بررسی کنید(.

( , ( ,( , ( ,( , (,( ,...( , ( ,...( , (..., ( , ( ,...( ,( , ( ,( ,...( , ( ,...(
 π π π π π π π = − π 
  

1 3 5 7 3 11
0 0 0 1 2

6 2 3 2 2 6 6 2 6
f  

3  نمودار داده شده در سؤال قبل منحنی تابع y  =    sin x در بازه ]0,2π[ می باشد. با توجه به نمودار، 
مقدار sin1 کجای محور yها قرار می گیرد؟

3توابع مثلثاتی
درس

 فعالیت 

y

x

1

0

1
2

π2π3
2

π7
6

π11
6

π5
6

π
2

π
6

/

π

3
1

4


/
3

0 86
2




106

4 در تابع y  = sin x، همیشه x را برحسب رادیان در نظر می گیرند مگر آنکه صریحاً گفته شود x بر حسب درجه است یا از نماد 
°x استفاده شود. باتوجه به ارتباط دایره مثلثاتی و نمودار تابع سینوس که در زیر داده شده، تفاوت sin2 و sin2° را بیان کنید.

1 همانند فعالیت قبل، تابع y  = cos x در زیر رسم شده است. مجموعه زوج های مرتب داده شده از این تابع را تکمیل کنید و 
نقاط به دست آمده را مانند نمونه بر روی نمودار نمایش دهید.

f = 



)0,1( ، ) π
3

 , 1

2
( ، ) π

2
 ,  …( ، ) π2

3
 ,  …( ، )π ,   -1( ، ) π4

3
 ,  …( ، ) π3

2
 ,   …( ، ) π5

3
 ,  …( ، )2π ,  …( 



2 رادیان را بر روی محور xها بیابید و سپس  2  در نمودار بالا ابتدا نقطه نظیر 
cos را بر روی محور yها به طور تقریبی پیدا کنید. درستی پاسخ خود را با  2 مکان 

ماشین حساب بررسی کنید.

 خواندنی
در همهٔ ماشین حساب های پیشرفته، برای محاسبه 
نسبت های مثلثاتی می توان از دو حالت استفاده 
کرد که یک حالت بر حسب درجه )DEG( و 
حالت دیگری برحسب رادیان ) RAD( است. 
هنگام استفاده از ماشین حساب باید ابتدا آن را 
در حالت مورد نظر قرار داد. در ماشین حساب 
زیر آن را در حالت رادیان قرار داده و سپس 

cos را حساب کرده اند. 2 مقدار 

π
90

rad2

2 ππ 2

y

xradπ
=

02

1

-1

90

0

y

x1

1

-1

π
6

π
3

π
2

π π5
6

π7
63

1
4


/

π2π3
2

π11
6

1
2

1−2

 فعالیت 
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تابع  با استفاده از این روابط مقدار   .cos )-x( = cos x نیز  cos )x  +2k   π( = cos x و  3  از درس هـای قبل مـی دانیم که 
y  =cos x را در دیگر نقاط داده شده بر روی محور xها به دست آورید و نمودار تابع را از دو طرف ادامه دهید. آیا نمودار این تابع 

در بازه های ]2π ,   4π[ و ]2π   , 0[ و ]2π ,   0-[ با هم متفاوت هستند؟

4  باتوجه به نمودار تابع y= cos x در بازه ]2π , 4π-[ به سؤالات زیر پاسخ دهید.

cos x0 = 1 باشد؟
3

الف( آیا می توان بر روی محور xها عددی مانند x0 یافت که برای آن 
ب( آیا می توان بر روی محور xها عددی مانند x0 یافت که برای آن cos x0 =2 باشد؟

پ( بیشترین و کمترین مقدار تابع y  = cos x در این بازه چقدر است؟

تابع های y  = sin x و y   = cos x را مثلثاتی گویند. دامنه این توابع مجموعهٔ اعداد حقیقی و برد آنها بازه ]1 ,1-[ است. 
گاهی به نمودار تابع y  = sin x موج سینوسی و به نمودار تابع y   = cos x موج کسینوسی نیز می گویند.

 y   = sin x 2 تکرار می شود. این وضعیت برای تابعπ در بازه های به طول y   = cos x همان طور که در فعالیت 2 بررسی شد تابع
نیز برقرار است )چرا؟(. با توجه به این ویژگی در توابع مثلثاتیِ بالا، می توان نمودار آنها را به صورت زیر رسم کرد.

−π− π2 π− 3
2

π−
2

π π2π3
2

π
2

y = sin x

y

x

1

−1

−π− π2 π− 3
2

π−
2

π π2π3
2

π
2

y = cosx

y

x

1

−1

0

1

−
− −

1

π2 π − π3
2 − π

2
π π
2

π2 π3 π4π3
2

π7
2

π5
2
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درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.
الف( sin x یعنی سینوس زاویه ای از دایره مثلثاتی که اندازه آن x درجه باشد.

. cos3= cos 3˚ ) یک عدد حقیقی است.                                               پ sin 5 ب( 
x < π >0 آنگاه cos x <0 >1- است.                           ث( عددی می توان یافت که سینوس آن برابر 2- باشد.

2
ت ( اگر 

ج( x    = π صفر تابع cos x = )f   )x است.

)cos و |   y  = |sin x در زیر  (y x
π= − +
2

 مثال: با توجه به نمودار توابع مثلثاتی y  = sin  x و y  = cosx، نـمـودار تـوابع 
رسم شده است.

y   = cos x   

y   = |sin x   |y   = sin x   

cos( (y x
π= − +
2

cos( (y x
π= +
2

انواع  طراحی  در  دارند.  کاربرد  مختلف  زمینه های  در  روبات ها  مثال:   
روبات ها از توابع مثلثاتی استفاده می شود. در شکل روبه رو یک روبات صنعتی 
را که در صنایع خودروسازی کاربرد دارد مشاهده می کنید. باتوجه به مقادیر داده 
شده، ارتفاع نوک گیرهٔ روبات را از سطح زمین به کمک یک تابع مثلثاتی مدل سازی 

( (π≤ θ ≤0
2

کنید. 
اکنون کل  کنیم.  ترسیم  زیر  به صورت  را  روبات  حل:کافی است وضعیت   

ارتفاع نوک گیره از سطح زمین )h( به صورت زیر به دست می آید:

sin sinl
l h lθ = → = θ ⇒ = + = + θ153 50 50 153

153

sin sin sinl
l h lθ = → = θ ⇒ = + = + θ153 50 50 153

153

y

x

y y

-1

0

1

-1

0

1

-1

1

0π π
2

π3 π2
2

π−2

xπ π
2

π3 π2
2

π−2

xπ π
2

π3 π2
2

π−2

-1

0

1

−π− π2 π π2

y

x

-1

0

1

−π− π2 π π2

y

x

θθ

α

5
0

c
m

5
0

c
m

100cm
153cm

53cm

cm50

cm
153

θ
h

l

کاردرکلاس 
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1 توابع مثلثاتی زیر را با نمودارهای داده شده نظیر کنید.

sin ) (y x
π= −
3

(cos                          پ(  (y x
π= +
6

الف( |  y   = -  |sin x                                ب( 

2  در هر یک از نمودارهای زیر بخشی از یک تابع مثلثاتی رسم شده است. با توجه به بخش رسم شده، توابع مثلثاتی داده شده 
در زیر را به نمودارها نظیر کنید و سپس نمودار را کامل سازید.

y   =1+ |cos x  |  )پ
                        

cos) (y x
π= −
3

ب( 1- 
                        

sin) (y x
π= − +
6

الف( 

y

-1

1

0
x

−π π

y

-1

1

0
x

π2π

y

-1

1

0
x

π2π

3  با توجه به نمودارهای بالا در سؤال 2، بیشترین و کمترین مقدار توابع 
مثلثاتی داده شده در آن سؤال در چه نقاطی رخ می دهد؟

4   با توجه به نمودارهای سؤال 2، کدام یک از توابع مثلثاتی داده شده در آن 
سؤال در بازهٔ )π ,0( یک به یک است؟

5  در طراحی روبات های صنعتی برای انعطاف بیشتر در حرکت روبات ها، 
معمولاً دو مفصل مکانیکی برای بازوی آن به صورت روبه رو در نظر می گیرند. 

) , (π π π− ≤ α ≤ ≤ θ ≤0
2 2 2

الف( ارتفاع نوک گیره این روبات را، از سطح زمین، بر اساس توابعی از θ و α مدل سازی کنید. 

ب( فرض کنید این روبات برای گرفتن یک شیء در ارتفاع cm 23/5 مفصل دوم خود را در حالت α= -30° قرار داده است.
تعیین کنید زاویه θ در این وضعیت چند درجه است؟

π π2−π π−
6

y

-1

0

1

x
π π2−π

y

-1

0

1

x
π π2−π π

3

y

-1

0

1

x
π
2

π3
2

θθ

α

5
0

c
m

5
0

c
m

100cm
153cm

53cm

 تمرین 



در    سال    گـــذشته    بــــا   تــعــدادی   از    اتحادهــای    مثلثاتـی    مـانند   sin2α + cos2α= 1  و

 =cos α ≠0( 1+tan2α ( آشنا شدید. این اتحادها تنها شامل یک زاویه هستند. اکنون در این درس، 
cos α2

1

روابطی را که در آنها دو زاویه مختلف به کار رفته است فرا می گیرید.

1  در شکل  روبه رو،  چهارضلعی ABCD یک مستطیل است. اندازه 
پاره خط AF برابر 1 و زوایای α و β داده شده است.

 β و α را برحسب AF D
∧

F و  EC
∧

الف( با تکمیل روابط زیر اندازه 
به دست آورید.

F

A B

CD

?

?

E

1

α

β

F EC AE B
F EC

AE B

∧ ∧
° ∧

∧
°


+ + =  ⇒ =

α + + = 

90 180

90 180



: زاویه E نیم صفحه است.

ABE مجموع زوایای داخلی :  
AF ⇒    اضلاع AB و DC باهم مـوازی و پاره خط AF بـه صورت مـورب D

∧
=  ……

                                      آن را قطع کرده است.

4
درس

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

 فعالیت 

و  برحسب نسبت های سینوس   ،AF       =1 اینکه به  توجه  با  را   ADF
∆

از   DF و   AD اندازه اضلاع  ب( 
DF بنویسید. A

∧
کسینوس 

پ( اضلاع AE و EF از مثلث قائم الزاویه AEF را، که وتر آن برابر 1 است، برحسب نسبت های سینوس 
و کسینوس زاویه β بنویسید.

ت( اندازهٔ پاره خط های FC ،EC ،BE و AB را برحسب نسبت های سینوس و کسینوس زاویه α به دست 
آورید.
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ث ( از تساوی اضلاع روبه رو در مستطیل صفحهٔ قبل روابط زیر به دست می آید. آنها را باتوجه به قسمت های الف تا ث کامل کنید.

AD =  BE+EC   ⇒ sin )α+β(   = ......
DF = AB-FC           ⇒ cos )α+β( = ......

2  توضیح دهید چرا اگر اندازهٔ پاره خط AF برابر یک نباشد کماکان روابط فوق برقرار است.

در فعالیت فوق زوایای به کار رفته همگی تند بودند. می توان با استفاده از خواص توابع مثلثاتی نشان داد که این روابط برای همه 
زوایا برقرار است. بنابراین همواره داریم: 

sin)α+β( = sin α cos β + cos α sin β
cos)α+β( = cos α cos β - sin α sin β

همچنین با تبدیلβ به β- و استفاده از نسبت های مثلثاتی زوایای قرینه می توان به دست آورد:

sin )α-β( = sin)α+)-β(( = sin α cos)-β( +cos α sin )-β( = sin α cos β - cos α sin β
و نیز

cos)α-β( = cos)α+)-β(( = cos α cos)-β( - sin α sin )-β( = cos α cos β + sin α sin β
پس همواره داریم:

sin )α-β( = sin α cos β - cos α sin β
cos )α-β( = cos α cos β + sin α sin β

 مثال: مقدار sin75° در زیر محاسبه شده است.

sin75°=  sin)45°+30°(=sin45°cos30°+  cos45°sin30° = +× + × =2 3 2 1 6 2
2 2 2 2 4

(  tan را نشان دهید. π
2

 + θ( = -cot θ ٔمثال: درستی رابطه 

sin ( ( sin cos cos sin costan ( ( cotsincos( ( cos cos sin sin

π π π+ θ θ + θπ θ+ θ = = = = − θπ π π − θ+ θ θ − θ
2 2 2

2
2 2 2

1

1

0

0
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1 مقدار نسبت های مثلثاتی زیر را محاسبه کنید.

 cos15° (الف

 tan105° (ب

sin π (پ
12

sin120° (ت

cos135° (ث

cosβ و انتهای کمان α در ربع اول و انتهای کمان β در ربع دوم قرار دارد. اکنون به  = −12
13

cosα و  = 4
5

2 فرض کنید 
سؤالات زیر پاسخ دهید.

الف( مقدار دقیق (sin )α+β و (cos )α-β چیست؟
ب( انتهای زاویه α+β در کدام ربع قرار می گیرد؟

3 با استفاده از روابط نسبت های مجموع دو زاویه نشان دهید که:
sin2α = 2sin α cos α (الف

cos2α = cos2α - sin2α (ب

cos2α = 2cos2α - 1 (پ

cos2α = 1-2sin2α (ت

٤ نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویهٔ °22/5 به دست آورید.
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