
تـابع 3

آشنایی با برخی از انواع توابع

وارون یک تابع و تابع یک به یک

اعمال جبری روی توابع

از  یکی  بوشهر  استان  باستانی  شهر  سیراف،  بندر 
ایران است که  نقاط دیدنی  از  تاریخی و  مکان های 
زمانی دارای رونق چشمگیری بوده و در آن زمان 
زیادی  تجاری  روابط  نفر جمعیت،  هزار  با سیصد 
با روم و یونان )در اروپا( و ماداگاسکار)در آفریقا(، 
همه  این  با  است.  داشته  آسیا(  )در  چین  و  هند 
قمری  هجری  چهارم  قرن  در  شدیدی  زمین   لرزهٔ 

ویران شدن کامل این بندر را در پی داشت.

فـصـل

درس اوّل

درس دوم

درس سوم
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در سال گذشته با مفهوم تابع آشنا شدیم. به دستور یا قانون بیانگر تابع، ضابطۀ آن تابع گفته می شود. برای مشخص کردن یک تابع، باید 
دامنۀ تابع و ضابطۀ آن را داشته باشیم. بنا به قرارداد، اگر ضابطهٔ تابعی داده شده باشد، اما دامنهٔ آن صریحاً گفته نشده باشد، بزرگ ترین 

مجموعه ای که آن تابع در آن قابل تعریف است، به عنوان دامنه در نظر گرفته می شود.

  توابع گویا

فعالیت

آشنایی با برخی از انواع توابع

درس اوّل

حسین در پایهٔ یازدهم درس می خواند. او در روستای کوچکی زندگی می کند که در چند کیلومتری یکی از جاده های پر تردد ایران قرار دارد. 
مردم این روستا تا چند سال پیش به کشاورزی و باغداری مشغول بودند، اما چند سالی است که به دلیل کم آبی، کشاورزی رونقی ندارد و 
در نتیجه مردم این روستا درآمد کافی ندارند. حسین تصمیم گرفت این وضع را تغییر دهد. برای این منظور با خود اندیشید که باید فضای 
روستا را زیباتر کند و با تبلیغاتی مناسب، بخشی از افرادی که قصد گردشگری دارند و معمولاً از جادهٔ اصلی کنار روستا می گذرند را 
به روستای خود جلب کند. او با خود فکر کرد این گردشگران بابت پذیرایی محلی و تجربهٔ خوشایند یک زندگی روستایی، هزینه خواهند 

پرداخت و به این ترتیب چرخهٔ اقتصادی مردم روستا پر رونق خواهد شد. 
پس از چند هفته تحقیق و پرس و جو، حسین به این نتیجه رسید که برای شروع کار به حدوداً ده میلیون تومان نیاز دارد که البته او به تنهایی این 
پول را نداشت. برای همین، تصمیم گرفت ابتکار خود را با دیگران مطرح کند و از آنها هم برای این کار مفید یاری بخواهد. به این ترتیب افراد 

روستا می توانستند با سرمایه گذاری به نسبت مساوی در راه اندازی این کار اقتصادی سهیم شوند. 

1 از ده میلیون تومان را بپردازد، اما اگر یک 
1

١ الف( اگر حسین تنها شخص شرکت کننده در این طرح بود، او به تنهایی می بایست 

1 از ده میلیون تومان را بپردازند. جدول زیر را کامل کنید.

2
داوطلب دیگر هم پیدا می شد، هر کدام باید 

تعداد افراد داوطلب10987654321

1

4

1

3

1

2
1
1

سهم مشارکت هر داوطلب

ب( اگر تعداد داوطلبانی که می خواهند در این کار اقتصادی شرکت کنند، n نفر باشد، سهم مشارکت هر نفر چقدر خواهد شد؟

( )f x = پ( رابطهٔ بین تعداد افراد داوطلب و سهم مشارکت آنها یک تابع است. ضابطهٔ این تابع چیست؟                                     
.…
.…
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گزینهٔ  انتخاب  با  تابع سهم مشارکت رسم شده است.  نمودار  از  زیر، بخشی  ٢ در شکل 
مناسب در عبارت زیر، تعیین کنید که این نمودار چه چیزی را نشان می دهد؟

»با افزایش تعداد داوطلبان، سهم مشارکت هر داوطلب کاهش  افزایش  می یابد«.

فعالیت

) با دو دامنهٔ متفاوت رسم شده است. مشخص  ) = 1
f x

x
در نمودارهای زیر تابع با ضابطهٔ 

کنید که هر کدام از این نمودارها مربوط به کدام دامنه است؟

) )الف , )fD = + ∞0 } )ب	 }= − 0fD 	
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 Q  (x) , P (x) را یک تابع گویا می نامیم، که در آن ( )( )
( )

P x
f x

Q x
= هر تابع به شکل 

چند جمله ای هستند و چند جمله ای Q  (x) صفر نیست.

و همچنین توابع زیر نمونه هایی از توابع گویا هستند. ( )f x
x

= 1 تابع با ضابطهٔ 

( ) x
f x

x
=

+ 5
	 ( ) +=

−
x

f x
x

3

10
		

( )f x x= 5 	f    (x)  =2 	
	

خواندنی
آلودگی های  از  درصد   x پاک سازی  هزینهٔ 
با  تابع  با  رودخانه ای  صنعتی  و  شهری 
می شود  محاسبه  ( ) x

p x
x

=
−

255
100

ضابطهٔ 
هزینهٔ   p  (x) و  آلودگی  درصد   x آن  در  که 

پاک سازی بر حسب میلیون تومان است. 
الف( جدول زیر را کامل کنید.

درصدی  چه  تومان  میلیارد  یک  با  ب( 
پاک سازی  رودخانه  این  آلودگی های  از 

خواهد شد؟
پ( چرا هیچ گاه 100 درصد از آلودگی های 

این رودخانه پاک سازی نمی شود؟ 

9070503010x

p  (x)

1

1

2 3 4

سهم مشارکت هر داوطلب

تعداد داوطلبان
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یکی از معیارهای بررسی موفقیت یک بازیکن بسکتبال، بررسی »عملکرد پرتاب های آزاد« اوست. به این منظور، نسبت پرتاب های آزاد 
موفق هر بازیکن را به همهٔ پرتاب های آزاد حساب می کنند. وحیده که عضو تیم بسکتبال مدرسه است، یک بازیکن موفق است، زیرا در 
مسابقات امسال، تا امروز، از 10 پرتاب آزاد، 7 پرتاب او موفق بوده است. بنابراین 70 درصد پرتاب های آزاد او موفق بوده است. او 

دوست دارد عملکردش بهتر از این باشد. 
الف( اگر تا پایان مسابقات همهٔ پرتاب های آزاد وحیده موفق باشد، ضابطهٔ تابع عملکرد پرتاب های آزاد او به کدام صورت زیر است؟

 f   (x) = x   +0/7          ( )
/

=
+

x
f x

x0 7
          ( ) x

f x
x

+=
+

7

10
	

ب( آیا تابع عملکرد پرتاب های آزاد وحیده، یک تابع گویاست؟
پ( توضیح دهید که پس از چند پرتاب آزاد موفق پیاپیِ دیگر، درصد موفقیت عملکرد وحیده 80 درصد خواهد شد؟

( ) = 80
100

f x  → ……..………..………………………………………………………

  دامنۀ توابع گویا

y نیست. به طور کلی 
x

= 1 از سال های گذشته می دانیم مخرج هیچ کسری نمی تواند صفر باشد؛ بنابراین عدد صفر در دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 
اعدادی که مخرج کسر مربوط به ضابطهٔ یک تابع گویا را صفر کنند،عضو دامنهٔ آن تابع نیستند. به عنوان مثال، دامنهٔ تابع گویای با ضابطهٔ 

} است. }− 2 ) برابر  )f x
x

=
−
5

2

کار در کلاس

دامنهٔ هر یک از توابع گویای داده شده را به دست آورید.

Dg  =( ) =
−

g x
x

3

4
Df  =( ) =

+
x

f x
x 5

  تساوی دو تابع

دو تابع f و g را برابر نامیم هرگاه: 
الف( دامنه f و دامنه g با هم برابر باشند.

f    (x) = g  (x) :از این دامنه یکسان داشته باشیم x ب( برای هر

کار در کلاس

بنابراین در صورت رسم نمودارهای دو تابع مساوی در یک دستگاه مختصات، باید نمودارهای آنها دقیقاً بر هم منطبق شوند.
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) و g   (x) =2 دقت کنید. ) x
f x

x
= 2 به نمودار دو تابع با ضابطهٔ 

 ،x می بینیم که نمودارهای این دو تابع کاملاً بر هم منطبق نیستند. در واقع با اینکه ضابطهٔ دو تابع شبیه هم هستند و در صورت ساده شدن
ضابطه های دو تابع برابر می شوند ولی دامنهٔ دو تابع با هم متفاوت اند، زیرا داریم:
{ }fD = − 0 	 gD =  	

در نتیجه این دو تابع با هم برابر نیستند.
تذکر: همواره دامنهٔ تابع را قبل از ساده کردن ضابطهٔ آن محاسبه می کنیم.

) و g  (x) = x با هم برابرند؟ چرا؟ ) = x
f x

x

2

1  آیا دو تابع با ضابطهٔ 

٢ نمودار مقابل مربوط به کدام یک از توابع زیر است؟ مسئله چند جواب دارد؟

( ) gg x x D= =2  الف(           

{ }( ) gg x x D= = −2 2 ب(      

{ }( ) gg x x D= = −2 1 پ(   

{ }( ) g
x x

g x D
x

−= = −
−

22 2
1

1
 ت(  

{ }( ) −= = −
−

22 4
2

2
g

x x
g x D

x
ث( 

کار در کلاس
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خواندنی
دریا  آب  شدید  لرزش  به  )آب لرزه(  سونامی 
پی  در  است  ممکن  اتفاق  می‌شود.این  گفته 
صخره،  لغزیدن  دریا،  زیر  زمین‌لرزه‌های 
دیگری  حادثهٔ  هر  یا  و  آتشفشانی  انفجار 
رخ  می کند،  آزاد  دریا  در  زیادی  انرژی  که 
به  ‌شکل  است،  درآمده  لرزه  به  که  آبی  دهد. 
ویرانی  و  می رسد  کرانه‌ها  به  عظیم  موج‌های 
به بار می‌آورد. سونامی زمانی شروع می‌شود 
مرتفع  به ‌سرعت  آب،  از  عظیمی  حجم  که 
به محل  شود. تندی موج‌های سونامی بسته 
رویداد، ممکن است به بیش از ۸۰۰ کیلومتر 

در ساعت برسد! 
یکی از بزرگ‌ترین سونامی ها در سال 1383 
و  داد  اندونزی روی  نزدیکی سوماترای  در 
باعث ویرانی عظیمی شد و حدود 200 هزار 

نفر را به کام مرگ کشانید.

که  است  شده  ادعا  تاریخ  کتاب‌های  در 
سیراف  باستانی  بندر  از  بزرگی  قسمت 
رفته  آب  زیر  به  زمین‌لرزه‌ای  اثر  بر  ناگهان 
آیا   « که  را  سؤال  این  دقیق  پاسخ  است. 
یک سونامی سیراف را ویران کرده و به زیر 
پژوهش‌های  با کمک  باید  است؟«  برده  آب 
با  یافت.  زمین شناسی  و  باستان شناسی 
فارس  خلیج  عمق  میانگین  اینکه  به  توجه 

حدود 50 متر است، نظر شما چیست؟

کار در کلاس

  توابع رادیکالی

بر  کیلومتر  حسب  بر  سونامی  یک  جابه جایی  تندی   S اگر  دانشمندان،  مشاهدات  اساس  بر 
S محاسبه کرد که در آن d میانگین عمق  d= 356 ساعت باشد، می توان آن را از رابطهٔ 

دریا بر حسب کیلومتر است. 
) /3 1 7  , /2 1 4 الف( جدول زیر را کامل کنید. )

4321d

498/4S d= 356

ب( عبارت زیر را کامل کنید.
چون هر عدد، تنها ……… ریشهٔ دوم مثبت دارد، پس رابطهٔ سونامی یک تابع …… .

پ( کدام یک از اعداد 5 - و 5 عضو دامنهٔ تابع سونامی است؟

S به دلیل نقش کاربردی آنهاست. در این کتاب با  d= 356 مطالعهٔ توابع رادیکالی مانند 
برخی از توابع رادیکالی آشنا می شویم. همان طور که هنگام کار با تابع رادیکالی سونامی دیدید، 

دامنهٔ این نوع توابع ممکن است همهٔ اعداد حقیقی نباشد. 
) است. دامنهٔ این تابع مجموعهٔ همهٔ اعداد  )f x x= ساده ترین تابع رادیکالی تابع با ضابطهٔ 

حقیقی نامنفی و نمودار آن به صورت زیر است.

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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، نمودار مربوط  ( )f x x= ١ در شکل مقابل با کمک انتقال نمودار تابع با ضابطهٔ 
به هر یک از توابع زیر رسم شده است. مشخص کنید که هر نمودار، مربوط به کدام تابع 

است. سپس دامنهٔ آنها را تعیین کنید.
) )الف ) gg x x D= − =2 …….… ) )ب	 ) hh x x D= + =2 …….…
)   )پ ) = + =kk x x D2 …….… )   )ت	 ) ll x x D= − =2 …….…	

	
y را رسم کنیم. x= − + +2 3 ٢ می خواهیم نمودار تابع با ضابطهٔ 

y در صفحهٔ قبل را در نظر بگیرید.  x= الف( )مرحلهٔ اول( نمودار تابع با ضابطهٔ 
y را رسم کنید. x= + 3 ب( )مرحلهٔ دوم( حال، نمودار تابع با ضابطهٔ 

فعالیت

y را رسم کنید. x= − + +2 3 پ( )مرحلهٔ سوم( در پایان، نمودار تابع با ضابطهٔ 
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با توجه به شکل می بینید که دامنهٔ این تابع (∞ + ,3-] است.
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را  آن  دامنهٔ  کنید؛ سپس  را رسم   ( ) = + +f x x1 1 با ضابطهٔ  تابع  نمودار   ٣
بیابید. 
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 توابع پله ای و تابع جزء صحیح

فعالیت

هزینۀ پارکینگ خودرو
در یک پارکینگ، هزینهٔ پارک خودرو به این صورت محاسبه می شود:

الف( ضابطهٔ تابع هزینهٔ پارکینگ خودرو چیست؟  

( )

x

x
f x

≤ <
≤ ≤

=       

3 0 2

4 2

5

6

هزینه زمان 
)هزار تومان(

3تا کمتر از 2 ساعتاز هنگام ورود

4تا 2/5 ساعتاز 2 ساعت

5تا کمتر از 3 ساعتاز بیشتر از 2/5 ساعت

6تا 5 ساعتاز 3 ساعت

به هر عدد صحیح، خود همان عدد صحیح را نسبت می دهد و  تابع جزء صحیح 
به هر عدد غیرصحیح، بزرگ ترین عدد صحیح کوچک تر از آن عدد را نسبت 

می دهد. ضابطهٔ این تابع به صورت f     (x) = [x] نشان داده می شود. 

به توابعی مانند تابع هزینهٔ پارکینگ، توابع پله ای می گویند. توابع پله ای در تجارت یا خرید و فروش نقش تعیین کننده ای دارند. مشهورترین 
تابع پله ای، تابع جزء صحیح است.

……..…
……..…

…
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برای مثال داریم:
[4]=4 	 [6/1]=6	 [0]=0	 [-4/3]= -5	 [-3]= -3

-4

-4/3

-5 -3

-3

-2 -1 0 1 2 3 4

4

5 6

6/10

ب( نمودار این تابع را رسم کنید.
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خواندنی
تولیدی  محصول  یک  قیمت گذاری  برای 
خاص، قیمت مواد اولیه تعیین کننده است؛ 
اما بالا و پایین رفتن های جزئیِ قیمت مواد 
اولیه، قیمت یک محصول را تغییر نمی دهد. 
بنابراین به اعداد بازه ای از قیمت های مواد 
را  محصول  نهایی  قیمت  یک  تنها  اولیه، 
نسبت می دهند. به این ترتیب، تابع مورد نظر 

یک تابع پله ای است.

همان طور که در مثال دیدیم، جزء صحیح هر عدد غیر صحیح، برابر است با اولین عدد صحیح 
سمت چپ آن روی محور اعداد.

-4

-3/4

-5 -3

-2

-2 -1 0 1 2 3 4

3

5 6

4/25

-1/9 1/2

0/4 1/7 2/3-0/4

1  با کمک گرفتن از محور اعداد، جزء صحیح اعداد خواسته شده را به دست آورید.

١  اگر 2=[x]، آنگاه x برابر چه اعدادی می تواند باشد؟ مجموعه جواب را به صورت 
بنویسید. بازه 

باید توجه کنیم که اعداد هر بازه ای از  برای رسم نمودار یک تابع جزء صحیح   2
دامنه، به چه عددی نسبت داده می شود. برای مثال اگر x     < 1  ≥0، آنگاه 0= [x]؛ پس 
مقدار تابع با ضابطهٔ f   (x) = [x] برای همهٔ اعداد عضو بازهٔ (0,1] برابر صفر می شود.
در شکل مقابل بخشی از نمودار تابع با ضابطهٔ f    (x) = [x] رسم شده است. نمودار 

این تابع را در بازهٔ (4,4-] تکمیل کنید. 
کنید.                                         داده شده مشخص  را روی محوراعداد   a مانند  نقطه ای  دلخواه  به  الف(    3

ب( نقطهٔ a + 3 را روی این محور مشخص کنید.	
پ( نقاط ]a[ و ]a + 3[ را روی محور مشخص کنید.      

            [a + 3] = [a]+ …                برقرار است؟ ]a + 3[ و ]a[ ت( چه رابطه ای بین
ث( چه نتیجه ای می گیرید؟ 

» [a + n] = [a]+ …  عددی صحیح باشد، آنگاه n عددی حقیقی و a اگر«

خواندنی
محاسبهٔ  سامانهٔ  رسمی  وب گاه  به  مراجعه  با 
پست   ملی  شرکت  پستی  مرسولات  نرخ 
دو  )http://parcelprice.post.ir( می توانید 
شهر را انتخاب کنید. سپس تابع پله ای هزینهٔ 
قیمت  ــ  وزن  برحسب  را  بسته  یک  ارسال 

مشاهده کنید.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

]-3/4[ = 	]-2 [ = 	]-1/9[ = 	]0/4[ = 	]-0/4[ = 	
]4/25[ = 	]3[ = 	]2/3 [ = 	]1/ 7[ = 	]1/2[ = 	

                
٢  حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

  =  
41

37
	 − =  

13

51
	

فعالیت

کار در کلاس

-1-2-3-4-5-6-7 1 20 3 4 5 6 7
x
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تمرین

) و با دامنهٔ }Df     =[-5, 5]-}0 را رسم کنید. )f x
x

= 1 1 نمودار تابع با ضابطهٔ 

) را به دست آورید. ) x
f x

x
+=
−

3

3
2 دامنهٔ تابع گویای با ضابطهٔ 

3 در هر مورد آیا دو تابع داده شده با هم برابرند؟

) (الف )
x

f x
x

− <
=  >

1 0

1 0
        ,        | |( ) = x

g x
x

)        ,        f   (x) = x    -2 (ب                 ) x
g x

x
−=
+

2 4

2

} شود. پاسخ خود را با جواب دوستانتان مقایسه کنید. }− −1 4 تابعی گویا بنویسید که دامنه اش برابر 

) را رسم کنید. )g x x= − + −3 4 5 نمودار تابع با ضابطهٔ 

6 حاصل عبارت های مقابل را حساب کنید.                           ]2309/54-]                     [103/003-[                     ]300/4002[

]7 تابع پله ای روبه رو را رسم کنید. , )
( ) [ , ]

( , ]

x

f x x

x

∈
= ∈

∈

3 0 1

0 1 5

2 6 7 	
8 تابع با ضابطهٔ f  (x) = [x]+2 و دامنهٔ (Df     =[-3,3 را رسم کنید.

١ــ کودکان حاضر در تصویر، فرزندان شهدای مدافع حرم هستند.

خواندنی
به طور تقریبی  ( )f x x= +7 تابع50
برحسب  را  کودکان١  متوسط  قد 
نشان  ماهگی   60 حدود  تا  سانتی متر 
نشان دهندهٔ   x تابع  این  در  می دهد. 

ماه های پس از تولد است.
قد متوسط یک کودک 9 ماهه تقریباً 

چقدر است؟
متوسط یک کودک  قد  در چه سنی 

تقریباً یک متر می شود؟
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 وارون یک تابع

الف( هر مایل تقریباً 1/6 کیلومتر است. تعیین کنید که هر یک از جملات سمت راست مربوط 
به کدام یک از رابطه های سمت چپ است.

( )f x x= 8

5
این رابطه برای تبدیل تقریبی »مایل« به »کیلومتر« است.                                                   

( )g x x= 5

8
این رابطه برای تبدیل تقریبی »کیلومتر« به »مایل« است.                                                    

ب( تندی 30 مایل بر ساعت تقریباً معادل تندی چند کیلومتر بر ساعت است؟

هر تابع با ضابطهٔ y   =f   (x) بیان می کند که متغیر y چه ارتباطی با متغیر x دارد و چگونه می توان 
با در دست داشتن مقدار x، مقدار y را به دست آورد. اما گاهی مهم است که بدانیم چگونه 
می توان از مقدار y به مقدار x رسید. تبدیل یکای اندازه گیری نمونه ای ساده از این حالت 

است. 
به خاطر دارید که یک تابع را می توان با مجموعه ای از زوج های مرتب نشان داد. 

کار در کلاس

خواندنی
سال هاست که ریاضی دانان، با کمک داده های 
آماری جمعیت، تلاش می کنند به تابع تخمین 
جمعیت دست یابند و در این زمینه به نتایجی 
هم رسیده اند. این تابع نشان می دهد که مثلاً 
تعداد  چه  ایران  جمعیت   1420 سال  در 
معمولاً  عمل  در  همه،  این  با  بود.  خواهد 
عنوان  به  دارد؛  اهمیت  نیز  تابع  این  وارون 
چه  در  کنیم  مشخص  که  است  مهم  مثال 
نفر  میلیون   100 به  ایران  جمعیت  سالی 
نمونه ای  با  پنجم  فصل  در  رسید.  خواهد 
از توابع تخمین جمعیت آشنا خواهید شد.

برای مثال وارون تابع f    ={(6,4) , (5,3) , (2,1)} برابر با f     -1 ={(4,6) , (3,5) , (1,2)} است.  

را   )b,a( مرتب  زوج  می توان   )a,b( مرتب  زوج  مؤلفه های  جابه جا   کردن  با 
به دست آورد. حال اگر مؤلفه های همهٔ زوج های مرتب تابع f را جابه جا کنیم، 
رابطهٔ جدیدی به دست می آید که آن را وارون تابع f می گوییم و با f        -1 نشان 

می دهیم.

کار در کلاس

وارون تابع های داده شده را حساب کنید.

s     -1=s   ={(4,1) , (1,4) , (3,3) , (2,5)}

t    -1=t     ={(5,1) , (1,4 ) , (4,3 ) , (2,3 )}

u    -1=u   ={(2,3 ) , (5,2) , (4,1) , (3,4 )}

وارون یک تابع و تابع یک به یک

درس دوم
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١ در دستگاه مختصات داده شده نمودار تابع f رسم شده است.
الف( تابع f را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب نمایش دهید.

ب( تابع f      -1 را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب نمایش دهید.
پ( در همین دستگاه مختصات، نمودار f      -1 را رسم کنید.

ت( نمودار f و f      -1 چه ارتباطی با هم دارند؟
»نمودار f و f      -1 نسبت به …………………… قرینهٔ یکدیگرند«.

٢ الف( در هر مورد بیان کنید چرا نمودار داده شده معرف یک تابع است و سپس وارون 
آن را رسم کنید.

فعالیت

-1 1 2

-1

0

1

2
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3

4

5

y

x

6

-1 1 2

-1

0

1

2

3 4 5 6

3

4

5

y

x

6

3 4 5 6

3

4

5

-1 1 2

-1

0

1

2

y

x

6

ب( عبارت زیر را کامل کنید.

٣ نمودار وارون تابع داده شده را رسم کنید.

به  نسبت  را  تابع  آن  نمودار  قرینهٔ  است  کافی  تابع  یک  وارون  نمودار  رسم  برای 
………… رسم کنیم.

-1 1 2

-1

0

1

2
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5

y

x

6
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1 الف( به نمونهٔ داده شده دقت کنید. با کمک نمودار پیکانی، 
وارون توابع داده شده را به دست آورید.

 تابع یک به یک

 بله□ خیر□s    -1 یک تابع است.                

 بله□ خیر□t   -1 یک تابع است.                

 بله□ خیر□u  -1 یک تابع است.                

فعالیت

ب( در جدول مقابل گزینه های درست را انتخاب کنید.

پ( عبارت زیر را کامل کنید.
وارون تابع f، خود یک تابع است؛ هرگاه در زوج های مرتب متفاوت تابع f مؤلفه های ………… تکراری وجود نداشته باشد.

به تابعی که در زوج های مرتب متفاوت خود، مؤلفه های دوم تکراری نداشته باشد، 
تابع یک به یک می گوییم.

تذکر: وارون هر تابع یک به یک، خود یک تابع است.
ت( تابعِ f ={(1,2) , (-2,4) , (2,  -1) , (-1,2)} را در نظر بگیرید. تعیین کنید که این تابع یک به یک است یا خیر؟

2 نمودارهای پیکانی زیر بیانگر تابع اثر انگشت و تابع گروه خونی علی و رضا است.
پیکانی  نمودار  کدام  که  کنید  مشخص  الف( 
پیکانی  نمودار  کدام  و  انگشت  اثر  به  مربوط 

مربوط به گروه خونی است.
ب( آیا f و g هر دو تابع اند؟

پ( در مورد تابع بودن f      -1 و g-1 چه می توان 
گفت؟

ت( کدام یک از دو تابع f و g یک به یک هستند؟
ث( عبارت های زیر را کامل کنید.

با دانستن گروه خونی یک انسان، هویت او به طور یکتا تعیین …… .

با دانستن اثر انگشت یک انسان، هویت او به طور یکتا تعیین …… .

........
........

........

علی

رضا

علی

رضا
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خواندنی
همدانی،  فضل‌اللّٰه  رشید الدین  پیش  قرن ها 
کتاب  در  ایرانی  برجستهٔ  مورخ  و  طبیب 
جامع التواریخ به رسم چینی‌ها در شناسایی 
و  کرده  اشاره  انگشت  اثر  طریق  از  افراد 
تجربیات  و  »شواهد  که  بود  داده  توضیح 
اثر انگشت هیچ دو نفری  نشان می‌دهد که 
در  زمان  آن  در  نیست«.  یکسان  کاملاً 
مهر  برای  شست  انگشت  اثر  از  نیز  ایران 
اوایل  در  می‌کردند.  استفاده  اسناد  کردن 
گرفتن  الهام  با  نیز  غربی ها  بیستم،  قرن 
تحقیقات  در  شناسایی  برای  شرقی ها  از 
امروزه  بهره گرفتند.  انگشت  اثر  از  جنایی 
از  یکی  عنوان  به  انگشت  اثر  تشخیص 
دقیق ترین و سریع ترین روش بیومتریک در 
حفظ امنیت سیستم های کنترل دسترسی و 
غیاب،  و  حضور  ساعت های  در  همچنین 

کاربرد بسیاری دارد.

1 در شکل داده شده، با وصل کردن نقاط مشخص شده به هم، نموداری رسم کنید که تابع باشد. 
الف( آیا تابعی که رسم کرده اید یک به یک است؟

ب( با کامل کردن عبارت زیر مشخص کنید که چگونه با در دست داشتن نمودار یک تابع، 
می توان تشخیص داد که آیا آن تابع یک به یک است یا خیر؟

فعالیت

-6 -5 -4 -3 -2 -1 10

1
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4

-1

-2

-3

y

x

اگر هر خطِ موازی محور........... نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع 
کند، آن گاه آن تابع یک به یک است.

2 کدام یک از توابع زیر یک به یک است؟
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 به دست آوردن ضابطۀ تابع وارون یک تابع خطی غیر ثابت

نماد برد تابع f است(. fR اگر f تابعی یک به یک باشد و f     -1 تابع وارون آن باشد، نمودار زیر ارتباط  f  و f     -1 را نشان می دهد.)

ب( نمودار زیر را توضیح دهید:
 (3 , 7) ∈ f     (3 , 7)    و ∈ f     -1

f     -1 (7) = 3 و f    (3)  =  7 به عبارت دیگر

f

A B

f −1

ff (x) R∈∈  fx   D ( )f x y=( )x f y−= 1

7=f (3)3 = f   (7)−1

−7   1
2

( )× +2 3 1

f

f −1

تابع با ضابطهٔ ١  +  f    (x  ) = 2x را در نظر می گیریم.
الف( به کمک نمودار f توضیح دهید که چرا f یک به یک است.

فعالیت
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−y   1
2

x y
f (y)

2
− −

== 1 1
f (x)   y=

f

f −1

12x +

پ( در حالت کلی برای هر عضو دامنهٔ تابع  با ضابطهٔ ١  +  f    (x  ) = 2x ، داریم:

ت( بنابراین می توان نوشت:
( ) ( )

( ) ( )

f

f

f x x x D

y
f y y R−

= + ∈

 −= ∈

1

2 1

1
2

آنچه که اهمیت دارد این است که دامنه f     -1 همان برد f است. بنابراین یک نمایش مناسب برای f     -1 به صورت زیر است:

( ) x
f x− −=1 1

2

به طور کلی:
برای به دست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع خطی غیر ثابت مانند f، در معادله
  ،x و   y با جابه جا کردن  y محاسبه می کنیم. سپس  x ، y = f  ( x  ) را برحسب 

ضابطهٔ تابع f    -1(x  ) را به دست می آوریم. 

f   (x  ) = 2x   +1 ⇒ y = 2x  + 1
                       ⇒ 2x    = y  -1

                       ⇒ y
x

−= 1

2

                       ⇒ ( ) y
f y− −=1 1

2

                       ⇒ ( ) x
f x− −=1 1

2

کار در کلاس

1  هر تابع خطی غیرثابت یک به یک است. )چرا؟( وارون هر یک از توابع خطی زیر را به دست آورید.
f   (x) = x   +5 )الف  

وارون تابع با ضابطهٔ ١  +  f    (x  ) = 2x ، چنین محاسبه می شود:
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2  الف( چرا نمودار داده شده، نمودار یک تابع یک به یک نیست؟

ب( با حذف تنها یک نقطه، نمودار مقابل را به یک تابع یک به یک تبدیل کنید. 
مسئله چند جواب دارد؟

الف( به نمودار تابع با ضابطهٔ f   (x) =  x2  - 4x    +3 در شکل مقابل، دقت کنید.
یک به یک  تابع  یک  می توان  زیر  بازه های  کدام  روی  تابع  این  دامنهٔ  کردن  محدود  با 

ساخت؟
   [1, 4) 	
   [0,2] 	

ب( آیا هر تابع درجهٔ 2، تابعی یک به یک است؟ چرا؟

yکار در کلاس

x
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g   (x) =4x )ب

                
u   (x) =2x   +3 )پ
                      
)ت ( )v x x= −2

4
3

 

1 وارون تابع f   ={(2,3) , (-2,1) , (-1,2)} را به دست آورید. 

2 نمودار وارون تابع داده شده در شکل مقابل را رسم کنید.

تمرین
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3 ضابطهٔ وارون هر یک از توابع با ضابطه های زیر را بیابید.

( ) x
f x

− += 7 3

5
پ(  	 ( )f x x= +3

4
5

ب(  	f   (x) = 5x - 2 )الف

تابع  یک  به  را  آن  مقابل،  نمودار  نقاط  از  تعدادی  حذف  با  می خواهیم   4
یک به یک تبدیل کنیم. حداکثر چند نقطه می تواند باقی بماند؟

5 نمودار تابعی با دامنهٔ ]0,2[ و برد ]5  ,2[ را رسم کنید:
الف( به شرطی که این تابع یک به یک باشد.          

ب( به شرطی که این تابع یک به یک نباشد.

را  یک به یک  تابع  یک  نمودار  شده،  داده  نیم دایرهٔ  نمودار  از  بخشی  حذف  با   6
مشخص کنید.

ان(
تهر

ن )
امی

ور
مع 

 جا
جد

مس



درس سوم  اعمال جبری روی توابع

65

اعمال جبری روی توابع

درس سوم

اگر f و g به ترتیب دو تابع با دامنه های Df و Dg باشند، در این صورت جمع، تفریق، ضرب و تقسیم آنها را به صورت زیر تعریف 
می کنیم.

تعریف دامنه تعریف ضابطهنام عمل

f  (x)  +g (x)f =(x) (f   +g) جمع  g f gD D D+ = 

f  (x)  -g (x)f =(x)(f   -g)تفریق g f gD D D− = 

f  (x).g  (x).f =(x)(f  .g)ضرب٭ g f gD D D= 

)تقسیم )( )
( )

f f x
xg g x

  =  
{ | ( ) }= − =f f g

g
D D D x g x 0

٭ ضرب دو تابع f و g را با نمادهای f    ×g و یا fg هم نشان می دهند.

) را به دست آورید و دامنهٔ هر یک  )f
g اگر f   (x)  = 2x -1 و g (x)  = x -2، آن گاه مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و حاصل تقسیم آنها 

را مشخص کنید.
حل:

(f   +g)(x) = f    (x)  +g (x) = (2x  -1) + (x -2) = 3x -3 	

(f     -g) (x) =................................... 	

(f  .g)(x) = f   (  x).g   (x) = (2x -1).(x - 2) = 2x2-  5x    +2 	

.f g f g f g f gD D D D D+ −= = = = =   	

( )( ) ( )
f f x

x
g g x

  = =  
	

( ) ( ){ | ( ) } { | } { }f f g
g

D D D x g x x x= − = = − − = = −0 2 0 2   	

فعالیت

.....

.....
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خواندنی
علی در یک کارگاه خانگی، محصولات دست دوز چرمی تولید می کند. او بخشی از 
مواد و لوازم مورد نیاز خود را از فروشگاه چرم و بخشی را از فروشگاه ابزار و یراق 
خریداری می کند. وی پس از تولید محصولاتی هنری، آنها را در بازارچه های کارآفرینی 

به فروش می رساند. نمودارهای زیر مقدار خرید او را در یک سال نشان می دهد.
نمودار تابع  f نشان می دهد که در هر ماه سال گذشته، چند هزار تومان چرم خریداری 
شده است؛ برای مثال با توجه به شکل، 300 =) تیر (  f. پس این هنرمند در چهارمین 

ماه سال، 300 هزار تومان چرم خریده است.

نمودار تابع g نشان می دهد که این هنرمند در هر ماه سال گذشته چند هزار تومان ابزار 
و یراق خریده است. 

ین
ورد

فر
شت

یبه
ارد داد
خر تیر داد
مر

ور
هری

ش مهر بان
آ آذر دی من

به
فند

اس

g نمودار تابع
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پس در واقع هزینه ای که علی در کارگاه خود دارد، شامل دو بخش است؛ هزینهٔ چرم 
و هزینهٔ ابزار و یراق.

در  لوازم خریداری شده است.  و  مواد  همهٔ  قیمت  او شامل  »هزینهٔ«  زبان ساده،  به 
شکل روبه رو نمودار تابع هزینهٔ خرید علی در سال گذشته رسم شده است. این تابع 

را با c نشان می دهیم. 
الف( بر روی شکل، درستی مقدارهای تابع c را برای ماه های فصل زمستان بررسی 

کنید.
ب( آیا برای هر x در دامنهٔ تابع c (x) = f   (x) + g  (x) ،c درست است؟

همچنان که می بینید برای به دست آوردن مقادیر تابع c، مقادیر دو تابع f و g را با هم 
جمع می کنیم.
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کار در کلاس

1 برای دو تابع با ضابطه های f    (x) = x2+3x +1 و 
g (x) = x   -3 جدول داده شده را کامل کنید.

) و  ) = +1u x x با ضابطه های  تابع  دو  برای   2
v  (x) = x -1 جدول داده شده را کامل کنید.

مطابق شکل، دو تابع f و g به ترتیب با رنگ های قرمز و آبی نشان داده شده اند. 
الف( ضابطهٔ دو تابع f و g را به دست آورید.

g   (x) = … 	f    (x) = … 	

ب( ضابطهٔ دو تابع f    +g و f    -g را به دست آورید.
(f    +g)   (x) = …                                (f -g )  (x) = …

پ( با تکمیل جدول مقابل، نمودارهای توابع f    +g و f -g را با رنگ های مختلف رسم کنید.

ت( آیا جمع دو تابع خطی همیشه یک تابع خطی است؟ در مورد تفریق آنها چه می توان گفت؟

تابعضابطهدامنه

( f    +g) (x) =f     +g

( f    -g) (x) =f     -g

( f.g) (x) =f.g

( )f
xg

 
  

=f
g

تابعضابطهدامنه

(u+v) (x) =u  +v

(u -v) (x) =u   -v

(u.v) (x) =u .v

( )u
x

v
  =  

u
v
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 (f     - g)  (x)

فعالیت



68

فصل 3   تابع

جاهای   . ( ) ( )l x f x= 1

2
که  می شود  دیده  به شکل  توجه  با 

خالی را پر کنید.
g   (x) = ...... f    (x)

h   (x) = ...... f    (x)

فعالیت

اگر k عددی مثبت باشد، برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ y = kf   (x) کافی است 
عرض هر نقطه از نمودار تابع با ضابطهٔ y = f    (x) را k برابر کنیم.
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با توجه به نمودار تابع با ضابطهٔ y = f  (x) در شکل مقابل، نمودار تابع با   1
ضابطهٔ y = -f  (x) را رسم کنید.
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f

2 عبارت زیر را کامل کنید.

برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ y = -f    (x) کافی است قرینهٔ نمودار تابع ضابطهٔ
 y = f    (x) را نسبت به محور ........... رسم کنیم. 

با توجه به نمودار فوق ملاحظه می شود که:

کار در کلاس
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٣ در شکل روبه رو، نمودار تابع f داده شده است. نمودار تابع با ضابطهٔ  y = -2f    (x) را 
رسم کنید.

تمرین

1 با استفاده از نمودار تابع با ضابطهٔ  | f   (x) = |x، نمودار هر یک از توابع با ضابطه های زیر را رسم کنید.
|l   (x) = 2|x    -2 )پ                     |h   (x) = -|x    -3 )ب                     |  g   (x) = -|x )الف

2 در هر مورد، دامنه و ضابطهٔ حاصل جمع، ضرب، تقسیم و تفریق دو تابع داده شده را بیابید.

f    (x) = x2-4 	g   (x) = x  +2 )ب 	f   (x) = |x  | 	 ( )g x
x

= 1 الف( 

( ) −=
+

2

5

x
f x

x
	g    (x) = x2+3x -10  )ت 	 ( ) =f x x 	 ( ) = −g x x پ( 

f = {(2,  5) , (3,4) , (0,-2)}         g = {(-1,2) , (0,3) , (2,4), (3,0)} )ث

، هر یک از نمودارهای زیر را رسم کنید. ( ) =f x x 3 با استفاده از نمودار تابع با ضابطهٔ 
 ( )t x x= −3 )                              پ(  )s x x= − −2 )                                           ب( )r x x= 2 الف( 

( )v x x= − −1 3 )                                          ث(  ) = −u x x1 ت( 

4 در شکل مقابل، نمودار دو تابع f و g رسم شده است. نمودار
حاصل جمع این دو تابع را به دست آورید.
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خواندنی
یک اجاق دارای دو منبع گرمایی قابل تنظیم است که می توانند هم زمان، به طور مستقل و جدا از هم گرما تولید کنند. نمودار دمایی که این دو منبع گرمایی 
تولید می کنند، به صورت زیر است. این نمودارها نشان می دهد که در عرض 5 دقیقه، چگونه مقدار دما افزایش و یا کاهش می یابد. با توجه به نمودارهای زیر 

بیشترین و کمترین دمایی که در این اجاق تولید می شود چه مقدار است؟

دما )دقیقه( دما )دقیقه(

درجۀ گرمایی درجۀ گرمایی

٥ با توجه به نمودار سه تابع داده شده، مشخص کنید کدام یک
از آنها برابر مجموع دو تابع دیگر است؟
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