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 ـ۷ــ فرمول مساحت شکل هاى هندسى ۱ـ
شکل  به  توجه  با  مثلث:  مساحت  فرمول   ـ۷ ــ  ۱ــ۱ـ

۱ـ ـ۷ اين حالت ها را درنظر مى گيريم:
 ـ  فرمول مساحت مثلث با داشتن قاعده و ارتفاع: الف    ـ

  B C AS AC.h AB.h BC.h= = =
1 1 1

2 2 2  
و  دو ضلع  داشتن  با  مثلث  مساحت  ــ  فرمول  ب 

زاويه ی بين آن ها:

  S a.b.sinC a.c.sinB b.c.sinA= = =
1 1 1

2 2 2  

فصل هفتم  

هدف هاى رفتارى: از دانش آموز انتظار مى رود  در پايان اين فصل :
۱ــ فرمول مساحت شکل هاى هندسى را بيان کند.

۲ــ روش مثلث بندى را براى تعيين مساحت يک قطعه زمين، انجام دهد.

۳ــ روش خط هادى را براى تعيين مساحت يک قطعه زمين، انجام دهد.
۴ــ روش ذوزنقه هاى هم ارتفاع را براى تعيين مساحت يک قطعه زمين، انجام دهد.

۵ ـ ـ  روش تبديل مساحت به دست آمده از نقشه را به مساحت واقعى يک قطعه زمين،  با توجه به مقياس 
نقشه، توضيح داده، انجام دهد.

۶ ــ روش تعيين مساحت را با کاغذ ميلى مترى توضيح داده، انجام دهد.
۷ــ روش تقريبى جبران را براى تعيين مساحت يک قطعه زمين، انجام دهد.

۸  ــ روش تعيين مساحت را با استفاده از دستگاه پلانيمتر، انجام دهد.

مسّاحى

شکل ١ ــ٧ 

 ـ فرمول مساحت مثلث با داشتن سه ضلع ( دستور  ج ـ
هرون ):

  S P(P a)(P b)(P c)= − − − a و  b cP + +
=

2
       

S a= 2    : a ـفرمول مساحت مربعى به ضلع   ـ۷ ـ ۲ــ۱ـ
 ـ۷ــ فرمول  مساحت  مستطيلى به طول a و  ۳ــ۱ـ

:b عرض
  S a.b=  

متوازى الاضلاعى   مساحت   ۷ ــ  فرمول    ـ ۴ــ۱ـ
    S a.h=  : h و ارتفاع   a به   قاعده ی

و   a قطرهاى  به  لوزى  مساحت   ـ۷ ــ  فرمول  ۵  ــ۱ـ              
:b

  
a.bS =
2  

 ـ۷ ــ  فرمول مساحت ذوزنقه با قاعده هاى a و  ۶ ــ۱ـ
         : h و ارتفاع bh(a b)S +

=
2    A

B

C
b

ac

hB

hA

hc
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:r  ـ۷ ــ  فرمول مساحت دايره به شعاع  ۷ــ۱ـ
S .r= π 2  

 : b و a ـ۷ ــ  فرمول مساحت بيضى به قطرهاى  ۸         ــ۱ـ
               S .a.b= π   
در صورتى که يک قطعه زمين داراى يکى از اشکال هندسى 
محاسبه  مربوط  فرمول هاى  با  به راحتى  آن  مساحت  باشد  شده  ياد 
مى گردد و اگر يک قطعه زمين داراى شکل هندسى منظمى نباشد 
مى توانيم آن را به قطعات کوچکتر هندسى تقسيم نموده، مساحت 
آن ها را پيدا کرده،با هم جمع نماييم تا مساحت قطعه زمين با شکل 
غيرهندسى تعيين شود. چگونگى اين روش و ساير روش هاى تعيين 

مساحت شکل هاى غيرهندسى را در اين فصل توضيح مى دهيم.

 ـ  روش هاى تعيين مساحت يک قطعه زمين   ـ۷ـ ۲ـ
با شکل هندسى نامنظم

برای به دست آوردن مساحت قطعه زمين  هايی که می تواند 

به    شکل های متفاوتی مطابق شکل ٢ ــ٧ باشد روش های متنوعی 
اشاره  روش ها  اين  از  نمونه  چند  به  زير  در  که  دارد  وجود 

می شود.
زمين ها  قطعه  مثلث بندى: معمولاً  روش  ۷ ــ   ـ ۱ــ۲ـ
ممکن  اين صورت  در  که  مى باشند  نامنظم  ضلعى  چند  به صورت 
باشد. شده  استفاده  آن  برداشت  براى  مثلث بندى  روش  از  است 

در اين حالت حتى اگر نقشه نيز تهيه نشده باشد به وسيله کروکى و 
برداشت هاى انجام شده مى توانيم مساحت هر مثلث را محاسبه نموده 
از جمع مساحت هاى مثلث ها، مساحت شکل مورد نظر را محاسبه 
نماييم. شکل ۲ـ ـ۷  مثالى ساده از يک قطعه زمين پنج   ضلعى است 
که به روش مثلث بندى برداشت شده است  و مى خواهيم مساحت 

آن را محاسبه نماييم:
حل: ابتدا مساحت هر مثلث را محاسبه مى کنيم.
ABES P(P AB)(P AE)(P BE)= − − −  

و   

 
AB AE BEP + +

=
2  

نام طول اندازه ی طول به متر کروکی
AB
BC
CD
DE
EA
BE
BD

۴۵/۳۸
۳۸/۷۲
۳۹/۴۱
۴۴/۴۵
۴۲/۹۲
۴۶/۳۷
۳۹/۹۸

BA

E
D

C

شکل ٢ ــ٧

/ / /P /+ +
= =
45 38 42 92 46 37

67 335
2  

 
ABE

/ ( / / )
S

( / / )( / / )
−

=
− −

67 335 67 335 45 38

67 335 42 92 67 335 46 37

 ABES /= 869 8872                        متر مربع     

  BDES P(P BD)(P DE)(P BE)= − − − و 

 
BD DE BEP + +

=
2          
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/ / /P /+ +
= =
39 98 44 45 46 37

65 4
2  

BDE
/ ( / / )

S
( / / )( / / )

−
=

− −
65 4 65 4 39 98

65 4 44 45 65 4 46 37  

                                / m= 2814 1193  

BCDS P(P BC)(P CD)(P BD)= − − − و  
BC CD BDP + +

=
2  

/ / /P /+ +
= =
38 72 39 41 39 98

59 055
2  

BCD
/ ( / / )

S
( / / )( / / )

−
=

− −
59 055 59 055 38 72

59 055 39 41 59 055 39 98

                               / m= 2670 8242  
ABE BDE BCDS S S S /= + + = +869 8872  
/ / / m+ = 2814 1193 670 8242 2354 8307  

۲ــ۲ــ ۷ ــ محاسبه ی مساحت به روش خط هادى: 
هرگاه هنگام برداشت يک قطعه زمين از روش خط هادى استفاده 
کرده باشيم،  با استفاده از برداشت ها و کروکى که تهيه شده حتى 
قبل از تهيه ی نقشه نيز مى توانيم مساحت قطعه زمين و مساحت 

عوارض را محاسبه نماييم.
به عنوان يک مثال حل شده ی ساده از شکل ۳ـ ـ۷ استفاده 

مى نماييم.
طول هاى اندازه گيرى شده در روى خط هادى مربوط به شکل 

۳ــ۷ را در جدول موجود در شکل ۴ــ۷ مشاهده مى نماييد. 

A E F G H B

O

N

M

P

شکل ٣ ــ٧ 
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محاسبه  را   MNOP چهارضلعى  مساحت  مى خواهيم 
 ،EMNOH   نماييم. با توجه به شکل ۴ــ٧ کافى است ازمساحت

مساحت EMPOH را کم کنيم، به   عبارت ديگر داريم: 
MNOP مساحت  = EMNOH مساحت - EMOPH مساحت

براى محاسبه ی مساحت EMNOH داريم:
 EMNOH       مساحت=EMNG مساحت ذوزنقه+ GNOHمساحت ذوزنقه
EMNOH مساحت (ME NG).EG= + +

1

2
               

(NG OH).GH+
1

2  

با استخراج اندازه هاى فوق از جدول ۴ــ۷ و جاى گذارى 
در فرمول ،   داريم:

EMNOH مساحت ( / / )= + ×
1
71 82 124 65

2
 

( / / ) ( / / ) ( / )+ + + ×
1

21 95 34 12 124 65 54 73 41 75
2  

/   EMNOH  مساحت /= +5508 03645 3744 5575  
                                                                                                                        / m= 29252 594  

براى محاسبه ی مساحت EMPOH داريم:
EMPOH مساحت   =  EMPF مساحت ذوزنقه + FPOH 

نام نقطه فاصله ی پای عمود 
از نقطه ی قبلی

فاصله ی پای عمود 
A از مبدأ

طول عمود کروکی

M ۲۱/۸۰ ۲۱/۸۰ ۷۱/۸۲

P ۲۱/۹۵ ۴۳/۷۵ ۱۷/۲۸

N ۳۴/۱۲ ۷۷/۸۷ ۱۲۴/۶۵

O ۴۱/۷۵ ۱۳۸/۶۲ ۵۴/۷۳
M

N N

O

BHGFEA

P

شکل٤ ــ٧ 

مساحت ذوزنقه

EMPOH مساحت (ME PF).EF= + +
1

2
  

(PF OH).FH+
1

2  

و  جدول۴ ــ۷  از  نياز  مورد  اندازه هاى  استخراج  با 
جاى گذارى در فرمول، داريم:

 EMPOH مساحت ( / / ) ( / )= + × +
1
71 82 17 28 21 95

2
  

  ( / / ) ( / / )+ × +
1
17 28 54 73 34 12 41 75

2  
 EMPOH مساحت / /= +977 8725 2731 69935  

                                                                                                                          / m= 23709 572  
براى محاسبه مساحت MNOP داريم:

MNOP مساحت= EMNOH مساحت -   EMPOH مساحت
  / / / m= − = 29252 594 3709 572 5543 022   

تمام  ذوزنقه هاى  هم ارتفاع : هرگاه   ـ۷ ــ     روش   ـ۲ـ ۳ـ
را  آن  مساحت  مى خواهيم  که  منطقه اى  محدوده ی  از  قسمتى  يا 
محاسبه نماييم منحنى الخط باشد يک روش تقريبى براى محاسبه 
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سپس  و  هم ارتفاع  ذوزنقه هاى  به  منطقه  آن  تقسيم  مساحت، 
جمع کردن مساحت آن ذوزنقه ها مى باشد. در شکل ۵   ــ۷مى خواهيم 
کنيم.  محاسبه  را  هادى  خط  و  منحنى  خط  بين  سطح  مساحت 
ابتدا اين مساحت را به چهار ذوزنقه تبديل کرده ايم که ارتفاع اين 
ذوزنقه ها با هم مساوى است. همانطورکه در شکل ۵  ــ۷ ملاحظه 

ارتفاع  با  ذوزنقه  قاعده:   h۱ , h۲ , h۳ , h۴ , h۵ و  ۴    ۵ مى کنيد 
يکسان d، داريم. 

مثال: در شکل ۵   ــ۷ اگر اندازه ی  d و قاعده هاى h۱ تا h۵ را 
به شرح زير داده باشند، مطلوب  است مساحت سطح زير منحنى:

∆ d d d d

h5h4

h3
h2

h1

شکل ٥ ــ٧ 

d m,h m,h m,h m,= = = =1 2 310 42 62 44  
 h m,h m= =4 527 35  

حل:  

) مساحت ذوزنقه اول )m m m= + × = 21
42 62 10 520

2
 

مساحت ذوزنقه  دوم ( )m m m= + × = 21
62 44 10 530

2
 

مساحت ذوزنقه  سوم ( )m m m= + × = 21
44 27 10 355

2
 

) مساحت ذوزنقه  چهارم )m m m= + × = 21
27 35 10 310

2
 

مجموع  با  است  برابر  تقريباً  منحنى  زير  سطح  مساحت 
مساحت اين ذوزنقه ها 

) = مساحت سطح زير منحنى )m+ + + 2520 530 355 310  
       m= 21715                        

براى آن که بتوانيم از اين روش در همه ی حالت ها استفاده 

نماييم، بهتر است که آن را در يک حالت کلى تعريف نماييم. براى 
رسيدن به اين حالت کلى، مساحت ذوزنقه هاى شکل ۵  ــ۷ را يک 

بار ديگر بدون عددگذارى بدست آورده، با هم جمع مى کنيم:

h) مساحت ذوزنقه اول h )d= +1 2
1

2
 

h) مساحت ذوزنقه دوم h )d= +2 3
1

2
 

h) مساحت ذوزنقه سوم h )d= +3 4
1

2
 

h) مساحت ذوزنقه چهارم h )d= +4 5
1

2
 

مجموع  با  است  برابر  تقريباً  منحنى  زير  سطح  مساحت 
مساحت اين ذوزنقه ها:

h) مساحت سطح زير منحنى h h h h ) d= + + + + ×1 2 3 4 5
1

2 2 2
2

 
    

                                                                                       ( h h h h h ) d= + + + + ×1 2 3 4 5
1 1

2 2  
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h h

d( h h h )
+

= + + +1 5
2 3 42  

يعنى مساحت سطح زير منحنى برابر است با نصف مجموع 
قاعده هاى اول و آخر به علاوه ساير قاعده ها ضربدر ارتفاع ؛ به    عبارت 
ديگر، اگر ارتفاع اولh۱  و ارتفاع آخر hn    و ارتفاع همه ی ذوزنقه ها 

d باشد، داريم:

 n
n

h h
S d( h h h )−

+
= + + + +1

2 3 12
…  

به مثال ديگرى در اين زمينه توجه کنيد.
و  هادى  خط  بين  مساحت  ۷  مى خواهيم   ـ شکل۶    ـ در 

محدوده ی منحنى را محاسبه نماييم:

d

18 /42 29/02 38 /48 37 /94 28 /46 21/86

d d dd=20

شکل ٦ ــ٧ 

حل: طبق فرمول داريم:

n
n

h h
S d( h h ... h )−

+
= + + + +1

2 3 12  

/ /S ( / /+
= + + +

18 42 21 86
20 29 02 38 48

2
 

 / / ) / m+ = 237 94 28 46 3080 80  
با  تنها  که  بودند  خصوصيت  اين  داراى  قبلى  روش  سه 
مساحت  تعيين  به  قادر  شده  انجام  برداشت هاى  و  کروکى  داشتن 
قطعه زمين ها بوديم.در اين قسمت مى خواهيم روش هايى را مطرح 

آن  نقشه ی  به  نياز  زمين  قطعه  يک  مساحت  تعيين  براى  که  کنيم 
قطعه زمين داريم؛  بنابراين،  از روش هايى صحبت خواهيم کرد که 
مساحت قطعه زمين را از روى نقشه ی آن تعيين مى نمايند و لازم 
است براى به دست آوردن مساحت واقعى آن قطعه زمين با توجه 

به   مقياس نقشه، محاسباتى را انجام دهيم.
قبلاً يادآورى اين نکته از هندسه ضرورى به نظر مى رسد که:

باشد، نسبت   K طول ها  نسبت  متشابه  شکل  دو  در  «اگر 
مساحت ها  K۲ مى باشد ».

ABC

A B C

SAB AC BC K K
AB AC B C S ′ ′ ′

= = = ⇒ =
′ ′ ′ ′

2  

A

B
H

C B
H

C

′
′′

شکل ٧ــ٧ 

متر
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مثال:  اگر مساحت يک قطعه زمين روى نقشه ای با مقياس 
cm۲   ، 1   ۸  باشد مساحت واقعى اين قطعه زمين چند هکتار 

5000
است؟

حل: 
 cm , , cm× =2 2 28 5000 200000000  

هر مترمربع ۱۰۰۰۰ سانتى متر مربع است پس:
cm m÷ =2 2200000000 10000 20000  

هر هکتار ۱۰۰۰۰ مترمربع است پس:
m ÷ =220000 10000 2 هکتار   

يعنى مساحت  واقعى اين  قطعه زمين ۲  هکتار مى باشد.
 ـ  روش تعيين مساحت با کاغذ ميليمترى: در  اين   ـ۷ ـ ۴ــ۲ـ
روش لازم است که نقشه ی محدوده ی يک قطعه زمين روى کاغذ 
ميلى مترى موجود باشد و اگر نقشه روى کاغذ ديگرى ترسيم شده 

باشد مى توانيم آن را روى کاغذ ميلى مترى منتقل نماييم. شکل ۸     ـ ـ۷ 
1  نشان مى دهدکه روى کاغذ 

200
پلان يک قطعه زمين را با مقياس  

ميلى مترى ترسيم شده است.با شمردن تعداد مربع هاى کامل و پهلوى 
هم گذاشتن مربع هاى ناقص مساحت منطقه را در روی نقشه برحسب 
cm۲ يا mm۲ به دست آورده با کمک مقياس نقشه، مساحت واقعى 

قطعه زمين را محاسبه مى نماييم.
۴۷ cm۲ :تعداد مربع هاى کامل ۴۷ عدد مى باشد؛  يعنى

تعداد مربع هاى کوچک ( يک چهارم مربع کامل )  ۲۸ عدد 
           cm÷ = 228 4 7 مى باشد:                            

     بقيه ی قسمت هاى قطعه زمين را روى هم مى گذاريم تا معلوم 
شود برابر چند مربع کوچک هستند که به تقريب تعداد آن ها ۲۹ 

/ cm÷ = 229 4 7 25 مربع کوچک است؛   پس: 

10

11 12 13 14
15

16 17

18

19

20

21
22

2324

25

26

21

31

40

11

20

30

39

47

10

19

29

38

46

9

18

28

37

45

8

17

27

36

44

7

16

26

35

43

6

15

25

34

42

5

14

24

33

41

4

13

23

32

27

1 2 3
9

87

65
4

3

2

1

N

12

22

شکل ٨  ــ٧ 

بنابراين،  جمعاً مساحت منطقه برابر است با :
 S / / cm= + + = 247 7 7 25 61 25  

اگر در مربع عدد مقياس نقشه ضرب کنيم داريم:
 / cm cm× =2 2 261 25 200 2450000  
پس مساحت منطقه برحسب مترمربع برابر است با:
 cm m÷ =2 22450000 10000 245  

از  استفاده  با  مساحت  تعيين   ـ            روش   ـ  ۷  ـ ٥ــ۲ـ
پلانيمتر ( planimeter ) :  براى اندازه گيرى مساحت يک قطعه 
پلانيمتر  دستگاه  از  مى توانيم  باشد  دست  در  آن  نقشه ی  که  زمين 
( مساحت   سنج )  استفاده کنيم. اين دستگاه داراى انواع گوناگونى 

است که در شکل  ٩ـ ـ۷  چند نمونه از آن ها را ملاحظه مى نماييد.

1
200

مقياس 



فصل هفتم

   ٨٠   

شکل ٩  ــ٧ ــ دو نوع از انواع پلانيمتر

امروزه پلانيمترهاى ديجيتال پيشرفت و توسعه فراوانى نموده 
و جايگزين پلانيمترهاى مکانيکى شده است. اين پلانيمترها، علاوه  بر 

مساحت مختصات نقاط ، طول پاره خط ها را نيز محاسبه مى کنند. 
در شکل ۱۰ــ۷ يک نمونه از آن ها را مشاهده مى نماييد.

شکل ۱۰  ــ٧ 



مسّاحی

     ٨١

به اين پرسش ها پاسخ دهيد

۱ــ فرمول مساحت شکل هاى هندسى را بيان کنيد.
۲ــ روش مثلث بندى براى تعيين مساحت يک قطعه زمين چگونه است ؟

۳ــ روش خط هادى براى تعيين مساحت يک قطعه زمين را توضيح دهيد.
۴ــ روش ذوزنقه هاى هم ارتفاع را براى تعيين مساحت يک قطعه زمين توضيح دهيد.

۵  ــ روش تبديل مساحت به دست آمده از نقشه را به مساحت واقعى يک قطعه زمين با توجه به مقياس نقشه 
توضيح دهيد.

۶ ــ روش تعيين مساحت را با کاغذ ميلى مترى توضيح دهيد.
٧ ــ روش تعيين مساحت با استفاده از دستگاه پلانيمتر چگونه است ؟

تمرين و عمليات 

۱ــ با توجه به نقشه ی  مدرسه که در جلسه ی قبل به روش خط هادى برداشت و ترسيم کرده ايد، مساحت مدرسه 
را به روش خط هادى محاسبه نماييد.

۲ـ ـبا توجه به نقشه ی مدرسه که به روش مثلث بندى تهيه نموده ايد مساحت مدرسه را محاسبه کنيد.
۳ــ نقشه ی مدرسه را روى کاغذ ميلى مترى منتقل نموده، مساحت مدرسه را از طريق شمردن مربع ها محاسبه 

نماييد.
۴ــ مساحت مدرسه را با دستگاه پلانيمتر به دست آوريد.

۵ ــ با رسم چند خط و ساختن يک شکل هندسى معين مثل مستطيل يا متوازى الاضلاع يا نظاير آن، مساحت 
مدرسه را از طريق روش جبران به دست آوريد.

۶  ــ مساحت هاى به دست آمده را با هم مقايسه نماييد.

؟

؟


