
1 آشنایی بیشتر با تابع2
2 انواع توابع 
3 وارون تابع

4 اعمال روی توابع

تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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1 آشنایی بیشتر با تابع2
2 انواع توابع 
3 وارون تابع
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تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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بیان است و در  قابل  تابع رادیکالی  به وسیله یک  به قد متوسط کودکان است که  تصویر عنوانی راجع 
متن درس فعالیتی در این مورد آورده شده است. و تصاویر متعلق به فرزندان شهدای مدافع حرم است و به 
عنوان مثالی از کاربرد در دنیای واقعی است معمولاً توابعی که در دنیای واقعی دارای کاربرد هستند، ظاهر 
پیچیده ندارند. بنابراین توصیه می شود که از طرح مباحث دشوار که کاربردی هم در دنیای واقعی ندارند 

خودداری شود.

 تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی است. تابع در دنیای واقعی برای توصیف 
بسیاری از پدیده ها مورد استفاده قرار می گیرد. به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان به صورت یک تابع 

) نمایش داد. )f x x= +7 50 رادیکالی مانند 

1 آشنایی بیشتر با تابع2
2 انواع توابع 
3 وارون تابع

4 اعمال روی توابع

تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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نقشه مفهومی فصل 2   

تابع

انواع تابع

پله ایرادیکالیگویا

جزء صحیح

عملگر

جمع، تفریق، تساوی
ترکیبوارونضرب وتقسیم

رابطه

بازنمایی هاخاصیت

دامنهیک به یک

هم دامنه

برد

جبری

گرافیکی

 نمودار ون

زوج مرتب

جدول
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مقدمه ای در مورد آموزش تابع   

  سیر تکامل مفهوم تابع
  تعریف در ریاضیات

  تعریف تابع
  ویژگی اساسی تابع

  بازنمایی های تابع و ارتباط بین آنها

   سیر تکامل مفهوم تابع
)دوره اولیه(: مفهوم تابع و مثال هایی خاصه از آن را از هزاران سال قبل می توان دنبال کرد؛ به طور 
مثال شمردن، چهار عمل اصلی )که توابعی از دو متغیرند(، ریشه های دوم، مکعب ها و ریشه های سوم و 
موارد زیادی از این دست همگی دربردارنده مفهوم تابع هستند. اگرچه سیر تکامل تابع به 4000 سال قبل 
برمی گردد، اما ریاضی دان ها تنها طی 500 سال گذشته تلاش های خود را برای ارائهٔ یک تعریف دقیق از 

تابع آغاز کرده اند.

 تسلط ایده های هندسی سیر تکامل مفهوم تابع
نیتز  انجام گرفت. لایپ  قرن هفدهم  پایان  در  تابع  و ریاضی گونه در مورد  )دوره دوم(: مطالعه دقیق 
)1716ــ1646( اولین کسی بود که اصطلاح تابع را در سال 1673 به کار برد. لایپ نیتز این عبارت را 
برای توصیف یک کمیت یا مقدار وابسته به یک منحنی، مثلاً طول یک نقطه روی منحنی یا شیب منحنی 

به کار برد.
اصطلاحات »ثابت«، »متغیر« و »پارامتر« نیز توسط لایپ نیتز معرفی شد.

حساب دیفرانسیل اولیه، حساب دیفرانسیلی از منحنی های هندسی بود تا حساب دیفرانسیلی از توابع. 
در حقیقت بیشتر حساب دیفرانسیل اولیه، با مسائلی در مورد منحنی ها و خواص منحنی ها از قبیل خط 

مماس و مساحت های تحت آنها سر و کار داشت )جونز 2006 به نقل از کلینر(.

  دوره ایده های جبری
)دوره سوم(: هم زمان با تغییر دیدگاه های ریاضی دانان از ایده های هندسی به ایده های جبری نماد تابع 

نیز دستخوش دگرگونی شد.
در سال 1718 برنویی اولین تعریف رسمی از تابع را ارائه کرد. برنویی یک تابع از یک متغیر را یک 
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نمی دهد  اگرچه وی توضیح  ثابت می داند.  تعدادی  و  متغیر  این  از  به هر شیوهٔ دلخواه  ترکیب شده  کمیت 
»به هر شیوهٔ دلخواه« به چه معنی است؟ تعاریفی که از تابع تا قرن نوزدهم بیان شد تعاریف دقیقی نیستند و 
تعاریف جامع و مانع به حساب نمی آیند ولی سیر تکامل تعریف را نشان می دهد و در تدریس بهتر است در 

نظر گرفته شود.
اویلر در سال 1748 تعریف زیر را ارائه کرد:

یک تابع از یک کمیت متغیر، عبارتی تحلیلی ترکیب شده به شکل دلخواه از آن کمیت متغیر و اعداد یا 
کمیت های ثابت است.

اویلر اولین کسی است که نماد f    (x) را به کار برد. تعریف اویلر تلاشی برای استفاده از جبر در جهت 
نمایش موضوعات هندسی بود. مشاهدات اویلر به یک دیدگاه وسیع تر از تابع منجر شد.

 استفاده از جبر در جهت نمایش موضوعات هندسی
تعریف اویلر شبیه تعریف برنویی است. اضافه شدن اصطلاح »عبارت تحلیلی« بااهمیت است، زیرا اندیشه 
را از هندسه به جبر تغییر می دهد. گرچه اویلر به صراحت عبارت تحلیلی را معرفی نمی کند ولی از نظر وی 
مثلثاتی، مشتق ها و  توابع  لگاریتم ها،  نماها،  قبول شامل چهار عمل جبری، ریشه ها،  قابل  تحلیلی  عبارت 
, را به عنوان دو تابع و نه 

( )
,

x x
f x

x x

≥
= − <

0

0
انتگرال هاست. به هر حال، روشن است که اویلر عبارت 

یک تابع در نظر می گرفته است.
  ورود نظریۀ مجموعه ها: )دورۀ چهارم(

در سال 1829 دیریکله مثالی  از یک تابع ارائه کرد که در آن یک مقدار به همه اعداد گویا و مقداری دیگر 
به همه اعداد گنگ نسبت داده می شود. این اولین مثال صریح از یک تابع بود که نه قابل نمایش به وسیلهٔ یک 
عبارت تحلیلی بود و نه یک منحنی قابل رسم بدون ابزار بود. این اولین مثال از یک تابع همه جا ناپیوسته 

بود.
مقارن با پایان قرن نوزدهم، ریاضی دان ها تلاشی را برای صورت بندی همهٔ ریاضیات با استفاده از نظریهٔ 

مجموعه ها کردند.
  1805( در سال 1837 چهارچوب تعریف یک تابع را برحسب یک تناظر قراردادی  دیریکله )1859ـ
بین متغیرهایی که با مجموعه های عددی نمایش داده شده اند، پی ریزی کرد. کلینر )1989(  به نقل از لوزین 
تعریف دیریکله را چنین ذکر می کند: y تابعی از متغیر x تعریف شده روی بازه a   <   x     < b است، هرگاه به هر 
مقدار متغیر x از این بازه یک مقدار معین از متغیر y نظیر شود. دیریکله اولین کسی بود که به صورت جدی 

مفهوم تابع را به عنوان یک تناظر دلخواه در نظر گرفت.
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در سال 1939 یک گروه از ریاضی دانان با نام مستعار بورباکی تابع را به شیوهٔ زیر تعریف کردند:
فرض کنید که E و F دو مجموعه باشند که ممکن است مجزا یا غیرمجزا باشند. یک رابطه بین یک متغیر 
x از E و یک متغیر y از F یک رابطهٔ تابع گونه در y نامیده می شود، هرگاه برای هر x در E، یک y یکتا در 
F وجود داشته باشد که در رابطه داده شده با x باشد. بورباکی بعداً همچنین تعریف تابع را به عنوان یک 

زیرمجموعهٔ خاص از حاصل ضرب دکارتی E و F داد.
تعریف بورباکی را می توان اولین تعریف تابع به عنوان یک مجموعه از زوج های مرتب دانست. این دوره 
را می توان حضور یک دیدگاه جدید یعنی مفهوم منطقی )مجرد، ترکیبی، اصل موضوعی( جدید از تابع در 

برابر مفهوم جبری )محسوس، تحلیلی و ساختنی( قبلی از تابع تلقی کرد. )کلینر 1989(.
در حقیقت مفهوم تابع یکی از خصیصه های متمایزکننده ریاضیات »مدرن« در برابر ریاضیات »کلاسیک« 

است )کلینر 1989(.

ارائۀ تعریف در آغاز تدریس   

گام آخر در علم ریاضی، صورت بندی مسائل از طریق اصل موضوعی ساختن آن است. این نقطهٔ پایانی، 
نباید به عنوان نقطهٔ آغازین تدریس ریاضی به حساب آید )فرودنتال، 1991(.

دانش پداگوژیکی محتوا  

 اتصال دانش اولیه به دانش جدید ــ ارائۀ تعریف
درحالی که می توان تعریفی را در قالب یک جمله بیان کرد، باز کردن یک تعریف یک کار شناختی دشوار 

است )سلدن 1992(.
به نظر تال )1990( به عوض سر و کار داشتن در ابتدا با تعاریف رسمی، که شامل عناصر ناآشنا برای 
یادگیرنده است، بهتر است کوشش شود تا رویکردی پیدا شود که بر مبنای آن ایده هایی نباشند که دارای 
نقش دوگانه آشنا بودن برای دانش آموزان و نیز فراهم ساختن پایه ای برای رشد ریاضی بعدی باشند. تال 

چنین ایده ای را ریشه شناختی می نامد.
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یک ریشه شناختی از یک بنیان ریاضی متفاوت است. درحالی که یک بنیان ریاضی یک نقطهٔ شروع مناسب 
برای توسعه منطقی یک موضوع است، یک ریشه شناختی، مناسب تر برای پیشرفت برنامه آموزشی است.

  ویژگی اساسی تابع چیست؟
فرودنتال در تحلیل جامع خود )1983( دلخواه بودن و یکتایی )یک بنیانی بودن( را به عنوان ویژگی های 

اساسی تابع، به شکلی که در طول تاریخ تکامل پیدا کرده است در نظر می گیرد.
Arbitrariness

طبیعت دلخواه تابع به هم به ارتباط بین دو مجموعه ای که به وسیلهٔ آنها تابع تعریف می شود و هم به خود 
مجموعه ها برمی گردد.
Univalence

یکتایی به نوع ارتباط بین اعضای دو مجموعه برمی گردد.
  بازنمایی های مختلف

درک یک مفهوم در یک بازنمایی آن، لزوماً به این معنی نیست که فرد آن را در هر بازنمایی دیگر نیز درک 
می کند. دانش آموزان باید مفاهیم را در بازنمایی های مختلف آن درک کنند و قادر باشند که آنها را به یکدیگر 
تبدیل کنند و بین آنها ارتباط برقرار کنند. بازنمایی های مختلف بصیرت های متفاوتی را به دست می دهند که 

امکان یک درک بهتر، عمیق تر، نیرومندتر و کامل تر از مفهوم را به دست می دهد.
وقتی فرد با بازنمایی های متفاوت یک مفهوم ریاضی سروکار دارد، ممکن است مفهوم را با به چنگ آوردن 
خواص مشترک آن و نادیده گرفتن مشخصه های نامربوطی که بر آن بازنمایی به خصوص در دسترس تحمیل 

شده اند، انتزاع کند.

اهداف کلی فصل  

١  آشنایی بیشتر با تابع و بازنمایی های آن

2  معرفی برخی از انواع توابع

٣  درک مفهوم وارون تابع و محاسبه تابع وارون

٤  آشنایی با اعمال روی توابع و ترکیب توابع
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اهداف درس    

1  درک ضابطه های تابع، دامنه، برد و هم دامنه

٢  توانایی در نمایش یک تابع به کمک دامنه، هم دامنه و ضابطهٔ تابع

٣  درک تابع به عنوان یک ماشین 

٤  توانایی تشخیص تساوی دو تابع

٥  آشنایی با برخی از کاربردهای واقعی تابع

کار در کلاس  و سپس  کرده  مرور  پاسخ  و  پرسش  با  را  قبل  کتاب سال  در  تابع  پیش نیازهای  ابتدا  در 
صفحه     38 را دانش آموزان حل نمایند. تأکید بر ارتباط بین دامنه و برد و ضابطه به همراه نمودار در قسمت 

الف حائز اهمیت است.

1
درس

 آشنایی بیشتر با تابع
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کار در کلاس  صفحه 38

در این کار در کلاس یادآوری مطالبی که در کلاس دهم خوانده اند مورد نظر بوده است و همچنین دقت 
بیشتری در نمایش تابع لحاظ شده است. مطالب این کار در کلاس در کلاس درس باید بحث شود. ممکن 
است دانش آموزان در پاسخ به این سؤالات دچار اشتباه هم شوند، اشتباهات هم می تواند بخشی از مسیر 
آموزش باشد. صرف پیدا کردن جواب برای ما کفایت نمی کند. ما می خواهیم دانش آموزان درگیر حل مسئله 
شوند، درگیر بحث و گفت وگو شوند، مثال نقض بیاورند، استدلال بیاورند، رد کنند، توجیه کنند که همهٔ اینها 

یک تابع از مجموعه A به مجموعه B، رابطه ای بین این دو مجموعه است که در آن به هر عضو A، دقیقاً 
یک عضو از B نسبت داده می شود. A را دامنهٔ تابع و B را هم دامنهٔ تابع می نامند. برد تابع زیرمجموعه ای 

از هم دامنه است. 

الف( با توجه به توابع داده شده در جدول زیر، مشخص کنید هر نمودار مربوط به کدام تابع است و جدول 
را نیز کامل کنید. شباهت ها و تفاوت های نمودارها را با هم مقایسه کنید.

k (x) = x2s (x) = x2t (x) = x2h (x) = 2xg (x) = 2xf (x) = 2xتابع

[ − 1
2  , 2](-  ∞ , 0](-2 , 2]{-1 , 1 , 2}دامنه تابع
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درس

آشنایی بیشتر با تابع

کاردرکلاس 

تابع f      (x)=2x g      (x)=2x h     (x)=2x t  (x)=x2 s     (x)=x2 k     (x)=x2

دامنه تابع  {-1,1,2} (-2 ,2]  (-∞,0] , −  
1

2
2

برد تابع  {-2,2,4} (-4,4] [0,+∞) [0,+∞) [0,4)
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فرایندهایی در آموزش ریاضیات هستند که به اندازهٔ جواب و محصول دارای ارزش هستند و شاید ارزش 
بالاتری داشته باشند. در این مثال مثلاً باید بچه ها استدلال کنند که کدام نمودار دامنهٔ }1,1,2-{ دارد و 
سپس برد تابع را به دست آورند. در پاسخ های اشتباه ممکن است نکاتی نهفته باشد که معلم بتواند اشکالات 
دانش آموزان را دریابد. در قسمت ب این کار در کلاس دو تابع داده شده است که ضابطه مشخص است و 
ممکن است پاسخ های دانش آموزان برای دامنه جواب های متفاوتی باشد و این سؤال از سؤالات باز پاسخ 

هستند سپس به طرز نمایش تابع پرداخته می شود؛ مثلاً در تابع f در قسمت الف داریم:
:f → 

f      (x)=2x

و تابع h به صورت زیر است:
h:(-2,2]→(-4,4]
h (x)=2x

و این نکته باید بیان شود که هم دامنهٔ تابع را می توان هر مجموعهٔ دلخواهی شامل برد تابع در نظر گرفت. 
به دانش آموزان باید اجازه داد که مثال های دیگری را خودشان مطرح کنند. که در کار در کلاس صفحهٔ 
40 این موضوع در نظر گرفته شده است و با توجه به سطح کلاس دانش آموزان می توانند پاسخ های جدید 

را نیز بیاورند.
مطلب بعدی از تابع به عنوان یک ماشین تغییر کرده است که موضوع متغیر وابسته و متغیر مستقل را 
نیز تداعی می کند که دانش آموزان از دبستان با این مفهوم آشنا هستند. کار در کلاس صفحهٔ 40 نیز برای 

39تسلط بر این مفهوم است. فصل دوم : تابع

ب( جدول روبه رو را به دلخواه )متفاوت از قسمت الف( کامل و نمودار هر 
تابع را رسم کنید. پاسخ خود را با پاسخ دوستانتان مقایسه کنید. چند پاسخ 

متفاوت برای f و g می توان ارائه کرد؟

g (x ) = x2f (x ) = 2xتابع

دامنه

برد

 و ضابطه آن نیز f (x) =2x است.   و هم دامنهٔ   به طور مثال تابع f در قسمت الفِ کار در کلاس قبل، تابعی است با دامنهٔ 
برای سادگی و اختصار این تابع را به صورت مقابل نمایش می دهند:

 است.)  به  (     f تابعی از   :
( )

→
 = 2

 f

f x x
 

: ( , ] ( , ]
( )

− → −
 =

2 2 4 4

2

h

h x x

به همین ترتیب تابع h قسمت الف را می توان چنین نمایش داد.  

: ( , ]
( )

− →
 =

2 2

2

h

h x x
تابع h را به صورت مقابل هم می توان معرفی کرد. 

در هر دو نمایشِ اخیرِ تابعِ h، دامنه مجموعه [2 , 2-) و ضابطه آن h  (x ) = 2x است. در نمایش اول هم دامنه [4 , 4-) است که 
 در نظر گرفته ایم. در این حالت نیز برد تابع [4 , 4-) است. همان برد تابع است. در نمایش دوم h، هم دامنه را 

هم دامنهٔ تابع را می توان هر مجموعه دلخواهی شامل برد تابع در نظر گرفت.

برای مشخص بودن یک تابع باید دامنه، هم دامنه و دستور یا قاعده ای که نحوهٔ ارتباط بین اعضای دامنه و اعضای 
هم دامنه را نشان می دهد معلوم باشد.
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تابعg     (x)=x2f     (x)=2xراه حل دیگری می تواند به صورت روبه رو باشد:

( , ]− 3
1

2

دامنه

[ , ]9
0

4
{ ln }n ∈2 برد
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x

9
4

3
2

نیز مثال هایی آورده شده است.  تابع ارائه شده و در کار در کلاس و تمرین  در صفحه 41 تساوی دو 
توصیه می شود از مثال های خیلی پیچیده خودداری شود تا دانش آموزان تساوی دو تابع را با مثال های ساده 

و حتی الامکان از روی نمودار و ضابطه درک کنند.

) و  ) x
f x

x
= ) با هم برابرند ولی تابع های  ) | |g x x= ) و  )f x x= 2  مثال:  تابع های 

) برابر نیستند.چرا؟ ) =1g x

 gD =  } است درحالی که تابع g    )x(=1 دارای دامنهٔ  }fD = − 0

، دامنهٔ آن  ( ) x
f x

x
= حل: تابع 

می باشد. بنابراین هرچند ضابطه ها به ظاهر برابر هستند ولی دامنه ها برابر نیستند، پس دو تابع f و g برابر نمی باشند، 
)g   )0(=1 و f      )0(    = در نمودار نیز می بینید که دو تابع بر هم منطبق نیستند )تعریف نشده

OO

g

y

x

(x)=1f (x)= x
x

y

x
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در کار در کلاس زیر مثال هایی ساده ولی کمی آشنا برای دانش آموزان مطرح شده است که با حل آنها  
درک تساوی دو تابع به دست می آید.

حل:
مشترکشان،  دامنه  در   x هر  ازای  به  ولی   ، { , }f gD D= = 1 5 برابرند  هم  با   g و   f توابع  دامنه    ١  

.f ≠g پس .f    )1( ≠ g  )1( و g      )1(=7 و f     )1(=2 ًضابطه ها برابر نیستند؛ مثلا
2  دامنه دو تابع f و g با هم برابرند و به ازای هر x در دامنه مشترکشان، ضابطه ها نیز برابرند، بنابراین دو 

.)f      (a)=g  (a)=b و f     (c)=g    (c)=d   ( با هم برابرند g و f  تابع
+ است، پس دو تابع با هم برابر نیستند، هرچند که ضابطهٔ 

  و دامنه تابع g برابر  3  دامنه تابع f برابر 

دو تابع برابرند.
.f ≠g پس .f     )-1(  =   -1 و g     )-1(     =1 ًولی ضابطهٔ آنها برابر نمی باشد؛ مثلا  4  دو تابع دارای دامنهٔ برابر 

 است، از طرفی ضابطهٔ آنها نیز برابر است پس دو تابع f و g برابرند. 5  دامنه دو تابع f و g برابر 

تمرین 2 کار در کلاس مثالی از یک پدیده واقعی بیان شده که ضمن حل آن دانش آموزان به این نکته توجه 
می کنند که شرط تساوی دو تابع و تأثیر دامنه و برد به چه صورت است.

کار در کلاس  صفحه 41

١ در جدول زیر کدام یک از توابع داده شدهٔ زیر باهم برابرند؟ دلیل بیاورید:   

×g = {(1 ,  7) , (5  ,  2)}f = {(1 , 2) , (5 ,  7)}1

g = {(c  ، d   ) , (a  ، b)} f   = {(a  ,  b) , (c ,  d  )}2

×
g =  2 → 

g  (x) = 3x

 f  :  → 
f    (x) = 3x

3

×g  (x) = x2f (x) = x  |x  |4

( ) xg x = 8
2f (x) = 4x5
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نیز  را  آن  آن صدای  نور  دیدن  از  اندکی پس  می دهد،  آذرخش رخ  پدیدهٔ  آسمان  در  وقتی    2

می شنویم. صدای ناشی از آذرخش هر 3 ثانیه حدود یک کیلومتر را طی می کند. رابطه بین فاصله ما 
از مکان وقوع آذرخش و زمانی که طول می کشد تا صدای آن را بشنویم در جدول زیر )برای برخی 

:t∈ [4 ,  12] زمان ها( داده شده است، اگر
الف( جدول را کامل کنید:

1211 110
5986514

t )ثانیه(24

411
3

51
5

38
3

25
3

3
2

4
h )کیلومتر(3

ب( چرا h تابعی از t است؟ آذرخش هر 3 ثانیه حدود یک کیلومتر را طی می کند و فاصله ما از 
مکان وقوع آذرخش به زمان وابسته است.

[ , ] , [ , ]D R= = 4
4 12 4

3
پ( دامنه و برد این تابع را بنویسید.                                             

: [ , ] [ , ]

( )

h

t
h t

 →

 =

4
4 12 4

3

3

ت( نمایش مقابل از تابع h کامل کنید:                                                    

y را رسم کنید و شباهت ها و تفاوت های آنها را بیان کنید. x= 1
3

ث( نمودار تابع h و نمودار تابع 
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شباهت ها   

  ضابطهٔ هر دو تابع برابر است. )یک سوم متغیر مستقل برابر متغیر وابسته است.(
  دو تابع در بازهٔ ]4,12[ با هم برابر هستند.

x است.
y =

3
  نمودار h بخشی از نمودار 

تفاوت ها  

( [ , ] , )h fD D= =4 12    دامنه دو تابع با هم برابر نیستند. 

( [ , ] , )h fR R= =4
13 4

3
   برد دو تابع با هم برابر نیست. 
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2
درس

انواع توابع

اهداف درس  

) در دامنه های متفاوت )f x
x

= 1 1  آشنایی با توابع گویا، رسم تابع 

) و رسم نمودار آنها )f x ax b= + 2  آشنایی با توابع رادیکالی به شکل 

) و رسم نمودار توابع رادیکالی به کمک انتقال )f x ax b= + 3  تعیین دامنه و برد توابع 

4  آشنایی با معادلات ساده ای که یک تابع را نمایش می دهند.

5  آشنایی با توابع پله ای و جزء صحیح و رسم آنها

روش تدریس: انواع توابع   

این درس با تعریف تابع گویا شروع می شود و سپس در کار در کلاس صفحه 45 مثالی ساده از تابع گویا 
ارائه شده است که بیشتر در این قسمت توجه به دامنه و آشنایی مختصر با رسم چنین توابعی است. توصیه 
می شود از بیان مثال های پیچیده و رسم آنها در این قسمت خودداری شود و سطح سؤالات در همین حد 

باشد.



70

ضابطهٔ همهٔ توابع یکی است ولی دامنهٔ آنها با هم برابر نیستند، لذا 

گویای  تابع  توابع،  این  رسم  پایه  می شود.  دیده  متفاوتی  نمودارهای 

 است که نمودار آن به صورت روبه رو است:
: { }

( )

f

f x
x

− →

 =

0

1

 

45 فصل دوم : تابع

 است، اما ممکن است دامنه را به مجموعه های دیگری محدود کنیم. دامنه f را با Df نمایش  ) برابر {0}- ) =f x
x
1 دامنه تابع 

می دهیم. دامنه یک تابع گویا مجموعهٔ همهٔ مقادیری است که به ازای آنها، عبارت جبریِ گویایِ نمایش دهندهٔ ضابطهٔ تابع، تعریف  شده 

 است.   ) مجموعهٔ {2-}- ) =
+

f x
x

5

2
باشد؛ مثلاً دامنه تابع 

مشخص کنید که هر نمودار زیر متناظر با کدام تابع است؟ دلیل بیاورید.

 
:

( )

→

 =

1

 f

f x
x

                    
:

( )

+ →


=
1

 g

g x
x

                    
{ }: , ,

( )

 →



=

1 2 3

1

h

h x
x

                    
{ }:

( )

 − →



=

0
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 t

t x
x
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کار در کلاس  صفحه 45

g

f h

t 
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در ادامه با معرفی تابع رادیکالی که زیر رادیکال یک تابع خطی می باشد، سعی بر توجه دانش آموزان به 
رسم توابع و پیدا کردن دامنه و برد آنها شده است. رسم این توابع به کمک نقطه یابی و انتقال از دیگر اهداف 

کار در کلاس های صفحه 46 و صفحه 47 می باشد.

y به چه صورت است  x= دانش آموزان در این کار در کلاس، استدلال می کنند که اولاً نمودار تابع 
)در سال گذشته خوانده اند(، ثانیاً اگر به کمک انتقال آن را رسم کنند، کدام یک از نمودارهای رسم شده 
انتخاب  از  نهایت پس  در  و  آشنا می شوند  آن  بازنمایی های مختلف  با  یعنی  با صورت سؤال است  متناظر 

46

تابعی را که هر عدد نا منفی را به ریشه دوم نا منفی آن نسبت می دهد 
 =y x یا   ( ) =f x x به صورت  و  می نامند  دوم  ریشه  تابع 
نمایش می دهند. نمودار تابع در شکل نشان داده شده است. دامنه 
) یک تابع  ) =f x x و برد این تابع، بازهٔ (∞ + , 0[ است. تابع 

رادیکالی است.

y= نمودار چهار تابع: x به کمک نمودار تابع 

) )الف ) = +f x x 3 ) )ب       ,         ) = −h x x 3 ) )پ      ,         ) = −g x x 3 ) )ت       ,         ) = +r x x 3

رسم شده اند. تابع مربوط به هر نمودار را مشخص و دامنه و برد آن را معلوم کنید.
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توابع رادیکالی ) تابع ریشه دوم(
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( ) , [ , ) , [ , )f fr x x D R= + = − +∞ = + ∞3 3 0

( ) , [ , ) , [ , )h hh x x D R= − = +∞ = − +∞3 0 3 ( ) , [ , ) , [ , )g gg x x D R= − = +∞ = +∞3 3 0

( ) , [ , ) , [ , )f fr x x D R= + = − +∞ = + ∞3 3 0;

( ) , [ , ) , [ , )h hh x x D R= − = +∞ = − +∞3 0 3; ( ) , [ , ) , [ , )g gg x x D R= − = +∞ = +∞3 3 0;

کار در کلاس  صفحه 46

( ) ; [ , ) , [ , )f ff x x D R= + = − +∞ = +∞3 3 3
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صحیح نمودار، دامنه و برد چگونه از روی نمودار به دست می آید. پاسخ های نادرست آنها در کلاس مورد 
بررسی قرار گیرد. حدود و ثغور این مطلب نیز در حد انتقال افقی و عمودی است.

) را رسم کنند و دامنه را هم با توجه به  )f x ax b= + دانش آموزان باید قادر باشند توابعی به صورت 
نمودار آن و هم با توجه به شرط نامنفی بودن عبارت زیر رادیکال تعیین کنند و برد آن را نیز از روی نمودار 

مشخص نمایند. 

فعالیت  صفحه 47

48

الف( جدول زیر را کامل کنید. در همین صفحه با استفاده از این جدول نمودار تقریبی f را رسم کرده ایم.

60493630251610410x

104/29288/38572/150f   (x)

معادلاتی که دارای دو متغیر مانند x و y هستند یک رابطه را نشان می دهند؛ مثلاً معادلهٔ x  + y  =2 شامل همه زوج های  مرتبی 
یا   y = -x + 2 به صورت  را  معادله  است.این  خط  یک  معادله  این  برابر2است.نمودار  آنها  مؤلفه های  مجموع  که  است 
f  (x)= -x + 2 نیز نمایش می دهند. بسیاری از توابع با یک معادله بیان می شوند، اما الزاماً یک معادله با دو متغیر برحسب 

y یک تابع را مشخص نمی کند. x و 
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معادلات و توابع

 مثال
الف( در معادله  y    ،-x2  +   y = 4 را برحسب x به دست آورید. آیا y تابعی از x است؟

 حل:  داریم y = x2 +4. این معادله یک سهمی را مشخص می کند که همان تابع f  (x) = x2 +4 است.
ب( آیا در معادله y    ،x   -y2 = 4 تابعی از x است؟

= به ازای x   = 5 داریم: y =  ± 1. یعنی فقط نقاط (1,  5) و  ± − 4y x  حل: اگر y را برحسب x به دست آوریم داریم: 
(1- ,  5) روی نمودار تابع قرار دارند. بنابراین، این معادله یک تابع را نمایش نمی دهد.

ب( برد این تابع چیست؟
پ( قد یک کودک چهار ساله تقریباً چقدر است؟

ت( با استفاده از ضابطه تابع یا نمودار آن مشخص کنید 
که کودکی با قد 75 سانتی متر حدوداً چند ماهه است.
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 مثال
الف( در معادله  y    ،-x2  +   y = 4 را برحسب x به دست آورید. آیا y تابعی از x است؟

 حل:  داریم y = x2 +4. این معادله یک سهمی را مشخص می کند که همان تابع f  (x) = x2 +4 است.
ب( آیا در معادله y    ،x   -y2 = 4 تابعی از x است؟

= به ازای x   = 5 داریم: y =  ± 1. یعنی فقط نقاط (1,  5) و  ± − 4y x  حل: اگر y را برحسب x به دست آوریم داریم: 
(1- ,  5) روی نمودار تابع قرار دارند. بنابراین، این معادله یک تابع را نمایش نمی دهد.

ب( برد این تابع چیست؟
پ( قد یک کودک چهار ساله تقریباً چقدر است؟

ت( با استفاده از ضابطه تابع یا نمودار آن مشخص کنید 
که کودکی با قد 75 سانتی متر حدوداً چند ماهه است.

60493630251610410x

104/2999288/3857872/1645750f   (x)

R   =[50,104/2]                :می باشد که با توجه به جدول داریم f     (x) ب( برد تابع، مجموعه مقادیر
پ( هدف این سؤال، تفسیر دانش آموزان از نمودارها می باشد و اینکه چگونه از روی بازنمایی جدول و 
نمودار می توان مقادیر خواسته شده را پیدا کرد. کودک چهار ساله حدوداً 49 ماه دارد )با توجه به جدول 

داده شده که برای 49 ماه، 99 سانتی متر است( پس حدوداً 99 سانتی متر می باشد.
( )f x x= ⇒ + =75 7 50 75 ) است. پس:                       )f x x= +7 ت( ضابطهٔ تابع 50

x x⇒ = ⇒ = 25
7 25

7                                                                            

( ) /x cm⇒ = ≅225
12 76

7 بنابراین حدوداً 13 ماهه است. انتظار می رود که دانش آموز بتواند نمودار را تجزیه و تحلیل کند.                                                         
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رابطه بین معادلات و توابع در ادامه صفحه 48 و صفحه 49 آورده شده است که توصیه به مثال های 
خیلی سخت نمی شود. اینکه هر معادله ای بر حسب x و y لزوماً تابع نیست، کافی است. معمولاً برای تأیید 
تابع بودن از نمودار کمک گرفته و برای رد آن از عددگذاری استفاده می کنیم. اثبات تابع بودن از طریق 
ضابطه در کلاس درس معمولی لزومی ندارد. کار در کلاس صفحه 49 گویای این مطلب است و تشخیص 

با استفاده از نمودار کفایت می کند.

کار در کلاس  صفحه 49

کدام یک از معادلات زیر یک تابع را مشخص می کند؟ دلیل بیاورید.

 	    y = |x  |+1 )الف

تابع نیست.    *       x = |y |+1 )ب

روش اول: به کمک نمودار
روش دوم: به ازای یک x، دو مقدار برای y به دست می آید.

| | ( )y x y x= − ⇒ = ± −1 1

روش سوم: مثال نقض: فرض کنید x    =2، در این صورت y      |=1  | پس y       =   ±1، یعنی به ازای یک 
مقدار x دو مقدار برای y به دست آمده است.

تابع پله ای با بیان یک فعالیت در دنیای واقعی )صفحه 49( و سپس کار در کلاس )صفحه 50( به طور 
کامل معرفی شده است. این نوع تابع در مسائل واقعی نمونه های بسیاری دارند که دو نمونه از آنها بیان شده 
است. نوشتن ضابطه و حل مسائل به کمک آنها و رسم چنین توابعی در فعالیت و کار در کلاس حائز اهمیت 

می باشد. استفاده از مثال های مثبت و منفی، یادگیری این مفهوم را آسان تر می کند.

1

1

1

1

موازی  خط  هر  زیرا  است  )تابع 
در  حداکثر  را  نمودار  yها  محور 

یک نقطه قطع می کند(. 

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کلاس  در  کار  در  است.  گردیده  معرفی  پله ای  تابع  خاص  حالت  عنوان  به  جزء صحیح  تابع  سپس 
تمام  بیان  از  توابع داده شده است. توصیه می شود  این  از چگونگی رسم  مثالی ساده و مهم  صفحه  51 
ویژگی های تابع جزء صحیح و تمام حالت های رسم آن در کلاس خودداری شود. البته متناسب با سطح 
دانش آموزان می توان برخی ویژگی ها را بیان کرد ولی جزء اهداف کتاب نمی باشد. برای رسم تابع جزء 
صحیح ابتدا با توجه به بازه داده شده x را در بازه قرار داده و عبارت درون جزء صحیح را به کمک این 
بازه تولید می کنیم. سپس آنچه به وجود آمده را یک واحد یک واحد در بازه های مجزا قرار داده و جزء 
صحیح آن عبارت را محاسبه می کنیم و در نهایت بازه ها را دوباره به محدوده x تبدیل کرده و نمودار را 

در این بازه رسم می کنیم.

فعالیت  صفحه 49
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1  نمودار تابع f    (x) = [2x] را در بازهٔ ]2 , 1-] رسم کنید )جدول و نمودار داده شده را کامل کنید(.

-1 ≤ x    ≤ 2 ⇒ -2 ≤ 2x   ≤ 4 	
2x    =43 ≤ 2x < 42 ≤ 2x < 31 ≤ 2x < 20 ≤ 2x < 1-1 ≤ 2x < 0-2 ≤ 2x < -12x

43210-1-2[2x ]

x     =23
2  ≤ x < 2x≤ < 3

1
2

x≤ <1
1

2
x≤ < 1

0
2− 1

2
 ≤ x < 0-1 ≤ x < − 1

2x

کار در کلاس  صفحه 51

) را در بازهٔ ]3 , 3-] رسم کنید )کامل کنید(. )f x x =   
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2 نمودار تابع 
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