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اهداف کلی فصل

 آشنایی با فرایندهای حدی
 بررسی رفتار یک تابع در نزدیکی یک نقطه

 شناخت شهودی مفهوم حد
 درک تفاوت مقدار تابع و حد تابع در یک نقطه

 بررسی حد توابع به کمک نمودار آنها
توابع  برخی  و  ثابت، همانی، چند جمله ای، گویا، جزء صحیح  تابع  توابع شامل  انواع   محاسبه حد 

مثلثاتی و رادیکالی
 آشنایی با قوانین محاسبه حد توابع )حد مجموع، حد تفاضل و...(

 آشنایی با مفهوم پیوستگی به طور شهودی 
 ارائه تعریف پیوستگی تابع در یک نقطه و پیوستگی روی بازه

 معرفی برخی توابع پیوسته

نگاه کلی به فصل

حد یکی از مباحث مهم و پایه ای در ریاضیات محسوب می شود. در این فصل دانش آموزان برای اولین 
بار با این موضوع آشنا می شوند.ورود به این مبحث دارای ظرافت های زیادی است. ارائه تعریف صوری 
و رسمی حد در ابتدای کار منطقی و مفید نیست. به گفته فرودنتال »گام آخر در علم ریاضی صورت بندی 
مسائل از طریق اصل موضوعی ساختن آن است. این نقطه پایانی، نباید به عنوان نقطه آغازین تدریس ریاضی 
به حساب آید.« ارائه یک تعریف کار ساده ای است، امّا درک آن و گشودن رمز و رازهای نهفته در آن کار 
دشواری است. پژوهش ها تأکید می کنند که به عوض سر و کار داشتن در ابتدا با تعاریف رسمی بهتر است 

از رویکردی استفاده شود که در آن دو نکته در نظر گرفته شود:
نکته اوّل استفاده از مفاهیم آشنا و نکته دوم اینکه این مفهوم آشنا پایه ای برای ساختن مفهوم جدید فراهم 
کند. معرفی ایده های مجرد بدون فراهم نمودن زمینه ای طبیعی و مناسب برای آنها و نیز بدون توجه به دانش 
و تجربه قبلی دانش آموزان بر دشواری های یادگیری می افزاید و گاهی دسترسی فراگیران به ایده ها را ناممکن 
می سازد و علاوه بر این باعث بروز پدیده ای به نام مقاومت در برابر یادگیری دانش آموزان می شود. در این 
فصل تکیه اساسی مبتنی بر شهود و استفاده از تصاویر و نمودارها و تعاریف مقدماتی است. در این مسیر 
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در ارائه مباحث، موارد زیر مد نظر مؤلفان بوده است:
رایج بودن و متداول بودن در کتاب های معتبر، قابل فهم بودن برای دانش آموزان، متکی بر شهود و تجسم 
بودن، مورد قبول و پذیرش اکثریت معلمان بودن، تعادل بین مفاهیم و رویه ها، استفاده از پژوهش های مرتبط، 

پرهیز از ارائهٔ نابجای رویه های الگوریتمی و در نهایت تکیه بر خرد جمعی.

نقشۀ مفهومی

فصل ششم

حد و پیوستگی

  پیوستگیحد

  حد از منظر 
شهود )نمودار(  

حد از منظر مقادیر 
تابع )جدول(

حد چپ و راست

 تعریف حد

قوانین محاسبۀ حد

 حد توابع شامل   حد توابع مثلثاتی     قوانین کلی
جزء صحیح  

  حد توابع 
حد توابع رادیکالیحد توابع گویاچند جمله ای 

 پیوستگی تابع در  محک شهودی
یک نقطه

  پیوستگی 
روی بازه 

  پیوستگی راست پیوستگی چپ

٭ مطالب این بخش از مقاله زیر اقتباس شده است:
ریحانی، ابراهیم؛ شریفی، زهرا وسلطانی، محمد )1395(. بررسی بدفهمی های دانش آموزان سال سوم متوسطه در مورد مفهوم حد، فصلنامه علمی 

پژوهشی تعلیم و تربیت شماره ١٢٨

دانستنی هایی برای معلم٭

که  است  این  آنان  ریاضی  جهان بینی  اساس  و  دارند  مشکل  حد  مفهوم  با  دانش آموزان  از  بسیاری 
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فعالیت های  و  واقعیت  دنیای  با  که  آنهاست  روی  پیچیده  محاسبات  و  فرمول ها  از  مجموعه ای  ریاضیات 
روزمره ارتباطی ندارند، از این رو ملموس و قابل درک نیستند و فقط عده خاصی توانایی درک آنها را 
دارند. برخی از معلمان از همان ابتدای کار و بدون هیچ مقدمه ای با هدایت دانش آموزان به سمت استفاده از 
نمادها و رویه های پیدا کردنِ مقدار حد، آنها را از درک درستِ مفهوم حد دور می کنند. دانش آموزان نیز 
معمولاً توانایی محاسبهٔ حدها را با به کارگیری الگوریتمی فرمول ها و رویه ها دارند، بدون اینکه قادر به تفسیر 
نتایج کار خود باشند. لذا شاید بیشتر دانش آموزان با تمرکز بر روش های جبری و الگوریتمی برای محاسبه، 
بتوانند مسائل معمولی را حل کنند ولی برای حل مسائل غیرمعمول و غیرروتین که نیازمند درک ویژگی های 

خاصی از مفهوم حد باشد، ناتوان می باشند )جوتر1، 2006(.
همان طور که اشاره شد، عدم درک صحیح دانش آموزان از مفهوم حد منجر به بروز بدفهمی های متعددی 
در این زمینه می شود که ممکن است درک دیگر مفاهیم مرتبط با حد را نیز دچار مشکل کند. جهت شناسایی 
بر  یا  و  می کند  معرفی  را  بدفهمی  نوعی  کدام  هر  که  است  گرفته  انجام  متعددی  تحقیقات  بدفهمی ها  این 
بدفهمی های شناسایی شده توسط دیگران صحه می گذارد. در اینجا ابتدا بدفهمی های شناخته شده در زمینه 

حد را بیان می کنیم و سپس به بررسی عوامل مؤثر در ایجاد این بدفهمی ها خواهیم پرداخت.

بدفهمی های رایج

1ــ بدفهمی های شناخته شده در زمینه حد
بدفهمی های شناسایی شده در این زمینه در جدول 1 ارائه شده است: 

جدول 1ــ انواع بدفهمی های شناخته شده در زمینه حد )برگرفته از سلطانی، 1390(
تشریح بدفهمینوع بدفهمیشماره

حد و مرز12
به تصور دانش آموزان حد تابع به واقع مرز و سر حد تابع است و تابع هرگز نمی تواند از 
آن مقدار فراتر رود؛ یعنی مثلاً زمانی که حد تابع 2 است، مقدار تابع از مقدار 2 بیشتر 

نخواهد شد.

حد و نماد2

پنداشت های نادرستی که از نمادها و اصطلاحات زیادی که برای بیان تعاریف حد به کار 
به ...، ایجاد می شود. زمانی  نزدیک می شود  به سمتِ ... و  می رود مانند: میل کردن 
که مثلاً به دانش آموز گفته می شود x نزدیک a می شود ولی هرگز به آن نمی رسد، در پی آن 

بدفهمی هایی ایجاد خواهد شد که به نماد x → a مربوط است.

Juter ــ1
Does not exceed ــ2
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حد و حرکت33

برخی تصور می کنند زمانی که متغیر یک تابع به یک مقدار نزدیک می شود، حد حرکت 
تابع را به سمت یک عدد توصیف می کند، پس حد به مفهوم حرکت گره خورده است. این 
اتفاق در زمان پر کردن جدول هایی رخ می دهد که برای آموزش حد در ابتدای یادگیری، 

دانش آموز با آن مواجه می شود.

حد و جایگزینی4

باید در یک نقطه تعریف شده باشد تا در آن نقطه حد  برخی تصور می کنند که یک تابع 
داشته باشد یا حد تابع در یک نقطه همواره با مقدار تابع در آن نقطه برابر است یا حتی 
برخی آن را با مفهوم پیوستگی مرتبط دانسته و معتقدند که تابع فقط می تواند در نقاطی که 

پیوسته باشد حد داشته باشد.

حد و بی نهایت52

برخی تصورات مربوط به مفهوم بی نهایت و فرایندهای نامتناهی است. چون دانش آموزان 
قادر به فهم فرایندهای نامحدود نیستند و فقط از فرایندهای معین و محدود برای حل 
مسائل مربوط به حد استفاده می کنند؛ مثلاً در محاسبهٔ حدهای بی نهایت، دانش آموز چون 
درک خوبی از بی نهایت ندارد مانند عدد با آن برخورد کرده و در تابع به عنوان عدد آن 

را جایگزین می کند.

حدِ غیرقابل 6
دسترسی3

برخی تصور می کنند حد عددی یا نقطه ای است که تابع نزدیک آن می شود ولی هرگز به 
آن نمی رسد. مثلاً زمانی که حد تابعی در یک نقطه عدد 5 به دست می آید، تصور می کنند 

هرگز نمی توان آن را برابر 5 در نظر گرفت بلکه عددی نزدیک 5 است.

2ــ عوامل مؤثر بر ایجاد بدفهمی ها 
تحقیقات فراوانی که در این زمینه انجام شده است، عوامل متعددی را در ایجاد این بدفهمی ها دخیل 
می دانند که این عوامل مانع ساخت و سازهای مفهومی در مورد حد می شوند. از جملهٔ این موانع شناخته 

شده می توان به موارد زیر اشاره کرد:
الف( مشکلات ناشی از طرح واره ها1: اغلب اشتباهات مفهومی دانش آموزان ریشه در ساختارهای 
ذهنی دارد یا به عبارت دیگر طرح واره های ذهنی عامل مؤثری در ایجاد بدفهمی ها در مورد مفهوم حد می باشد. 

گویا و حسام )1384( چند نوع از تأثیرات طرح واره های ذهنی دانش آموزان را به صورت زیر ذکر کرده اند:
الف( 1ــ مداخله طرح واره های پیشین در یادگیری جدید

آنها  همواره طرحواره های قبلی دانش آموزان که در ذهن آنها شکل گرفته است ممکن است یادگیری 
را تحت تأثیر قرار دهد. اولیور2 )1992( معتقد است دانش آموزان به جای آنکه طرح واره های ذهنی خود 
را بازسازی کنند؛ عموماً تمایل دارند ایده های جدید را در طرحواره های موجود خود جذب کرده و با آنها 
) را زمانی که ∞+ → x برابر 6 محاسبه می کند،  ) x

f x
x

−
=

−

2 9
3

منطبق سازند. مثلاً زمانی که دانش آموز حد تابع 
طرح وارهٔ ذهنی او از حد در نقطه x   =3 در حل این مسئله مداخله کرده و باعث ایجاد این اشتباه شده است.
Schema ــ1
Oliver ــ2
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الف( 2ــ مداخله یادگیری جدید در طرح واره های قبلی 
در این حالت دانش آموز با یادگیری مطالب جدید، دچار بدفهمی ها و اشتباهاتی در مورد مطالب گذشته 
می گردد که قبل از آن، آنها را نداشته است، یعنی در این حالت طرح وارهٔ جدید است که طرح وارهٔ پیشین 
را تحت تأثیر قرار می دهد؛ مثلاً دانش آموزی که قبل از آموزش »حد در بی نهایت«، محاسبه حد توابع گویا 
در یک نقطه را عددی ثابت محاسبه می کند، پس از آموزش حد در بی نهایت در مورد حدهایی که به جواب 
این زمان طرح وارهٔ جدید است که طرح وارهٔ قبلی را دچار  تناقض خواهد شد. در  ∞ ± می رسند، دچار 

مشکل خواهد کرد.
الف( 3ــ بازخوانی یک طرح وارۀ نامناسب

زمانی که دانش آموز در موقعیت حل مسئله قرار می گیرد، باید طرح واره هایی را در ذهن خود بازخوانی 
و فعال نماید که به کارگیری آنها برای حل مسئله مفید باشد. گاهی ممکن است دانش آموز برای یک مسئله 
از طرح وارهٔ نامناسب استفاده کند و باعث بروز یک اشتباه مفهومی گردد؛ مثلاً زمانی که دانش آموز حد تابع 

) را در نقطه 5 برابر 1 محاسبه می کند، ممکن است طرح واره حدهای بی نهایت را به طور  ) x
f x

x

−
=

−

2

2

4

25
نامناسب بازخوانی کرده باشد.

یادگیری  عدم  بر  تأثیرگذار  عوامل  از  یکی  غیرمؤثر:  آموزشی  از روش های  ناشی  ب( مشکلات 
و درک ناصحیح مفهوم حد نحوهٔ آموزش این مفهوم و تأکید بر دانش رویه ای به جای دانش مفهومی در 
می باشد.  تحصیلی  ارزشیابی  و  بحث های کلاسی  در  دانش  نوع  این  به  معلمان  توجه  و  درسی  کتاب های 
با  که  الگوریتمی و جبری  بر روش های  دارند که ضمن تسلط کامل  از دانش آموزان وجود  طیف وسیعی 
بازنمایی های دیگر مفهوم مثل گرافیکی و هندسی سازگاری ندارد، اکثر مفاهیم را بدون درک مفهومی آن 
آموزش می بینند. طبق نتایج به دست آمده از تحقیقات برای آموزش مفاهیم به دانش آموزان باید بین رویه های 
الگوریتمی و درک مفهومی تعادل ایجاد کرد تا معنای مفاهیم از جمله حد و پیوستگی و مشتق و انتگرال 
توسط استفاده از روش های الگوریتمی قدرتمند پوشیده نشود )آرتیگ1 )1998( و براسائو2 )1997( نقل 

شده درایلیا3 )2009((.
ج( مشکلات ناشی از فرایندهای انتزاعی و ساختن مفهوم: معمولاً اولین برخورد دانش آموزان 
با مفهوم حد، با مسائلی شروع می شود که بر تعاریف تکیه نمی کند، بلکه بر خواص متنوع شهودی مفهوم 
حد تکیه دارد. با چنین شروعی اغلب دانش آموزان تصوراتی از پویایی حد پیدا خواهند کرد و به این باور 

Artigu ــ1
Broussea ــ2
Elia ــ3
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می رسند که تعاریف حد را بدون نیاز به دستیابی به همه نتایج مفهومی رسمی حد درک کرده اند. همچنین 
تأکید بر فرایندهای انتزاعی مانند »نزدیک شدن به ...« که در آموزش اولیه حد وجود دارد باعث ایجاد 

بدفهمی ها می گردد.
د( مشکلات به وجود آمده در برخورد با تعریف رسمی حد: مشکل اساسی در مفهوم حد زمانی به 
اوج خود می رسد که دانش آموزان باید از مفاهیم پویایی حد بگذرند و به مفاهیم رسمی برسند. همان طور که 
می دانیم در آموزش مفهوم حد ابتدا جملاتی مانند »میل می کند به سمتِ ...« و »نزدیک می شود به ...« و 
نظایر آن برای دانش آموزان معنی می شود. دانش آموزان حتی بعد از آموزش رسمی حد، هنوز هم بر همان 
معانی اولیه تکیه می کنند و بدفهمی هایی نظیر »آیا تابع به حد خود می رسد؟« یا »حد، حرکتی است به سمت 
یک شیء که ممکن است به آن برسد یا نرسد« برای آنها ایجاد می شود. این بدفهمی ها در درک دانش آموزان 
از تعریف رسمی حد مؤثر است. بنابراین زمانی که تعاریف رسمی که با ایده های شهودی و پویایی از حد 
سازگاری ندارند مطرح می شوند، دانش آموزان در درک آن دچار مشکل شده و به بدفهمی های آنها، نمادها 

و اصطلاحات موجود در تعریف رسمی هم اضافه می شود )ایلیا، 2009(.
تحقیقات  زمینه،  این  در  دانش آموزان  مشکلات  و  ریاضیات  در  حد  مفهوم  جایگاه  و  اهمیت  علت  به 
متعددی در سراسر دنیا در مورد این مفهوم انجام گرفته است که بخشی از آنها به نحوه آموزش این مفهوم 
و بخشی دیگر از تحقیقات به شناسایی انواع مشکلات و بدفهمی های ایجاد شده می پردازد. از جملهٔ این 
تحقیقات می توان به تحقیق مونوقان1 )1991( اشاره کرد که تأثیرات زبان را بر باورهای دانش آموزان دربارهٔ 
واژه هایی مانند »به سمتِ ... میل می کند.«، »به ... نزدیک می شود.«، »در ... همگرا می گردد.« و »حد« 

بررسی نمود و مشاهده کرد که دانش آموزان این واژه ها را با شکل های متفاوتی به کار می برند.

تصویر عنوانی

برج کاشانه، برج بلند و زیبایی است که در جنوب شهر بسطام و جنوب خاوری مسجد جامع بسطام قرار 
دارد. برج کاشانهٔ بسطام از بناهای تاریخی قرن هفتم و هشتم هجری است. تاریخ بنای برج کاشانه بر اساس 
کتیبه سردر ورودی، سال 700 قمری است. ارتفاع این برج 20 متر است و در بالای برج نوشته ای به خط 
کوفی دیده می شود که در آن نام الجایتو ثبت شده است. ارتفاع برج کاشانه از درون 24 متر و از بیرون 

نزدیک به 20 متر است. شکل خارجی آن چند ضلعی منتظم سی ضلعی است.
در بالای برج کاشانه دو حاشیه از آجرهای بزرگ وجود دارد که روی آن مطالبی نوشته شده است. 

Monaghan ــ1
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در ضلع جنوب غربی این برج روی یک آجر کلمه بسم اللّٰه الرحمن الرحیم با خط ثلث بسیار زیبایی دیده 
می شود.

برخی از شرق شناسان از جمله آندره گدار بر این گمان است که این بنا از آثار غازان خان مغول است و نام 
اصلی آن غازانه بوده که به مرور زمان و بدون توجه به اصل آن کاشانه نامیده شده است.

در دوره های بعد از اسلام، از این برج برای دیده بانی بسطام استفاده می شد. با توجه به اسلوب ساختمان 
و عوامل دیگر، این بنا بسیار شبیه رصدخانه به نظر می رسد.

ساختمان برج کاشانه که نمای خارجی آن دارای جلوه و شکوه خاصی است، از بناهای درخور اهمیت 
خطه قومس بوده و نمای خارجی آن نیز دارای جلوه و شکوه خاصی است. برج کاشانه در سال 1310 به 

شماره 69 در فهرست آثار تاریخی به ثبت رسیده است.
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هدف کلی: درک مفهوم حد به صورت شهودی 

              فرایندهای حدیدرس اول

اهداف جزئی درس

1 معرفی فرایندهای حدی )با استفاده از اشکال هدفمند و درج مقادیر متناظر در جدول(
٢ درک اولیهٔ مفهوم حد، حد چپ و حد راست با استفاده از فرایندهای حدی

٣ آشنایی با مفهوم حد چپ و حد راست تابع در یک نقطه
٤ آشنایی با تعریف حد تابع در یک نقطه

٥ درک شهودی حد راست، حد چپ و تشخیص حد داشتن تابع در یک نقطه، از روی نمودار 
٦ بررسی حد توابع با استفاده از جدول مقادیر

٧ درک تفاوت بین حد تابع در یک نقطه و مقدار تابع در همان نقطه
٨ بررسی حد توابع رادیکالی ساده، چند ضابطه ای، شامل قدرمطلق از روی نمودار

پیش نیازها

1 آشنایی با توابع خطی و رسم نمودار آن
٢ آشنایی با توابع درجه دوم )سهمی( و رسم نمودار آن

٣ آشنایی با مفهوم قدرمطلق
٤ آشنایی با رسم نمودار توابع چند ضابطه ای
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روش تدریس

با  به طور شهودی و غیررسمی  به فرایندهای حدی اختصاص دارد و در آن دانش آموزان  اوّل  درس 
مفهوم حد آشنا می شوند. لازم به ذکر است که در این کتاب به تعریف حد در همین سطح بسنده شده و از 
ارائه تعریف رسمی و دقیق حد اجتناب کرده ایم. حد راست و حد چپ نیز به طور شهودی و با تکیه بر نمودار 

توابع مطرح می شود.
در فعالیت صفحهٔ 120 به کمک چندضلعی های منتظم محاطی در یک دایره، مفهوم حد به طور شهودی 
مورد بررسی قرار می گیرد. به همکاران محترم توصیه می شود در انجام این فعالیت از دانش آموزان بخواهند 
که در مورد مساحت ها حدس بزنند به این معنی که مساحت چندضلعی را با مساحت دایره مقایسه کنند و در 

صورت امکان و داشتن زمان کافی، مساحت برخی از چندضلعی ها مثلاً مثلث و مربع را به دست بیاورند.

فعالیت صفحه 120

حدس می زنید مساحت کدام یک به مساحت دایره نزدیک تر است؟ هرچه تعداد اضلاع چند ضلعی های 
منتظم محاطی بیشتر شوند، چه اتفاقی می افتد؟ مساحت مربع به مساحت دایره نزدیک تر است. هرچه تعداد 

اضلاع چندضلعی های محاطی بیشتر شوند، مساحت چندضلعی منتظم به مساحت دایره نزدیک تر می شود.
برای نزدیک تر شدن مساحت چند ضلعی های منتظم محاطی به مساحت دایره چه می توان کرد؟ آیا به هر 
میزان که بخواهیم می توانیم مساحت چند ضلعی های منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم؟ برای نزدیک تر 

شدن مساحت چندضلعی منتظم محاطی به مساحت دایره، می توان تعداد اضلاع چندضلعی را بیشتر کرد.
بله هر قدر که بخواهیم می توانیم مساحت چندضلعی منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم.

76543…12زیاد شدن تعداد اضلاع         →
چند ضلعی 
منتظم محاطی

نزدیک تر شدن مساحت         →
چند ضلعی ها به مساحت دایره 

3r2…2/8 r22/6 r22/38  r22r21/3r2مساحت تقریبی

ریاضی  نمادهای  از  این جمع بندی  در  اینکه  با  می کند.  کامل  را  فعالیت  پایان صفحهٔ 120،  جمع بندی 
استفاده نشده است ولی جملات دقیق و بی نقص ارائه شده اند.

در کار در کلاس صفحهٔ 121، همین مطلب با استفاده از چندضلعی های منتظم محیط بر دایره تکرار شده 
است.
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توصیۀ آموزشی

همکاران محترم ...
1 اجازه دهید دانش آموزان با جملات خودشان نتیجه را بیان کنند و در مورد آن در کلاس بحث شود. 
٢ در این دو فعالیت، طرح مفهوم حد به کمک دنباله ها و مثلاً میل کردن تعداد اضلاع به بی نهایت به هیچ 

عنوان جزو اهداف کتاب نیست.

نتیجه مشابه آنچه را در فعالیت قبل به دست آمد، دربارهٔ این چند ضلعی ها بیان کنید )محاسبه مساحت ها 
لازم نیست(.

مساحت  دهیم،  افزایش  را  دایره  بر  محیط  منتظم  چندضلعی های  اضلاع  تعداد  هرچه  نتیجه: 
چندضلعی های منتظم محیطی، به مساحت دایره نزدیک تر می شود.

به عبارت دیگر مساحت چندضلعی های منتظم محیط بر دایره را هر قدر که بخواهیم می توانیم به مساحت 
دایره نزدیک تر کنیم به شرط آنکه تعداد اضلاع چندضلعی را به مقدار کافی بزرگ اختیار کنیم.

در فعالیت صفحهٔ 121، دانش آموزان با مقایسهٔ مساحت مستطیل ها، با گونه ای دیگر از فرایندهای حدی 
آشنا می شوند. تکمیل جدول ها، به دانش آموزان امکان مقایسهٔ مساحت مستطیل ها را می دهد.

جدول و تصاویر به دانش آموز کمک می کند که مفهوم میل کردن و نزدیک شدن به یک نقطهٔ خاص، 
و مفهوم حد را به طور شهودی و غیررسمی درک نماید. همچنین ارائه مساحت در قالب یک تابع، 
نوعی مدل سازی ریاضی مقدماتی به حساب می آید و تکیه بر روی یک تابع و رفتار آن را تا حدی توجیه 

می کند.

کار در کلاس صفحه 121

فعالیت صفحه های 121 و 122

مربع ABCD به ضلع 4 واحد را در نظر می گیریم. پاره خط MN وسط AB را به وسط DC وصل 
 .2*4=8 با؛  است  برابر   AMND مستطیل  مساحت  است؟  چقدر   AMND مستطیل  مساحت  می کند. 

جاهای خالی را پر کنید )طول مستطیل ها برابر 4 واحد است(.
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از  مقادیر کمتر  با  عرض مستطیل ها 
3، به 3 نزدیک می شود.

2/992/92/82/72/52/12
عرض 

مستطیل ها

48/  11/9611/611/210/8108مساحت به عدد 12 نزدیک می شود.
مساحت 

مستطیل رنگی

عرض مستطیل ها با مقادیر بیشتر از 
3، به 3 نزدیک می شود.

عرض مستطیل ها3/013/13/23/53/94

مساحت مستطیل رنگی12/0412/412/81415/616مساحت به عدد 12 نزدیک می شود.

x از سمت راست به 3 نزدیک می شود	   x از سمت چپ به 3 نزدیک می شود

43/93/53/23/13/01→3←2/992/92/82/52/12x

1615/61412/812/412/04→12←11/9611/611/2108  /48f    (x)

f  (x ) به 12 نزدیک می شود                                                      f  (x ) به 12 نزدیک می شود

با استفاده از فعالیت صفحه های 121 و 122، تعاریف شهودی حد راست و حد چپ را با دقت مناسبی 
در صفحهٔ 123 ارائه کرده ایم و در نهایت مفهوم حد برای این مثال بیان شده است.

پس از این مطلب، با الهام از مثال صفحهٔ 124، تعریف حد تابع در یک نقطه را در همان صفحه ارائه 
کرده ایم.

با حد  هدف فعالیت صفحهٔ 125، درک بهتر مفهوم حد و برطرف کردن برخی از بدفهمی های مرتبط 
است. در این فعالیت دانش آموزان با سه تابع f و g و h مواجه شده و دلیل مساوی نبودن این سه تابع را 
توضیح می دهند. سپس با تکمیل جدول ها و بررسی رفتار سه تابع در نزدیکی نقطهٔ 4، رفتار این توابع را 
یکسان می بینند. رفتار یکسان این سه تابع به وسیلهٔ مفهوم حد قابل توجیه است. با اینکه سه تابع مساوی 

نیستند ولی حد هر سه تای آنها در نقطهٔ 4 برابر با 7 است.
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نمودار توابع زیر رسم شده اند:

f     (x)=2x -1 	 ( )
x x

g x
x

− ≠
=  =

2 1 4

5 4
	           h   (x)=2x -1 	            (x ≠ 4)

هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟ آیا این سه تابع با یکدیگر برابرند؟ دامنه و برد این سه تابع را معلوم 
کنید.

فعالیت صفحه 125
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h  (x) = 2x   -١ (x ≠ 4) 	f   (x) = 2x   -1 	 ( )
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x
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خیر، سه تابع با هم مساوی نیستند زیرا نمودارهایشان دقیقاً برهم منطبق نیستند.
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می خواهیم رفتار این سه تابع را در نزدیکی نقطهٔ 4 بررسی کنیم. ابتدا جدول را کامل کنید.

x از سمت راست به 4 نزدیک می شود                                   x از سمت چپ به 4 نزدیک می شود

54/54/24/14/01→ 4 ←3/993/93/83/53x

987/47/27/02→ 7 ←6/986/86/665f   (x  )

987/47/27/02→ 7 ←6/986/86/665g (x  )

987/47/27/02→ 7 ←6/986/86/665h   (x  )

مقادیر   g    ،f و   h را به هر اندازه که بخواهیم می توانیم به عدد 7 نزدیک کنیم؛ به شرط آنکه مقادیر x به 
قدر کافی به عدد 4 نزدیک شود. حد هر سه تابع وقتی که x    →4 )بخوانید x  به سمت 4 میل می کند( برابر 7 

است. به عبارت دیگر:
lim ( )
x

f x
→

=
4

7 	lim ( )
x

g x
→

=
4

7 	lim ( )
x

h x
→

=
4

7
	

در پایان درس، به عنوان جمع بندیِ بحث، تأکید شده است که حد تابع و مقدار تابع )در صورت وجود(، 
الزاماً با یکدیگر برابر نیستند. مثال های 1 و 2 در صفحهٔ 126، برای تثبیت این موضوع ارائه شده اند.

توصیۀ آموزشی 

همکاران محترم در طرح سؤالاتی که در آنها بررسی حد با رسم نمودار مدنظر است، لطفاً به موارد زیر 
عنایت فرمایید:

1 استفاده از توابع ثابت، توابع خطی و توابع درجه 2 توصیه می شود.
2 از آوردن توابع قدرمطلقی جز حالت |y = |x   -a اجتناب نمایید.

y توصیه می شود. x a= − 3 استفاده از توابع رادیکالی، فقط به فرم 
مطرح کردن نمونه هایی جز این موارد، خارج از اهداف کتاب است. همچنین طرح سؤال های حدی در 
مورد نمودارهایی که شاخهٔ بی نهایت دارند یا دارای مجانب هستند، به هیچ وجه جزء اهداف آموزشی این 

کتاب نمی باشد، لذا از طرح چنین سؤالاتی خودداری فرمایید.
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حل تمرین های صفحۀ 127

( )lim ( )
x

f x
→

=
1

0 1 الف( نادرست    
ب( درست

پ( نادرست      )تابع f در 2 تعریف نشده است(
ت( درست

lim وجود ندارد( ( )
x

f x
→ −1

ث( نادرست     )
ج( درست
چ( درست
ح( درست

2 تابع f   (x) = x   -3 را در نظر می گیریم. نمودار این تابع 
به صورت مقابل است و با توجه به نمودار، داریم:

lim ( )
x

f x
→

= −
2

1

نمودار  با   ، ( )
x x

f x x

x x

− >
= =
 − <

1 3

1 3

3 3

تابع   3

مقابل، خواسته های مسئله را تأمین می کند. در این تابع 
داریم:

f    (3) = 1    وجود ندارد    و lim ( )
x

f x
→1

2-2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1
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y

2-3 -2 -1 0 1 3 4
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1
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x
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4
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با نمودار مقابل،   ،f    (x) = 4 (x ≠2) تابع   4

. lim ( )
x

f x
→

=
2

4 در نقطهٔ 2 تعریف نشده است و 

lim ( )
x

f x
+→

=
2

0 5 الف( 

lim وجود ندارد، چون تابع f برای x  >2 تعریف نشده است. ( )
x

f x
−→2

ب( 
lim وجود ندارد زیرا تابع f در نقطهٔ x   =2، حد چپ ندارد. ( )

x
f x

→2
پ( 

f     (2) = 0 )ت

به   ( )
x x

f x
x x

>
= − <

0

0
تابع  نمودار   6

است  مشخص  ضابطه  از  است:  مقابل  صورت 
نمودار  به  توجه  با  و  تعریف نشده است   f    (0) که 

lim ( )
x

f x
→

=
0

0 داریم: 

.h  (2) = 3 تعریف نشده است و g   (2) ،f   (2) = 5 )7 الف
ب(
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2

5 	lim ( )
x

h x
→

=
2

5

-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

6

-3-4

y
f g h

x
-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

6

-3-4

y

x
-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

6

-3-4

y

x

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

4
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8 برای پاسخ به سؤال، از جدول استفاده می کنیم:

x از سمت چپ به 2 نزدیک می شود x از سمت راست به 2 نزدیک می شود	

x2/52/22/12/012/00121/9991/991/91/81/5x

f   (x) = -x  +20/50/30/10/010/0010-1-1/001-1/01-1/1-1/2-1/5f   (x) = x  -3

f    (x) به صفر نزدیک می شود                                                         f    (x) به 1- نزدیک می شود

، و چون حد چپ و راست با هم برابر نیستند،  lim ( )
x

f x
+→

=
2

0 lim و  ( )
x

f x
−→

= −
2

با توجه به جدول 1
پس تابع f در نقطهٔ 2 حد ندارد.

 ( ) x x
f x

x x

 + >= 
− − ≤

2 2 0

2 2 0
9 نمودار تابع 

به صورت مقابل است. بنابر نمودار داریم:
lim ( )
x

f x
+→

=
0

و2
 

lim ( )
x

f x
−→

= −
0

2

نیستند،  برابر  راست  و  چپ  حد  که  می بینیم 
4-3-2بنابراین حد تابع f در x   =0 وجود ندارد. -2 -1 0 1 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y
4

 | |( )
xx

f x
x x

>
= = − <

1 0

1 0
10 نمودار تابع 

به  توجه  با  است.  شده  رسم  روبه رو،  صورت  به 
نمودار داریم:

lim ( )

, lim ( ) lim ( )

lim ( )

x

x x

x

f x

f x f x

f x

+

+ −

−

→

→ →

→

 =
 ≠ ⇒

 = −


0

0 0

0

1

1

lim وجود ندارد  ( )
x

f x
→0

	

-3-4 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y
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اهداف آموزشی

١ آشنایی با قوانین محاسبهٔ حد 
٢ درک شهودی برخی از قوانین محاسبهٔ حد از روی نمودار

٣ محاسبهٔ حد توابع با استفاده از ضابطه
٤ آشنایی با نحوهٔ محاسبهٔ حد توابع چندجمله ای، رادیکالی، مثلثاتی و چندضابطه ای

٥ آشنایی با نحوهٔ محاسبهٔ حد توابع گویا وقتی حد صورت و مخرج برابر با صفر است.
٦ ارائه راهکار دقیق و مناسب برای بحث روی حد توابع شامل قدرمطلق.

٧ ارائه الگوی مناسب و قابل درک در مورد چگونگی بحث وجود یا عدم وجود حد تابع با ضابطهٔ 
y = [x] در نقاط صحیح و غیرصحیح.

             محاسبۀ حد توابعدرس دوم

پیش نیازها

١ آشنایی با توابع، دامنه و نمودار آنها
٢ شناخت تابع جزء صحیح و نمودار آن

٣ آشنایی با مفهوم قدرمطلق، شناخت توابع شامل قدرمطلق و رسم نمودار آنها
٤ آشنایی با روش های تجزیهٔ عبارت های جبری

٥ درک تعاریف و مطالب مطرح شده در درس اوّل
٦ آشنایی با مقادیر نسبت های مثلثاتی و محاسبهٔ مقدار عددی عبارت های مثلثاتی
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روش تدریس

در این درس، قوانین محاسبهٔ حدِ برخی توابع، آموزش داده می شود. این دستورها بدون اثبات و در 
صورت لزوم به کمک شهود و با استفاده از نمودار توضیح داده می شوند. در مورد حد توابع گویا، رفع 
ابهام در حالت های ساده آموزش داده می شود که در این قسمت نیز برای درک بهتر، از نمودار توابع کمک 

گرفته می شود.

توصیۀ آموزشی

رادیکال  زیر  تابعِ خطیِ  آن حد  در  که   y ax b= + به شکل  توابعی  برای  تنها  رادیکالی  توابع  حد 
توابع  ادامه حد  در  نیست.  کتاب  این  اهداف  دیگر جزء  و حالت های  مثبت است مطرح می شود  عددی 
مثلثاتیِ y = sinx و y = cosx و یا ترکیبات سادهٔ آنها ارائه می شود. پس از این خلاصه، به ابتدای درس 
بازمی گردیم. درس دوم را با ارائه دستورها و قواعدی برای محاسبهٔ حد توابع آغاز کرده ایم. در بیان این 
دستورها، ابتدا محاسبهٔ حد تابع ثابت و تابع همانی با ذکر مثال هایی و با تکیه بر شهود و رسم نمودار ارائه 

شده است.

کار در کلاس صفحه 128

حدهای زیر را حساب کنید:

lim
x

x
→

=
7

7 	lim
x→

=
7
5 5 	lim

x
x

→
=

0
0 	

lim
x→

=
5
0 0

	
lim( )
x→

− = −
4

2 2
	
lim
x

x
→

= −
7

7
	

پس از این کار در کلاس، می توان با ارائه مثال زیر، بحث را غنی تر نموده و به آن عمق بیشتری داد:

) در نقطهٔ x   =2 را در صورت وجود بیابید. )
x

f x
x

≠
=  =

5 2

1 2
مثال: حد تابع 

از  قانون  بیان  از  قبل  می شود  توصیه  است.  شده  ارائه  تابع  دو  مجموع  حد  قانون   ،129 صفحهٔ  در 
دانش آموزان بخواهیم تا در مورد آن حدس بزنند. کار در کلاس ارائه شده به توضیح بیشتر این قانون با تکیه 

بر نمودار دو تابع مربوطه می پردازد.
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) را به کمک قانون بالا محاسبه کنید. جاهای  )lim ( ) ( )
x

f x g x
→

+
2

اگر f    (x) = x و g    (x) =2x    -1 آن گاه 
خالی را پر کنید و به کمک نمودارها قانون حد مجموع را نیز توضیح دهید.

کار در کلاس صفحه 129

با توجه به نمودارها، واضح است که با نزدیک شدن x به عدد 2، مقادیر تابع f   (x) به 2 و مقادیر تابع g(x) به 
3، و در نتیجه مقادیر تابع f  (x) + g  (x) به عدد 5=3+2 نزدیک و نزدیک تر می شوند. بنابراین داریم:

( )lim ( ) ( )
x

f x g x
→

+ =
2

5

از دانش آموزان  بهتر است که  ارائه شده است.  تابع  تفاضل و حد حاصل ضرب دو  قانون حد  ادامه،  در 
بخواهیم مثال های دیگری مطرح و حل نمایند. در این فرایند بسیاری از اشکالات آنها با بحث و گفت وگوی 
این  این موقعیت، یک سؤال چالش   برانگیز که قابل طرح و بررسی است  برطرف خواهد شد. در  کلاسی 
است که آیا امکان دارد دو تابع در نقطه ای خاص حد نداشته باشند ولی مجموع آنها در آن نقطه دارای حد 
باشد؟ این سؤال را می توان به عنوان یک تحقیق به دانش آموزان واگذار کرد و در جلسات بعد مورد بررسی 

قرار داد.

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

f (x)=x

x

y

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

5

4

6

x

y

g(x) x= −2 1 g(x) x= −3 1

lim ( )
x

f x
→

=
2

2 lim ( )
x

g x
→

=
2

3 ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +
2 2 2

= 2+3=5
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به کمک قوانینی که تاکنون دانش آموزان فراگرفته اند، می توانند به تعمیم برخی از قوانین محاسبهٔ حد پرداخته 
و یا از آنها برای محاسبهٔ حد بسیاری از توابع استفاده کنند.

به طور مثال می توانند حد توان های طبیعی تابع f    (x) در یک نقطه را به شرط وجود حد تابع f در آن نقطه، 
به  دست آورند و یا از قوانین برای محاسبهٔ حد تابع چندجمله ای استفاده کنند.

کار در کلاس صفحه 130

، به کمک قانون حد حاصل ضرب هر یک از حدهای زیر را بیابید. lim ( )
x a

f x l
→

= الف( اگر 
. در این صورت به کمک قانون حد حاصل ضرب، می توان نوشت: lim ( )

x a
f x l

→
= فرض کنیم 

( ) ( )lim ( ) lim ( ) . ( )
x a x a

f x f x f x
→ →

=   2 	

lim ( ). lim ( )
x a x a

f x f x l l l
→ →

= = × = 2

	
( ) ( )( )lim ( ) lim ( ) . ( )

x a x a
f x f x f x

→ →
=3 2

	
( )lim ( ) .lim ( ) .

x a
f x f x l l l

→
= = =2 2 3

	
lim چگونه از قوانین 1، 2، 4 و 5 استفاده می کنید؟ توضیح دهید. ( )

x
x

→
−

20

2
3

5
ب( برای محاسبهٔ حد 

، ابتدا با استفاده از قوانین )1( و )2( و )4( می توان نوشت: lim ( )
x

x
→

−
20

2
3

5
ب( برای محاسبهٔ 

	                                                                                                                                       قانون 4

lim ( ) lim lim
x x x

x x
→ → →

= × = × =
20 20 20

2 2 2
20 8

5 5 5
	

	
                                                                                                                                   قانون )2(    قانون )1(

اینک با استفاده از قانون )5(، داریم:

lim ( ) lim ( ) lim
x x x

x x
→ → →

− = − = − =
20 20 20

2 2
3 3 8 3 5

5 5
	

  131 صفحهٔ  فعالیت  در  که  است  شده  ارائه  نیز  تابع  دو  تقسیم  حد  محاسبهٔ  قانون   ،130 صفحهٔ  در 
دانش آموزان در چند نمونه به استفاده از آن خواهند پرداخت.
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 ، f       (x)= 3x2+2x   -7 ٔبا ضابطه f ١ برای تابع

lim را به دست آورید. ( )
x

f x
→1

الف( با تکمیل جاهای خالی 

lim ( ) lim( )
x x

f x x x
→ →

= + −2

1 1
3 2 7 	

lim( ) lim( ) lim
x x x

x x
→ → →

= + −2

1 1 1
3 2 7

	

( )lim lim lim ( ) ( )
x x x

x x x
→ → →

= + − = + − = + − = −
2

2 2

1 1 1
3 2 7 3 2 1 7 3 1 2 7 2

	

lim را بررسی کنید.  ( ) ( )
x

f x f
→

=
1

1 ب( f      (1) را محاسبه کنید و درستی تساوی 
که  می بینیم   lim ( )

x
f x

→1
با  عدد  این  مقایسهٔ  با  و  می آید  به دست   f    (1) = -2 ساده  محاسبه ای  با 

. lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
1

1

lim را بررسی  ( ) ( )
x

g x g
→

=
2

2 ، درستی تساوی  ( )g x x x x= − + −4 31 1
5

8 2
پ( دربارهٔ تابع با ضابطهٔ 

کنید.
( )g x x x x= − + −4 31 1

5
8 2

	

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim( )
x x

g

g x x x x
→ →

 = − + − = − + − =

 = − + −

4 3

4 3

2 2

1 1 1 7
2 2 2 5 2 2 8 10

8 2 2 2
1 1

5
8 2

	
	

lim( ) lim lim( ) lim
x x x x

x x x
→ → → →

= − + −4 3

2 2 2 2

1 1
5

8 2 	
lim lim lim lim
x x x x

x x x
→ → → →

= − + −4 3

2 2 2 2

1 1
5

8 2 	

( ) ( )lim lim lim lim
x x x x

x x x
→ → → →

= − + −
4 3

2 2 2 2

1 1
5

8 2 	
( )= × − + − = − + − =4 31 1 1 7

2 2 5 2 2 8 10
8 2 2 2 	

lim ( ) ( )
x

g x g
→

=
2

2 ، واضح است که:  lim ( )
x

g x
→2

با مقایسهٔ g  (2) و 

فعالیت صفحه 131
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. جاهای خالی را کامل کنید. lim
x

x

x x→

−
− +23

2 1

4 1
٢ الف( مطلوب است: 

lim( ) ( )lim
lim( ) ( )

x

x
x

xx

x x x x
→

→
→

−− −
= = = −

− + − + − +
3

2 2 23
3

2 12 1 2 3 1 5
24 1 4 1 3 4 3 1

	

ب( حدهای زیر را حساب کنید.
lim( ) ( )lim

lim( ) ( )

x

x

x

x xx x

x x

→

→

→

+ ++ + + +
= = =

+ + +

4 3
4 3 4 3

1

1 2 2 2

1

2 12 1 1 2 1 1 12
2 2 2 17

5 5 5 1
3 3 3

	

lim( )
lim

lim( ) ( ) ( )

x

x

x

xx

x x x x

→

→

→

−− −
= = =

− + − + − +

2
2 2

1

1 2 2 2

1

11 1 1
0

3 3 3
2 1 2 1 1 2 1 1

5 5 5 	

) وقتی که حد صورت و مخرجِ کسر هر  )
( )

P x
Q x

در صفحات 131 و 132 برای محاسبهٔ حد تابع گویای 
دو برابر صفر می شود، دو روش مورد بررسی قرار گرفته است؛ روش ساده کردن عبارت و روش استفاده 

از نمودار.
توصیۀ آموزشی: در این مورد، تابع ها باید در محدوده ای که کتاب به آن پرداخته است مورد بحث 
قرار گیرند و طرح حدهای پیچیده و مشکل که تنها بر پایهٔ الگوریتم ها و قواعد و بدون درک مناسب ارائه 

می شوند مجاز نیست.

کار در کلاس صفحه 132

مانند مثال قبل حدها را محاسبه کنید؛ سپس به کمک نمودارها نیز محاسبهٔ حد را توضیح دهید.

lim )الف
x

x x
x→ −

+ +
+

2

2

5 6
2

	

( )( )lim lim ( )
( )x x

x x
x

x→ − → −

+ +
= = + =

+2 2

2 3
3 1

2
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) و g   (x) = x   +3 رسم شده است. با توجه به نمودارها، واضح است  ) x x
f x

x
+ +

=
+

2 5 6
2

نمودار دو تابع 
که توابع f و g با هم مساوی نیستند ولی حد آنها در نقطهٔ x = -2 با هم برابر و مقدار این حد عدد 1 است 

یعنی همان عددی که با استفاده از قوانین محاسبهٔ حد به دست آوردیم.

) )ب )( )lim lim lim( )
x x x

x x x x
x x

x x→ → →

− − + +
= = + + =

− −

3 2
2

1 1 1

1 1 1
1 3

1 1
	

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

6 6

-3-4 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

-3-4

x x
f (x)

x

y

x

y

x

+ +
=

+

2 5 6
2

g(x) x= + 3

-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

-3

x

y

x

y

x

x
−
−

3 1
1

-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

-3

g(x)=x x+ +2 1

-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

-3

x

y

x

y

x

x
−
−

3 1
1

-2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

5

-3

g(x)=x x+ +2 1

) و g   (x) = x2+  x  +  1 آورده شده است. به وضوح f و g برای x   ≠1، با هم  ) x
f x

x
−

=
−

3 1
1

نمودار توابع 
مساوی اند، بنابراین و با تأیید نمودارها، حد هر دو تابع در نقطهٔ x   =1 برابر با 3 است.
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) رسم شده اند. ) ( )g x x x= − ≠2 6 5 ) و  )f x x= −2 6 1 نمودارهای توابع با ضابطه های 

کار در کلاس صفحه 133

الف( هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟ ضابطهٔ هر نمودار، زیر آن آورده شده است.
lim موجودند؟ بله ــ حد هر دو تابع در ٥ =    x برابر با 2 است. ( )

x
g x

→5
lim و  ( )

x
f x

→5
ب( آیا 

پ( کدام یک از حدهای زیر موجودند؟ آنها را محاسبه کنید.

lim
x

x
+→

−
3

2 6 = 0 	 lim
x

x
−→

−
3

2 6 وجود ندارد =
	
lim
x

x
→

−
3

2 6 وجود ندارد =

نتیجه  در  و  ندارد  وجود   lim
x

x
−→

−
3

2 6 پس  نمی شود،  تعریف   x   <3 برای   x −2 6 چون 

lim نیز موجود نخواهد بود.
x

x
→

−
3

2 6

| درستی یا نادرستی گزاره های زیر  |( ) x
h x

x
= 2 دربارهٔ تابع 

را بررسی کنید.	

( )
x

h x
x

>
= − <

1 0

1 0

} )درست( }hD = − 0 الف( h   (x) = 1 )نادرست(             ب( 

lim )درست(        ت( h   (0) = 0 )نادرست( ( )
x

h x
+→

=
0

پ( 1

lim وجود ندارد. )درست( ( )
x

h x
→0

ث( 

( )f x x= −2 6 	 ( ) ( )g x x x= − ≠2 6 5                 

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4
y

x

y

x

−1

1

y

x
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در مورد قسمت )پ(، علاوه بر نمودار، از ضابطهٔ تابع h نیز می توان برای محاسبهٔ حد راست استفاده نمود. 
به این صورت که چون حد راست را می خواهیم، پس از ضابطهٔ مربوط به x    >0، حد می گیریم:

lim ( ) lim
x x

h x
+ +→ →

= =
0 0

1 1 	

3 با استفاده از نمودار تابع f    (x) = [x] حدهای زیر را در صورت وجود بیابید.

1

1 1/50−1

−1

−2

−2

−3

2

2

3

3

y

x
− 2

lim )الف ] [
x

x
+→

=
2

2 [lim )ت	 [
x

x
→1

وجود ندارد  	
lim )ب ] [

x
x

−→
=

2
1  )ث	

/
lim ] [

x
x

→
=

1 5
1 	

[lim )پ [
x

x
→2

وجود ندارد  lim )ج	 ] [
x

x
→−

= −
2

2 	

در نقاط 1 و 2، حدهای چپ و راست با هم برابر نیستند، پس حد تابع f در این نقطه ها وجود ندارد.
در صفحهٔ 134 حدهای مثلثاتی با محوریت توابع sin x و cos x مطرح شده اند. فعالیت این صفحه نیز 
رفتار توابع مذکور را با کمک نمودار آنها بررسی می کند. بهتر است از دانش آموزان در مورد حد این دو 
تابع در نقاط دیگری که در فعالیت ذکر نشده است، نیز سؤال شود. دانش آموزان در این فعالیت بدون آنکه 

به طور مستقیم ذکر شود، با خواص برخی از توابع پیوسته آشنا می شوند.
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با استفاده از نمودار f   (x) = sin x و g   (x) = cos x حدهای زیر را بیابید.

فعالیت صفحه 134

0 2ππ π3
2

π
2

π
4
π
3

π−2
−ππ−3

2
− π2

1 ( ) cosg x x=

π3
2

π
2

π
3

π−2
−ππ−3

2
− π2

1

0 2ππ

( ) sinf x x=

x

x

y

y

0 2ππ π3
2

π
2

π
4
π
3

π−2
−ππ−3

2
− π2

1 ( ) cosg x x=

π3
2

π
2

π
3

π−2
−ππ−3

2
− π2

1

0 2ππ

( ) sinf x x=

x

x

y

yالف( lim sin
x

x
π

→
=

2

1 lim )ب	 sin
x

x
→π

=0 lim )پ	 sin
x

x
−π

→

=

3

3
3

lim )ت sin
x

x
+→π

=0 lim )ث	 cos
x

x
→

=
0

1 lim )ج	 cos
x

x
−π

→

=

4

2
2

lim )چ cos
x

x
−π

→
=

2

0 lim )ح	 cos
x

x
+π

→

=

3

1
2

	

حل تمرین های صفحۀ 135

lim )الف ( )
x

f x
→

=
3

2  	 1

 )ب
lim ( )

, lim ( ) lim ( )

lim ( )

x

x x

x

f x

f x f x

f x

+

+ −

−

→−

→− →−

→−

 =
 ≠ ⇒


=


1

1 1

1

1

2

lim وجود ندارد  ( )
x

f x
→ −1
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lim )پ ( )
x

g x
→

=
3

5 	

) )ت )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = + = + =
3 3 3

2 5 7 	

 )ث
( )

( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

x x x

f x g x f x g x

f x g x f x g x

+ + +

− − −

→− →− →−

→− →− →−

+ = + = + − =



+ = + = + − =

1 1 1

1 1 1

1 1 0

2 1 1
	

چون حد چپ و راست برابر نیستند، پس تابع f   +g در نقطهٔ x = -1 حد ندارد.

 )ج
( )

( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( / ) /
x x x

x x x

f x g x f x g x

f x g x f x g x

+ + +

− − −

→− → →

→ → →

+ = + = + − + − = −



+ = + = − + =

2 2 2

2 2 2

2 5 2 5 2 1 5 1 7

2 5 2 5 2 1 5 3 5 15 5
	

تابع 2f    +   5g در نقطهٔ x   =2 حد ندارد.

) )چ )lim ( ) lim ( )
x x

f x L f x L
→ →

= ⇒ =4 4

0 0
	

ابتدا ضابطهٔ تابع f را در نزدیکی x   =0 تعیین می کنیم. ضابطهٔ f نزدیک صفر، معادلهٔ خط گذرنده از دو 
نقطهٔ )1 , 1-( و )1- , 2( می باشد. معادلهٔ خط را به دست می آوریم:

( )( ) ( )y x y x
− −

− = − − → = − +
− −

1 1 2 1
1 1

1 2 3 3
	

) است و بنابراین داریم: )f x x= − +
2 1
3 3

پس نزدیکِ صفر، 

( )lim ( ) lim( ) lim ( ) ( )
x x x

f x x f x
→ → →

= − + = ⇒ = =4 4

0 0 0

2 1 1 1 1
3 3 3 3 81

	

 )ح

( )

( ) ( )

( )

lim ( ) lim ( )

, lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

g x g x

g x g x

g x g x

+ +

+ −

− −

→ →

→ →

→ →

 = ⇒ =

 ≠

 = ⇒ =

2

0 0

2 2

0 0

2

0 0

0 0

1 1

	

) وجود ندارد. )lim ( )
x

g x
→

2

0
پس 
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 )خ

lim ( )( )lim
( ) lim ( )

( )lim
( )

x

x
x

x

f xf x
g x g x

f x
g x

+

+
+

−

→

→
→

→

 − = = =
−




= −


2

2
2

2

1
1

1

1
4

	

f در 2 حد ندارد.
g

چون حد چپ و راست مساوی نیستند، پس تابع 

) )د )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

= × = × =
5 5 5

5 5 25 	

2 توابع f   (x) = x2 و g   (x) = x   +6 با هم مساوی نیستند ولی در 2- حدهای مساوی دارند.

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x x

g x x
→− →−

→− →−

 = = − =


= + = − + =

2 2

2 2

2 2

2 4

6 2 6 4
	

 3

)lim )الف )
x→

− = −
7

3 3 	

)lim )ب )
x

x
→

− − = −
0

2 7 7 	

lim )پ ( ) ( ) ( )
x

x x
→−

− + = − − − + = + + =2 2

1
3 4 5 3 1 4 1 5 3 4 5 12 	

) )ت )lim lim lim
( )( )x x x

x x x x x
x x xx→ → →

− −
= = = =

− + +−

2

23 3 3

3 3 3 1
3 3 3 6 29

	

lim )ث lim lim
( )x x x

x x
x x xx x→ → →

= = = −
− −−20 0 0

1
1

2 1 2 12
	

) )ج )( )lim lim lim ( )
x x x

x x x x
x x

x x→− →− →−

+ + − +
= = − + =

+ +

3 2
2

2 2 2

8 2 2 4
2 4 12

2 2
	

lim )چ ] [ lim ( )

lim ] [ lim ( )
x x

x x

x

x

+ +

− −

→− →−

→− →−

= − = −

 = − = −

2 2

2 2

2 2

3 3
lim وجود ندارد    ⇒    حد چپ ≠ حد راست  ] [

x
x

→−2
	

lim )ح
x

x
+→

=
0

0 	

lim )خ
x

x a
→

+ = + = =
2

7 2 7 3 	
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lim وجود ندارد.
x

x
−→0

y سمت چپ صفر تعریف نشده است، پس  x= د( تابع 

lim )ذ
x

x
→

+ =
2

5 7 	

lim وجود ندارد.
x

x
→

−
1

2 y در دو طرف 1 تعریف نشده است، بنابراین  x= −2 ر( تابع 

lim )ز lim
] [x x

x x
x+ +→ →

− − −
= = =

+ +3 3

2 2 3 2 1
1 3 1 4 4

	

lim )ژ cos cos( )
x

x
π

→−

π
= − =

3

1
3 2

	

lim )س (sin cos ) cos sin
x

x x
π

→

π π
+ = + = + =

4

2 2
2

4 4 2 2
	

lim )ش lim
] [x x

x x
x+ +→− →−

−
= = =

− −2 2

2
1

2 2
	

sin )ص ( sin )( sin )lim lim lim ( sin )
sin sinx x x

x x x
x

x xπ π π
→ → →

− − +
= = + =

− −

2

2 2 2

1 1 1
1 2

1 1
	

 )ض
( )

( )

lim ] [ lim ( )

lim ] [ lim ( )
x x

x x

x x x

x x x

+ +

− −

→ →

→ →

+ = + =



+ = − = −


0 0

0 0

0 0

1 1
	

) وجود ندارد. )lim ] [
x

x x
→

+
0

چون حد چپ و راست برابر نیستند، پس 

 4

) )الف )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = + = + =
2 2 2

3 0 3 	

) )ب ) ( )lim ( ) lim ( ) ( )
x x

h x h x
→ →

= = − = −
5

5 5

2 2
1 1 	

. lim ( )
x

g x
→

=
2

lim و 0 ( )
x

f x
→

=
2

3 f در x   =2 وجود ندارد. چون داریم 
g

پ( حد تابع 

 )ت
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x

x
x

g xg x
f x f x

→

→
→

= = =2

2
2

0
0

3
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 )ث
lim ( )( ) ( )lim

( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x

x
x x

f xf x
g x h x g x h x

→

→
→ →

= = =
− − − −

2

2
2 2

33 3 3 9
5 5 0 5 1 5

	

lim )ج
( ) lim ( )x

x
h x h x→

→

= = = −
−2

2

1 1 1
1

1
	

5 نمودار توابع f و g به صورت زیر رسم شده اند:

| |( )
xx

f x
x x

>−
= = − − <

1 33
3 1 3

	

g  (x) = 1 	

با توجه به نمودارها، می توان نوشت:
ــ حد تابع f در 3 وجود ندارد زیرا حد چپ و حد راست با هم برابر نیستند.

ــ حد تابع g در 3 برابر با 1 است.
ــ در همهٔ نقاط بزرگ تر از 3، توابع f و g حدی برابر )با 1( دارند.

a هیچ  نقطهٔ  f   +g در  تابع  آنگاه در مورد حد  باشند،  نداشته  a حد  نقطهٔ  g هر دو در  f و  6 الف( اگر 
اظهارنظری نمی توان کرد یعنی تابع f   +g در نقطهٔ a می تواند حد داشته باشد یا حد نداشته باشد. به عنوان 

مثال:

 (f    +g)(x)  =  0 در صفر حد ندارند ولی تابع ( )
x

g x
x

− >
=  <

1 0

1 0
) و  )

x
f x

x

>
= − <

1 0

1 0
1ــ دو تابع 

در x   =0 حد دارد.

) در صفر حد ندارند و با یک بررسی  )
x

g x
x

>
=  <

2 0

1 0
) و  )

x
f x

x

>
= − <

1 0

1 0
2ــ دو تابع 

) نیز در x   =0 حد ندارد. )( )
x

f g x
x

>
+ =  <

3 0

0 0
ساده می بینیم که تابع 

1

10−1

−1

2 3 4 5
x

y
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ب( اگر تابع f در a حد داشته باشد ولی تابع g در a حد نداشته باشد، آنگاه تابع f     +g قطعاً در نقطهٔ a حد 
ندارد.

به اثبات این مطلب می پردازیم. به برهان خلف فرض کنیم تابع f     +g در نقطهٔ a حد داشته باشد. بنا به 
فرض تابع f نیز در a حد دارد. حال بنا به قوانین محاسبهٔ حد، چون f     +g و f در a حد دارند، آنگاه تفاضل 
آنها یعنی f = g - (f    +g) نیز در a حد دارد که یک تناقض با فرض است. پس فرض خلف نادرست و حکم، 

یعنی اینکه تابع f     +g در a حد ندارد، درست خواهد بود.

  7

lim )الف ] [ lim
x m x m

x m m
+ +→ →

= = 	
lim )ب ] [ lim ( )

x m x m
x m m

− −→ →
= − = −1 1 	

lim )پ ] [ lim ] [
x m x m

x x
+ −→ →

≠ ⇒ lim وجود ندارد  ] [
x m

x
→

	

به طور کلی حد تابع f   (x) = [x]، در نقاط صحیح وجود ندارد ولی حد این تابع در تمام نقاط غیرصحیح 
وجود دارد.

راست       چپ

m m +1m −1
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اهداف درس

1 ارائه محک شهودی برای تشخیص پیوستگی تابع از روی نمودار 
٢ آشنایی با تعریف پیوستگی تابع در یک نقطه

٣ آشنایی با مفهوم پیوستگی راست و چپ تابع در یک نقطه 
٤ ایجاد مهارت در بررسی پیوستگی تابع در یک نقطه از روی ضابطهٔ تابع

٥ ایجاد توانایی در تشخیص پیوستگی تابع در یک نقطه از روی نمودار تابع
٦ آشنایی با مفهوم پیوستگی تابع روی بازه

٧ بررسی پیوستگی برخی توابع معروف روی بازه
٨ بررسی پیوستگی یک تابع روی یک بازه از روی نمودار آن تابع

٩ ایجاد توانایی در تشخیص بازه های پیوستگی و ناپیوستگی تابع، از روی نمودار آن تابع

             پیوستگیدرس سوم

پیش نیازها

1 آشنایی با نمودار توابع خطی، درجه 2، رادیکالی، قدرمطلق، جزء صحیح و مثلثاتی 
٢ آشنایی با مفهوم حد

٣ تسلط و مهارت در استفاده از ابزار و قوانین محاسبهٔ حد تابع در یک نقطه
٤ توانایی در تصور نمودار تابع در یک بازهٔ خاص

روش تدریس

درس سوم به پیوستگی اختصاص دارد. در ابتدای درس، نمودار تعدادی از توابع آشنا مطرح شده و 
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با استفاده از یک محک شهودی، پیوستگی آنها مورد بررسی قرار می گیرد. در ادامه، تعریف پیوستگی در 
یک نقطه، پیوستگی راست و چپ، و پیوستگی در یک بازه ارائه می شود. همچنین شرایط ناپیوستگی یک 
تابع بررسی و مثال هایی از توابع مهم پیوسته، ارائه می شود. در مورد اصطلاحات و تعاریف به کار رفته، 
رایج و متداول بودن آن در کتاب های معتبر و نیز قابل فهم بودن تعریف برای دانش آموزان و پذیرش آن توسط 

اکثریت همکاران، مورد نظر بوده است.
همچنین در ارائه مفاهیم تکیه بر تجسم و شهود و استفاده از پژوهش های معتبر و تکیه بر خرد جمعی 
لحاظ شده است. در همین حال از طرح نابه جا و افراطیِ رویه های الگوریتمی و پیچیده و غیرضروری پرهیز 

شده است.
پس از این نگاه اجمالی و توضیح روشنگر، به ابتدای درس بازمی گردیم. در فعالیت صفحهٔ 137 نمودار 

تعدادی از توابع آشنا داده شده و معیاری شهودی برای بررسی پیوستگی ارائه شده است.
رسم نمودار یک تابع بدون آنکه حکم را از روی کاغذ برداریم، همان معیار موردنظر است. 

نیز در کلاس توسط  به همکاران محترم توصیه می شود در صورت فراهم بودن شرایط، توابع دیگری 
دانش آموزان و معلمین گرامی طرح و بررسی شود.

فعالیت صفحه 137

الف( در بین این 9 تابع، شش نمودار ردیف های اوّل و دوم را بدون برداشتن قلم از روی کاغذ می توان 
رسم کرد.

ب( نمودارهای چهار تابع در شکل  های زیر رسم شده اند:
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+
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	در بین این نمودارها، نمودار توابع f و t را می توان بدون برداشتن قلم از روی کاغذ رسم کرد. لذا این 
دو تابع نیز نمونه هایی از توابع پیوسته هستند.

در ادامه، تعریف پیوستگیِ تابع در یک نقطه در صفحهٔ 138 مطرح شده است و با توجه به آن و به کمک 
نمودار، انواع موقعیت های ناپیوستگی تابع در یک نقطه، ارائه شده است.

لازم به ذکر است که این نمودارها کلی هستند و به عنوان یک تکلیف مناسب می توان از دانش آموزان 
خواست که مثال هایی مشخص و متفاوت برای هر مورد ارائه کنند. به این ترتیب عدم وجود حد، عدم وجود 
مقدار تابع، تفاوت مقدار حد با مقدار تابع و یا ترکیب حالت های متفاوت قابل طرح است که مطمئناً به درک 

عمیق مفهوم پیوستگی کمک خواهد کرد.
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+
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t( x ) x= − 2x x
h( x)
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 − <=  + >
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2 0≥

کدام یک از توابع زیر با ضابطه های داده شده در x   =1 ناپیوسته اند؟

) )الف ) ( )f x x= − 23 | )ب	 |( ) x
g x

x
−

=
−

1

1
) )پ	 )

x x

h x x

x x


= 
− +

1

2 1

2 1

>
=
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کار در کلاس صفحه 139
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، پس تابع f در نقطهٔ x   =1 پیوسته است. lim ( ) ( )
x

f x f
→

= =
1

1 4 الف( برای تابع f داریم 
ب( تابع g در x   =1 ناپیوسته است. زیرا این تابع در این نقطه تعریف شده است.

پ( تابع h در x   =1 پیوسته نیست. در مورد تابع h، داریم:

( )
, lim ( ) ( )

lim ( )
x

x

h

h x h

h x
→

→


=

 ≠ ⇒


=

1

1

1 2

1

1

h در 1 ناپیوسته است  	

در فعالیت صفحهٔ 139، پیوستگی راست مورد بررسی قرار گرفته است. به جز تابع ذکر شده، بهتر است 
از دانش آموزان بخواهیم مثال های دیگری نیز مطرح کنند.

فعالیت صفحه 139

) با نمودار زیر را در نظر بگیرید. )f x x= −2 تابع 

lim موجودند؟ حد راست تابع f در x   =2 وجود دارد  ( )
x

f x
−→2

lim و  ( )
x

f x
+→2

الف( کدام یک از حدهای 
ولی حد چپ موجود نیست. 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

=
2 2

0 وجود ندارد  	
lim موجود است؟ خیر ( )

x
f x

→2
ب( آیا 

lim وجود ندارد، پس تابع f در x   =2 پیوسته نیست. ( )
x

f x
→2

پ( آیا تابع f در x   =2 پیوسته است؟ چون 

-2f(x) x=

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1

0

1

2

3

x

y
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پیوستگی چپ در کار در کلاس صفحهٔ 140 مطرح شده است. تابع ارائه شده به گونه ای تعریف شده 
تابع نقش مهم و  نمودار  تمام مثال های مطرح شده،  نیز مطرح شود. در  پیوستگی راست  بررسی  است که 
اساسی برای درک رفتار تابع دارد. بررسی مثال هایی که توسط دانش آموزان طرح می شود، بسیار آموزنده 

خواهد بود.

) و نمودار  )
x x

g x
x x

>
=  + ≤

3 2

1 2
تابع با ضابطه 

آن را در نظر بگیرید.

و   lim ( )
x

g x
+→2

حدهای  از  کدام یک  الف( 

واضح  نمودار  به  توجه  با  موجودند؟   lim ( )
x

g x
−→2

موجودند:  دو  هر  چپ  و  راست  حدهای  که  است 

lim ( )
x

g x
−→

=
2

3 lim و  ( )
x

g x
+→

=
2

6

 f تابع  حد  خیر  است؟  موجود   lim ( )
x

g x
→2

آیا  ب( 
برابر  راست  و  چپ  حد  زیرا  ندارد.  وجود   x  =2 در 

نیستند.
پیوسته است؟ خیر، چون   x   =2 در  g تابع  آیا  پ( 

lim موجود نیست. ( )
x

g x
→2

در ادامهٔ صفحهٔ 140، پیوستگی روی بازه های باز و بسته مطرح شده است. این تعریف در بیشتر کتاب ها 
رایج و مورد استفاده است. این تعریف مبتنی بر شهود و قابل درک برای دانش آموزان است. پیوستگی روی 
بازه های [a  ,  b) و (a   ,  b] توسط دانش آموزان تعریف می شود و باید در کلاس مورد بررسی و نقد قرار گیرد.

کار در کلاس صفحه 140
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x
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کار در کلاس صفحه 140

پیوستگی روی بازه های )a , b[ و ]a , b( را به طور مشابه تعریف کنید.
تابع f روی بازه )a , b[ پیوسته است هرگاه f دربازهٔ )a , b( پیوسته باشد و در نقطهٔ a پیوستهٔ راست باشد.
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تابع f روی بازه ]a , b( پیوسته است هرگاه f دربازهٔ )a , b( پیوسته باشد و در نقطهٔ b پیوستهٔ چپ باشد.
در  توصیه می شود  )∞ , ∞-( مطرح شده است.  بازهٔ  پیوستگی روی  تعریف  ابتدای صفحهٔ 141،  در 
صورت امکان و داشتن زمان کافی، مثال هایی از توابع پیوسته و ناپیوسته روی بازهٔ )∞ , ∞-(، در کلاس 

طرح، و در مورد آنها بحث شود.

کار در کلاس صفحه 141

سه تابع متفاوت مثال بزنید که:
الف( روی بازه  )∞,∞-( پیوسته باشد. تابع f    (x) = 3 روی بازهٔ (∞+ , ∞-) پیوسته است.

) روی بازهٔ )∞+,2-[ پیوسته است. )g x x= +2 ب( روی بازه  )∞+,2-[ پیوسته باشد. تابع 

) روی بازهٔ ]0,∞-( پیوسته است. ) x x
h x

x x

 ≤= 
+ >

2 0

1 0
پ( روی بازه ]0,∞-( پیوسته باشد. تابع 

کار در کلاس صفحه 141

( )

x x

f x x x

x x

+


= − ≤
− +

2

2 4 1

1 1 2

5 2 5

< -
- <

< <
1 تابع f با ضابطهٔ مقابل را در نظر می گیریم:   

الف( نمودار f را کامل کنید.
ب( دامنه و برد f را به دست آورید.

Df = (-∞ , 5) - {2}      و      Rf = (-∞ , 3)

پ( پیوستگی تابع را روی بازه های ]1,1-[ و  )2,5( و ]2,0-[ بررسی کنید.

y

f h

x
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ــ تابع f در بازهٔ (1 , 1-) پیوسته است، در نقطهٔ x   =1 پیوستهٔ چپ و در نقطهٔ x   =  -1 پیوستهٔ راست است 
پس بنا به تعریف تابع f در بازهٔ [1 , 1-] پیوسته است.

ــ تابع f در بازهٔ (5  ,  2) ناپیوسته است. زیرا در نقاط x   =   -1 و x   = 2 از این بازه، پیوسته نیست. )لازم به 
ذکر است که ناپیوستگی در یک نقطه از بازه نیز، ناپیوسته بودن تابع در آن بازه را نتیجه می دهد(

ــ تابع f در نقطهٔ x   =   -1 ناپیوسته است، بنابراین تابع f در بازهٔ [0  ,  2-] پیوسته نیست.

2 دربارهٔ تابع f کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام یک نادرست است؟

الف( f روی بازهٔ ]1-,∞-( پیوسته است. )نادرست(
ب( f روی بازهٔ  )1-,∞-( پیوسته است. )درست(

پ( f روی بازهٔ ]2,5[ پیوسته است. )نادرست(

lim )نادرست( ( )
x

f x
→

=
5

0
 
ت( 

lim )درست( ( )
x

f x
−→

=
5

ث( 0

ج( f روی بازهٔ  )2,0-( پیوسته است. )نادرست(

:f 3  با توجه به تابع
الف( دو بازهٔ بسته مثال بزنید که تابع در یکی از آنها پیوسته و در دیگری ناپیوسته باشد. تابع f در بازهٔ 

[2-  ,  3-] پیوسته و در بازهٔ [1-  ,   3-] ناپیوسته است.
  b = 2و a = -1 .پیوسته نباشد ]a,b[ پیوسته باشد؛ اما روی ]a,b( ای را مثال بزنید که تابع رویb و a )ب
بازهٔ ]a,b[ پیوسته نباشد. به عنوان مثال با در نظر گرفتن a  =  -1 و b  =  2، به وضوح تابع f در بازهٔ (2  ,  1-] 
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پیوسته ولی در بازهٔ [2  ,  1-] پیوسته نیست.

توصیۀ آموزشی

همراه  متفاوتی  دشواری های  با  دانش آموزان  برای  پیوستگی  و  حد  مفاهیم  درک  اینکه  به  توجه  با 
است، لذا در طرح سؤالات، نباید با مطرح کردن توابع پیچیده، این دشواری را مضاعف نموده و از اصل 
موضوع غافل شویم! طرح سؤالات خارج از اهداف کتاب که احتمالاً در گذشته متداول بوده اند، مجاز 

نمی باشد.

حل تمرین های صفحۀ 142

h   (2) = 3   و    )2(   g تعریف نشده است      و       5 = )2(   f )الف 	 1

lim )ب ( ) lim( )
x x

f x x
→ →

= + =
2 2

2 1 5 	
lim ( ) lim( )
x x

g x x
→ →

= + =
2 2

2 1 5 	
lim ( ) lim( )
x x

h x x
→ →

= + =
2 2

2 4
	

lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
2

2 پ( فقط تابع f در x   =2 پیوسته است. زیرا در این تابع داریم: 

 ( )
x x

f x x

x x

− <
= − =
− + >

3 2

2 2

2 2

2 نمودار تابع      

به صورت مقابل است.
 ،f تابع  نمودار  رسم  برای  شکل،  به  توجه  با 
فقط در نقطهٔ 2 مجبور می شویم قلم را از روی 
نمودار برداشته و دوباره بگذاریم و نمودار را طی 
بقیهٔ  در  و  ناپیوسته   2 در  فقط   f تابع  پس  کنیم. 

اعداد حقیقی پیوسته است.
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تعریف نشده است. حال  تابع در 3  این  پیوسته نیست. زیرا   x  =  3 ٔنقطه ) در  ) x
g x

x
−

=
−

2 9
3

تابع    3

) را در x  =  3 بررسی می کنیم: )
x

xf x x
x

 − ≠= −
 =

2 9
3

3
6 3

پیوستگی تابع 

( )

( )( )lim ( ) lim lim lim( )
x x x x

f

x x x
f x x

x x→ → → →

=

 − − +

= = = + = − −

2

3 3 3 3

3 6

9 3 3
3 6

3 3

	

، پس بنا به تعریف، تابع f در x  =  3 پیوسته است. lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
3

3 می بینیم که 

4  قسمتی از نمودار تابع f    (x) = [x] رسم شده است: با توجه به نمودار، تابع f در نقاط صحیح ناپیوسته 
( پیوسته است. −  و در بقیهٔ نقاط )یعنی در نقاط مجموعهٔ 

1

10−1

−1

−2

−2

−3

2

2

3

3 4 5

4

y

x

) را در x  =  0 بررسی می کنیم: )
x x

f x
x x

− + ≤= 
+ >

2

2 2 0

2 0
5  پیوستگی تابع 

f    (0) = 2 	
lim ( ) lim ( )

lim ( )
lim ( ) lim ( )

x x

x
x x

f x x

f x
f x x

− −

+ +

→ →

→
→ →

= − + =
 ⇒ =

= + =


0 0

2 0
0 0

2 2 2

2
2 2
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، پس تابع f در نقطهٔ x   =0 پیوسته است. lim ( ) ( )
x

f x f
→

= =
0

0 2 چون 
از آنجاکه ضابطهٔ تابع f در نزدیکی بقیهٔ نقاط به غیر از صفر، یک چندجمله ای است و در چند جمله ای ها، 
حد در یک نقطه با مقدار تابع در آن نقطه برابر است، پس f در بقیهٔ نقاط پیوسته است. اگر نمودار تابع f را 

رسم کنیم، موارد بررسی شده را می توان روی نمودار نیز مشاهده کرد.

تابع  مثلاً،  زد.  مثال  می توان  بسیاری  توابع   6

) را در نظر بگیرید. ) x x
f x

x

 − ≠= 
=

2 2 1

2 1

به وضوح f    (1) = 2 و داریم:	
lim ( ) lim( )
x x

f x x
→ →

= − = −2

1 1
2 1

، پس f در x  =1 پیوسته نیست.  lim ( ) ( )
x

f x f
→

≠
1

1 و چون 
نمودار تابع f به صورت زیر است. ناپیوسته بودن تابع f در نقطهٔ 

x   =1، از روی نمودار نیز قابل درک است.

lim ( ) ( )
x

f x f
→

= =
1

1 7 تابع f در نقطهٔ x   =1 پیوسته است، زیرا: 1
تابع g در نقطهٔ x   =1 پیوسته نیست چون تابع g در 1 حد ندارد.

lim ( )
, lim ( ) lim ( )

lim ( )
x

x x
x

g x
g x g x

g x

+

+ −
−

→

→ →
→

=
 ≠ ⇒ =

1

1 1
1

2

1
lim وجود ندارد ( )

x
g x

→1
	

تابع h در نقطهٔ x   =1 پیوسته نیست چون حد تابع h در x   =1 با )h  )1 برابر نیست.
lim ( )
x

h x
→

=
1

h   (1) = 2  و  1 	
تابع k در نقطهٔ x  =1 پیوسته نیست چون حد تابع k در x  =1 وجود ندارد در واقع تابع k در سمت راست 

x   =1 تعریف نشده است.

f    (5) = 20 و f    (2) = 14 )8 الف
ب( با توجه به اینکه ضابطه های تابع f، خطی )چندجمله ای( هستند و این نوع توابع همه جا پیوسته اند، 

پس کافی است پیوستگی تابع f را در t  =1 بررسی کنیم:
f    (1) = 12 	

y

x
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lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

t t

t t

f t t

f t t

− −

+ +

→ →

→ →

= + =
 ⇒
 = + =

1 1

1 1

6 4 10

2 10 12

lim وجود ندارد ⇒ حد راست ≠ حد چپ  ( )
t

f t
→1

	

پس تابع f در t  =1 ناپیوسته و بنابراین تابع f در بازهٔ ]10 , 0[ پیوسته نیست.

نمونه سؤال های ارزشیابی فصل ششم )حد و پیوستگی(

1 در هر مورد با تشکیل جدول، بررسی کنید آیا تابع f در نقطهٔ a حد دارد یا خیر؟ 

) )الف ) ,
x

f x a
x x

<= =
+ >

5 3
3

2 3
	

) )ب ) ] [ ,f x x x a= − = 2 	

) )پ ) ,
x

f x a
x

+
= = −

+
1

1
1

	

2 در هر مورد با رسم نمودار، حد تابع f را در نقطهٔ a )درصورت وجود( بیابید: 

) )الف ) ,
x x

f x a
x x

 >= =
 − <

2 0
0

2 0
) )ب	 ) ,f x x a= − + =1 2 1 	

 )پ
( )

( ) ,
x x

f x a
x

 + ≠ −= = −
 = −

21 1
1

2 1
) )ت	 ) ,

x x

f x x a

x x

 − <
= − = =

 − >

2

3 2

1 2 2

4 2

	

3 با محاسبهٔ حد چپ و راست، وجود یا عدم وجود حد تابع f را در نقطهٔ a بررسی کنید: 

) )الف ) ,
x x x

f x a
x x

 − + ≥= =
 − <

2 1 1
1

3 2 1
) )ب	 ) ,

x
f x x a

x
= + =0 	

 )پ
[ ]

( ) ,x
f x a

x
+

= =
1

2 ) )ت	 ) ,f x x a= − =6 2 3 	
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4 تابع f   (x) = x [x] را درنظر بگیرید. حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: 

lim )الف ( )
x

f x
+→3

lim )ب 	 ( )
x

f x
−→3

lim )پ 	 ( )
x

f x
→3

	

lim )ت ( )
x

f x
→−2

lim )ث	 ( )
x

f x
→0

lim )ج	 ( )
x

f x
→

1
2

	

5  تابعی مثال بزنید که حد راست آن در ٣ = x برابر ١-، حد چپ تابع در همین نقطه برابر ٢ بوده و مقدار 

تابع در ٣ = x برابر صفر باشد. 

6  تابعی چون f مثال بزنید که در همهٔ شرایط زیر صدق کند: 

lim ( )
x

f x
−→

=
0

lim و 1 ( )
x

f x
+→

= −
0

lim و 1 ( )
x

f x
→

=
2

)٢(      f تعریف نشده باشد و ٢- = )٠(       f و 2

lim اگر تابع f در نقطهٔ a حد داشته  ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
+ −→ →

+ =0 7 برای تابع f در نقطهٔ x = a ، داریم 
lim را به دست آورید.  ( )

x a
f x

→
باشد، مقدار 

8 تابع زیر را درنظر بگیرید و حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: 
		

	
( )

x x x

f x x

x
x

x

− < −

= − ≤ ≤

−
>

−

3

2

2 2

2 2 1

1
1

1

f   (x) = 	
	
	

lim )الف ( )
x

f x
+→−2

lim )ب	 ( )
x

f x
−→−2

	

lim )پ ( )
x

f x
→−2

lim )ت	 ( )
x

f x
→1

	

lim )ث ( )
x

f x
→−3

lim )ج	 ( )
x

f x
→

1
2

	

)چ lim ( )
x

f x
→4

lim )ح	   ( )
x

f x
→− 2

	



227فصل ششم: حد و پیوستگی

٩ نمودار تابع f داده شده است. درستی یا نادرستی موارد زیر را مشخص کنید: 

1

10−1

−1

−2

−2

−3

2

2

3

3 4 5

4

y

x

lim )الف ( )
x

f x
−→−

= −
3

1 lim )ب	 ( ) ( )
x

f x f
+→−

= −
1

1 	

lim )پ ( )
x

f x
→

=
0

3  )ت	
/

lim ( )
x

f x
→

=
0 5

3 	

lim )ث ( )
x

f x
→1

وجود ندارد lim )ج	 ( ) ( )
x

f x f
→

≠
3

3 	

lim )چ ( )
x

f x
→

=
4

5

2 lim )ح	 ( )
x

f x
→5

وجود ندارد 	

 مـفروض است. عـدد a را چـنان بیابید که تابع f در نقطهٔ  
( )

( )
a x x

f x
x x

+ + > −= 
− + < −

2

1 3 2

2 1 2
10  تـابع 

٢- = x حد داشته باشد. 

) در نقطهٔ ٢ حد داشته باشد.  )
x ax x

f x
x x

 + + >= 
 + ≤

2 1 2

4 1 2
11  مقدار a را طوری بیابید که تابع 

) مفروض است. مقادیر a و b را چنان بیابید که تابع f در نقطهٔ  )

x b x

f x x x

ax b x

− + > −
= + = −


+ < −

2 1

5 1

1

12  تابع 

١- = x حد داشته باشد. 
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] داشته باشیم:  ]( ) ( )f x x a x= + 13  مقدار a را طوری بیابید که در تابع 

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

= +
2 2

3
	

، آنگاه:  lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

=
1 1

2 ) مفروض است. اگر  )
x a x

f x
ax a x

 − >= 
 + <

2

2

3 1

1
14  تابع 

الف( مقدار a را بیابید. 
lim وجود دارد؟  ( )

x
f x

→1
lim را به دست آورید. آیا  ( )

x
f x

+→1
lim و  ( )

x
f x

−→1
ب( 

پ( حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: 
lim ( )

x
f x

→−3 	 lim ( )
x

f x
→ 2 	

lim را بیابید.  ( )
x c

f x
→

، آنگاه  ( )lim
( )x c

f x
f x→

+
=

+
2 1 3

3 2
15  اگر تابع f در نقطهٔ c حد داشته باشد و 

، آنگاه حاصل حدهای زیر را به دست آورید:  lim ( )
x

g x
→

=
2

1 lim و  ( )
x

f x
→

=
2

2 16  اگر 

١( lim( ( ) ( ))
x

f x g x
→

+
2

	٢( lim( ( ) ( ))
x

g x f x
→

−
2

	

٣( lim( ( ) )
x

f x
→

−
2

3 2 	٤( lim( ( ) ( ))
x

g x f x
→

−
2

1
7

2
	

٥( ( ( )) ( )lim
( )x

f x g x
g x→

+
+2

1

2
	٦( lim( ( ) ( ))

x
x f x

→
−

2
3 	

٧( lim( ( ) )
x

x g x x
→

−2 10

2
2 	٨( lim( ( ) )

( )x
g x

f x→
+ 3

2

2 	

٩( lim( ( ) ( ))
x

f x g x
→

−2

2

1

2
	١٠( ( )lim( )

( )x

f x
x

g x→
− +

2
5 1 	

17  نمودار تابع f داده شده است. حاصل حدهای زیر را درصورت وجود بیابید: 

١( lim ( )
x

f x
→−5

	٢( lim ( )
x

f x
→−2

	٣( lim ( )
x

f x
→0

	

٤( lim ( )
x

f x
→1

	٥( lim ( )
x

f x
→2

	٦( lim ( )
x

f x
→π

	

٧( lim ( )
x

f x
→−4

	٨( lim ( ) ( )
x

x
f x

→−
− ×2

5
1

5 	٩( ( )lim
x

f x
x→−

+
+2

3 6

2 1
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1

10

-1

-2

2

2 3

3

-4-5-6 -1-2-3

y

x

10( lim
( )x

x

x f x→

−
+20

4 	١١( lim ( ( ( )) )
x

x x f x
−→

+ −2 2

1
		

18  حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: 

١( lim ( )
x

x x x
→−

− − +4 3 2

1
2 5 4 	٢( lim( ) ( )

x

x
x x

→
+ −2 2

4
1 6

2
	

٣( lim
x

x
→

−
5

5 9 	٤( lim
x

x
→−

+
2

2 4 	

٥( lim
x

x x x
x→

+ +
+

3 2

1
2

8 4 2

4 1
	٦( [ ]lim

x
x

→ 3
	

٧( [ ]lim
x

x
→4

	٨( 
( )

lim
x

x

x−→

−
−1

3

1 3

3 1
	

٩( 
[ ]

lim
x

x x
x−→

+
+

2

2

3

1
	١٠( [ ]lim( )

x
x x

→
+

0
3 	

١١( lim ( sin )
x

x
π

→
+

6

2 3 	١٢( sinlim
cosx

x
xπ

→

+
−

2

1

1
	

١٣( lim tan
x

x
π

→
3

	١٤( lim ( cot )
x

x
π

→
+ 2

4

1 	

١٥( lim sin
x

x x
→π

2 	١٦( lim ( sin cos )
x

x x
−π

→
+ 2

6

4 	

١٧( lim
x

x x

x x→

−
+ −

2

21 2
	١٨( lim

x

x x

x→−

− −
−

2

22

4 12

4
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١٩( lim
x

x x

x x→

− −
− −

2

23

2 15

2 2 12
	٢٠( lim

x

x x

x x→

− +
−

4 2

32

3 2

2
	

٢١( ( )( )lim
x

x x

x→−

+ −
+

2 2

31

3 1 1

1
	٢٢( lim

x

x

x→

−
−

4

31
2

16 1

8 1
	

٢٣( cos coslim
sinx

x x

x→

− 2

20
	٢٤( lim

x

x
x−→

−
−

2

1

1

1
	

٢٥( 
sin cos

lim ( ) , ( )
sinx

x x x
f x f x

x x→π

− < π= 
 > π

22
	

] را درنظر بگیرید.  ]( )f x x= 19 تابع 

الف( نشان دهید تابع f در ٠ = x حد ندارد. 
باشد.  فاقد حد  نقطه  این  در   fg تابع  ولی  باشد  داشته  x حد   =  ٠ در  که  بزنید  مثال   g تابعی چون  ب( 

)راهنمایی: از توابع ثابت غیرصفر استفاده کنید( 
)lim نیز موجود باشد. )راهنمایی:  )( )

x
fg x

→0
پ( تابعی چون g مثال بزنید که در ٠ = x حد داشته باشد و 

g را می توان تابع ثابت صفر درنظر گرفت(

20  در هر مورد پیوستگی تابع f را در نقطهٔ داده شده بررسی کنید: 
) )الف ) ,f x x a= − =5 5 	

) )ب ) ,

x
x

x
f x a

x x


≥

+= =


− <

2

2

4
4

4
1

6 4
2

	

] )پ ]
( ) ,

x x
f x a

x x

 ≤= =
 − >

2

1
1

1 1
	

 )ت 
cos

( ) ,
sin

x x x

f x a

x x

π > π= =
π − ≤

2

2
1

2
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21  نمودار یک تابع رسم کنید که در صفر ناپیوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد. 

22  نمودار یک تابع رسم کنید که در دو نقطهٔ صفر و ١ ناپیوسته باشد و در این نقاط حد نداشته باشد. 

23  نمودار یک تابع رسم کنید که در دو نقطه ناپیوسته بوده و در یکی از آن نقاط پیوستگی راست و در 
دیگری پیوستگی چپ داشته باشد. 

24  در هر مورد، مقدار a را طوری بیابید که تابع f در نقطهٔ داده شده پیوسته باشد. 

) )الف ) ,
x x

f x x
x a x

− ≤ −= = −
 + > −

2

2 1 1
1

2 1
	

) )ب ) ,
x ax x

f x x
x a x

 − + ≤= =
 − >

22 5 1
1

2 1
	

25  مقادیر a و b را چنان بیابید که تابع f در نقطهٔ داده شده پیوسته باشد. 

) )الف ) ,

ax x

f x x x x

x
b x


 + <
= − = =


+ − >

2 2 2

4 2 2

1
2

3

	

) )ب ) ,

x a x

f x x b x x

x
x

x


 + >

= − = =

 −

<
−

3

2

5 1

1 1

1
1

1

	

) در صفر پیوسته نخواهد  )

ax
x

xf x

x

 ≠
= 


=

0

1 0

26  ثابت کنید به ازای هیچ مقداری برای a، تابع 

بود. 
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) را درنظر بگیرید.  )

x x

f x x x

x x

 + ≤ −
= − < ≤

 − >

2

5 2

2 0

1 0

27  تابع 

الف( نمودار تابع f را رسم کنید. 
ب( نقاط ناپیوستگی تابع f را مشخص کنید. 

پ( پیوستگی تابع f را روی بازه های ]1- ،∞-( و ]٠،٣( و ]٠، ٢-[ بررسی کنید. 
ت( سه بازه مثال بزنید که تابع f روی آنها پیوسته باشد. 


