
فصل 7

آمار و احتمال
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اهداف کلی فصل

1 درک احتمال شرطی و توانایی حل مسائل مربوط به آن 

٢ درک استقلال و عدم استقلال دو پیشامد و حل مسائل مربوط به آن 

٣ درک مفاهیم میانگین، میانه، چارک ها، دامنهٔ تغییرات،  واریانس، انحراف معیار و ضریب تغییرات و 
محاسبهٔ آنها و استفاده از آنها در حل مسائل مربوطه

نگاه کلی به فصل 

آموزش مفاهیم آمار و احتمال که از همان پایه های ابتدایی در کتاب های ریاضی مورد توجه قرار گرفته 
است، در فصل آخر این کتاب در قالب دو درس، یکی احتمال و یکی آمار، ادامه یافته است. در درس اول 
به بیان احتمال شرطی و پیشامدهای مستقل پرداخته شده است. ابتدا احتمال شرطی آورده شده است. و با 
استفاده از پیش  دانسته های دانش آموز و با توجیهی منطقی فرمول احتمال شرطی ارائه شده است. سپس 
با ارائه کار در کلاس وچند مثال سعی در بالا بردن تسلط دانش آموزان شده است. پس از آن با توجه به 
احتمال شرطی مفهوم پیشامدهای مستقل ارائه گردیده است. مطالعه مثال هایی که در کتاب آورده شده و 
دیگر مثال هایی از این دست برای بالا بردن فهم دانش آموزان از این مفهوم و تسلط آنها بر حل مسائل این 

موضوع الزامی است. 
تغییرات،  دامنه  پراکندگی شامل  معیارهای  و  میانگین  و  میانه  معیارهای مرسومی شامل  در درس دوم، 
مقایسه  و  تحلیل  در  معیارها  این  از  استفاده  نحوه  و چگونگی  تغییرات  و ضریب  معیار  انحراف  واریانس 
داده ها بیان شده است. دانش آموزان در سال های گذشته با مفاهیم اولیه آمار مانند دسته بندی داده ها، جدول 

فراوانی، میانگین و نمودارهای مختلف آماری و انواع متغیرهای تصادفی آشنا شده اند. 
در این درس، دانش آموزان با معیارهای مرکزی و پراکندگی به عنوان معرف جامعه در بررسی و مطالعه 

داده های آماری و میزان حساسیت معیارهای مذکور به تغییرات داده ها آشنا می شوند. 
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نقشه مفهومی 

یادآوری مفاهیم اولیه

پیشامدهای مستقل احتمال شرطی

 کاربرد در حل مسئله

آمار توصیفی

 معیارهای پراکندگی معیارهای مرکزی

ضریب تغییرات انحراف معیار  واریانس  دامنه تغییرات میانگین میانه

 تحلیل داده ها

مقایسه داده ها

نقشه مفهومی بخش آمار

دانستنی هایی برای معلم 

از زمان های دور انسان ها به شانس و اقبال در زندگی معتقد بوده اند، بازی های مبتنی بر شانس چه در 
عصر باستان و مدارک تاریخی و چه امروزه، حتی در دنیای کودکان قابل مشاهده است. 

این روزها، هرگاه انتخاب یک مورد، انتخاب موارد دیگر را در یک رویداد تحت الشعاع قرار دهد و 
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ایجاد شبهه کند از شانس استفاده می شود. مثلاً در مسابقات فوتبال برای شروع بازی از پرتاب سکه استفاده 
می شود. 

قرعه کشی نیز یکی دیگر از نمونه های انتخاب شانسی است که قدمت آن به روم باستان برمی گردد. هرساله 
قابل  مبلغ  برنده  و  می کردند  رایگان شرکت  به صورت  قرعه کشی  یک  در  رومی  میلیون شهروند  قریب ١4 
توجهی می شوند. جالب است که بعضی از برندگان این قرعه کشی از طبقه ثروتمند جامعه بودند. در قرن 
شانزدهم در ایتالیا برای تعیین فردی که باید هزینه های دفاعی شهر را بپردازد در میان طبقه ثروتمند شهر، 
قرعه کشی انجام می شد. در برخی جوامع کهن، انتخاب همسر نیز به صورت شانسی انجام می شد که دست کم 

باعث حفظ تنوع ژنتیکی در میان افراد جامعه می شد. 
در ادبیات فارسی نیز از شانس به عنوان بخت یاد شده است و دارای نمونه های بسیاری در اشعار و 

متون ادبی است. مثلاً 
باشد صدهنر  دو  مویت  سر  هر  به  باشد اگر  بد  بخت  چو  نیاید  کار  به  هنر 
شنو حدیثی  بوالعجبتر  این  جواز  دو  نیرزد  کوشش  بی بخت  که 
طلب  در  دویدیم  بود  جهد  که  یاوریچندان  بخت  نکند  چون  سود  چه  کوشش 
بخت  وارون  زورمند  کند  سخت چه  بازوی  که  به  بخت  بازوی 
یافت نتوان  گنج  بیهوده  بردن  رنج  رابه  بازو  زور  نه  فضیلت  راست  بخت  که 

 
با وجود اهمیت و تأثیر شانس در زندگی بشر، بسیاری از متفکران تا قبل از عصر علوم جدید )علوم 
مبتنی در تجربه(، وجود آن را رد می کردند. عدم هماهنگی شانس با موضوعاتی نظیر اراده آزاد،مسئولیت و 
… فیلسوفان را از رسیدن به یک بیان قطعی در مورد شانس محروم کرد. دیدگاه منفی فیلسوفان نسبت به 
شانس، بیشتر حاصل علمی بود که از طریق نظری و نه تجربی به آن دست یافته بودند. به این ترتیب آنها برای 

آزمایش های تجربی ارزشی قائل نبودند. 
دو مواور تعریف های دقیق و درستی از استقلال پیشامدها، و احتمال شرطی ارائه کرد. لاپلاس کارهای 
برنولی، دو مونمور و دومواور را توسعه داد. مقاله او با عنوان تئوری تحلیلی احتمال یکی از کارهای مهم 

تا قرن بیستم به شمار می رود. 
از آن جا که قرن نوزدهم مصادف با تغییر ساختار اجتماعی و اقتصادی و تحول علوم تجربی است، بیشتر 
کارهایی که تا آن زمان در زمینه ریاضیات و به ویژه در احتمال انجام شده بود، کاربرد یافت، قرن بیستم را دوران 
احتمال مدرن می دانند. کولموگروف  احتمال را براساس  اصول موضوعی و در قالب تئوری اندازه بنا نهاد 
کتاب مبانی تئوری احتمال او در آلمان به سال ١٩33 منتشر شد و پایه و بنای تئوری احتمال مدرن قرار گرفت. 
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نتیجه ای که تئوری احتمال را تاحد زیادی از قیود عوامل تجربی رهانید »قضیه قانون اعداد بزرگ« است. 
به موجب این قضیه، احتمالات موضوعی را دست کم برای آزمایش هایی که به طور مستقل و نامحدود قابل 
تکرارند، به کمک مفهوم حد می توان محاسبه کرد. این قضیه اساسی ابتدا توسط امیل بورل برای آزمایش های 

برنولی بیان و اثبات شد و سپس کولموگروف آن را برای رشته هایی از متغیرهای تصادفی مستقل تعمیم داد. 

تصویر عنوانی
 

یکی از راهکارهای عملی، جهت گسترش، بازسازی و عنوان در عرصه های مختلف صنعتی، کشاورزی 
در بخش  بهینه و صحیح منابع در بخش های مذکور است. مثلاً  برنامه ریزی درست و مدیریت  و خدماتی 
کشاورزی به منظور افزایش سطح تولید و بهره وری، بهینه سازی منابع بسیار حائز اهمیت است. موضوع 
پیش بینی بارندگی های آینده براساس آمار بارندگی های ثبت شده قبلی و فعلی، می تواند نقش مهمی در این 
مدیریت داشته باشد. زیرا بارندگی، نسبت به سایر عوامل اقلیمی نقش تعیین کننده تری در تولیدات کشاورزی 

دارد. 
اثر سیستم های مؤثر بر بارندگی و دوره های خشک ممکن است برای چند روز روی یک منطقه تداوم 
یابد. از این رو تعیین احتمال رخدادهای متوالی مانند یک روز تر پس از یک روز تر دیگه، یک روز خشک 
پس از یک روز تر، یک روز خشک پس از یک روز خشک دیگر و یک روز تر پس از یک روز خشک 
می تواند مفید باشد. در عین حال، چون توده های هوای مستقر روی یک اقلیم ممکن است چندهزار کیلومتر 
را دربرگیرد و سرعت حرکت کندی داشته باشند، اگر یک روز بارانی باشد احتمال آنکه فردای آن روز نیز 
بارانی باشد زیاد است. در نتیجه وقوع روزهای بارانی و روزهای خشک به بارانی یا خشک بودن روز قبل 
وابسته است در نتیجه در بررسی احتمال وقوع یا عدم وقوع روزهای بارانی یا خشک با پیشامدهای وابسته 
سروکار داریم که به ر وزهای قبلی خود وابسته اند. بنابراین یکی از مسائلی که در هواشناسی با آن روبه رو 
هستیم، این است که پیشامدهای متوالی با چه احتمالی درپی یکدیگر ظاهر می شوند و در طولانی مدت سهم 

هر یک از آنها روی اقلیم مورد بررسی چه میزان است. 
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اهداف درس 

 آشنایی با احتمال شرطی و کاربرد آن در حل مسائل 
 آشنایی با متغیرهای مستقل و وابسته 

 درک رابطه بین متغیرهای مستقل و کاربرد آن در حل مسائل مربوطه

             احتمال شرطیدرس اول

پیش نیازها 

1 فضای نمونه و پیشامدهای تصادفی را بشناسد. 

٢ با احتمال وقوع یک پیشامد در یک فضای نمونه آشنا باشد. 

٣ قوانین احتمال )اجتماع، اشتراک، تفاضل و متمم( را بشناسد. 

٤ با پیشامدهای ناسازگار آشنا باشد. 

روش تدریس

این درس با یادآوری مفاهیم اولیه مبحث احتمال و تلخیص مواردی که دانش آموزان در سال های گذشته 
با آن آشنا شده اند آغاز می شود. لازم به ذکر است که مفاهیم اشاره شده در کادر ابتدای درس، خلاصه ای 
از مفاهیمی است که در پایه های هشتم، نهم و دهم در برنامه درسی دانش آموزان قرار گرفته است. در بیان 
احتمال شرطی و ارائه فرمول آن با توجه به آنچه دانش آموز از احتمال می داند و با توجه به فرمول احتمال 
سعی شده است نوعی توجیح منطقی )و نه اثبات کامل ریاضی( ارائه گردد که به پذیرش این رابطه توسط ذهن 
دانش آموز کمک نماید. از نظر توالی مطالب، باید توجه داشت که در بسیاری از کتاب های احتمال ابتدا 
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مفهوم استقلال دو پیشامد بیان شده و سپس احتمال شرطی ارائه می شود. ولی از آنجا که رویکرد کتاب های 
جدید التألیف بر ارائه کاربردی و شهودی مطالب برای دانش آموزان می باشد. در این فصل، برنامه آموزشی 

مبتنی بر ارائه احتمال شرطی و سپس با استفاده از آن ارائه تعریف استقلال دو پیشامد است.
از آنجا که دانش آموزانی که در رشته تجربی تحصیل می کنند احتمال دارد در رشته هایی ادامه تحصیل 
دهند که با محاسبه احتمال پیشامدهای مستقل زیاد سروکار داشته باشند، یادگیری این مفهوم اهمیت خاصی 
مطالب  و  نموده  بیشتر  را  دانش آموزان  تسلط  ادامه درس  در  ارائه شده  مثال های  مطالعه  خواهد داشت. 
خواندنی قرار داده شده به منظور مطالعه بیشتر علاقه مندان است و می تواند برای دانش آموزان رشته تجربی 

مفید باشد. 
گاهی وقوع یک پیشامد بر احتمال وقوع به پیشامدهای دیگر تأثیر می گذارد. مثلاً احتمال اینکه قیمت 
جهانی نفت در ماه آینده افزایش یابد با دانستن اینکه یکی از کشورهای اوپک درگیر جنگ یا ناامنی است، 

متفاوت خواهد بود از وقتی اطلاعی در این مورد نداریم. 
آنچه تاکنون دانش آموزان در مورد مسائل احتمال آموخته اند، دو نوع مسئله شمارشی و تقسیم »تعداد 
حالات مطلوب« به »تعداد حالات ممکن« است. این تصویر مفید ولی محدود است. با ارائه مسائل احتمال 

شرطی و استقلال دید دانش آموزان نسبت به مسائل احتمال کمی گسترده تر خواهد شد.
در احتمال شرطی با محدود کردن تعداد حالت های ممکن از مجموعه فضای نمونه S بر یک مجموعه 
رابطه   ،A B ≠0 مجموعه  به   A مجموعه  از  مطلوب  حالت های  تعداد  کردن  محدود  و   B مانند  آن  از 

) حاصل می شود. در این قسمت اثبات دقیق ریاضی به هیچ عنوان مدنظر نیست و  )( | )
( )

n A B
P A B

n B
= =



)  موردنظر بوده است. ) ( )P A B P A= تنها توضیح منطقی و درک شهودی رابطه
منظور از احتمال A به شرط B، احتمال وقوع پیشامد A به شرط آن است که بدانیم پیشامد B رخ داده 

است. 
( )( ) , ( )

( )
P A B

P A B P B
P B

= ≠0
  

نحوه خلاصه نویسی چنین  از جمله  احتمال شرطی  رابطه  با جزئیات  دانش آموزان  آشنا کردن  با هدف 
مسائلی و نحوه استفاده از احتمال شرطی درحد آنها آورده شده است. 

در یک مسابقهٔ اتومبیل رانی احتمال اینکه یک اتومبیل دچار نقص فنی نشود و به خط پایان برسد، برابر 
0/7 است و احتمال اینکه یک اتومبیل دچار نقص فنی نشود، برابر 0/8 است. اگر بدانیم یک اتومبیل دچار 

کار در کلاس صفحه 145
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توصیه های آموزشی 

یکی از استراتژی های حل مسائل شرطی، کاهش فضای نمونه است. یعنی برای محاسبه احتمال A به 
شرط B، تعداد اعضایِ فضای نمونه S را به تعداد اعضای مجموعه B کاهش می دهیم. توصیه می شود 
در مثال های اولیه، نمودار ون مجموعه پیشامدهای A و B رسم شود این امر به دانش آموز کمک می کند 
تا  درک بهتری از مفهوم احتمال شرطی یافته و آن را به عنوان موضوعی مستقل از آنچه تا امروز در مورد 

مسائل احتمال آموخته، نبیند. به مثال های زیر توجه کنید.
مثال

فرض کنید در مدارس یک شهر ١500 دانش آموز تحصیل می کنند که 800 تای آنها دختر و بقیه پسر 
هستند. همچنین 600 نفر از آنها که 320 نفر دختر و بقیه پسر هستند در مقطع ابتدایی تحصیل می کنند. 
اگر از میان دانش آموزان این شهر یکی را به تصادف انتخاب کنیم و بدانیم که این دانش آموز از مقطع ابتدایی 

انتخاب شده است با چه احتمالی این فرد دختر است؟
A = پیشامد دختر بودن  
B = پیشامد مقطع ابتدایی بودن  

( )( )
( )

P A B
P A B

P B
= =

320

600
=

8

15
 

نقص فنی نشده است، با چه احتمالی به خط پایان رسیده است؟ 
حل: 

 A :پیشامد دچار نقص فنی نشدن اتومبیل     ( ) /P A =0 8  
 B : احتمال رسیدن به خط پایان                   ( ) /P A B =0 7  

( ) /( )
( ) /

P A B
P B A

P A
= = =

0 7 7

0 8 8

  
 

به طور  و  آورده شده  با مبحث احتمال شرطی  بیشتر دانش آموز  با هدف آشنایی  مثال های صفحه ١46 
کامل حل شده اند.

ابتدایی

پسردختر

فضای نمونه = )دانش آموزان شهر(
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 مثال: تاسی را پرتاب می کنیم اگر بدانیم عدد رو شده زوج است، احتمال آنکه اول آمده باشد 
چقدر است؟

A = پیشامد اول بودن  

B = پیشامد زوج بودن  

( )( | )
( )

n A B
P A B

n B
= =

                                                               = 1

3
 

مثال: دو تاس آبی و قرمز را می اندازیم، اگر مجموع دو تاس 7 باشد، احتمال اینکه تاسِ 
آبی 5 باشد چقدر است؟

A = پیشامد آنکه تاس آبی 5 باشد  

B = پیشامد آنکه مجموع دو تاس 7 باشد  

( )( | )
( )

n A B
P A B

n B
= =

 1

6
 

6

5

4

3

2

1

1         2        3         4         5        6

A

S

B

A B

)تاس آبی(

تاس سبز

A B

A

h

h
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در  زیرا   A B = ∅ که  است  آن  استقلال  برای  کافی  نه  و  لازم  شرط   ، ( ) , ( )P B P A >0 اگر 
) برقرار نیست.  ) ( ). ( )P A B P A P B= ) و بنابراین تساوی  )P A B =0 غیراین صورت 

می توانید این مطلب را با یک مثال برای دانش آموزان مطرح کنید. 
به ویژه آنکه  اغلب دانش آموزان بین دو مفهوم ناسازگاری و استقلال دو پیشامد تمایز قائل نمی شوند. 
این دو مفهوم درحال حاضر با تأخیر زمانی یکسان فراگرفته می شود. همکاران محترم می توانند با توجه به 
زمان تعریف این دو مفهوم در مسیر آموزش احتمال در برنامه درسی و یادآوری هردو تعریف، مطلب را برای 

دانش آموزان به روشنی توضیح دهند. 
بیان  به کمک احتمال  پیشامد  بیان می شود ولی استقلال دو  احتمال  تعریف  از  قبل  ناسازگاری  مفهوم 

می گردد. 
 ( )P A B =0 A و بنابراین  B = ∅ درواقع  دو پیشامد ناسازگار اشتراکشان برابر تهی است یعنی 
باید  شد  گفته  که  همان گونه  باشند  غیرصفر  احتمال های  با  مستقل  پیشامد  دو   B و   A اگر  حالی که  در 

. ( )P A B ≠0

دو پیشامد مستقل
 

در این قسمت پیشامد مستقل به کمک تعریف احتمال شرطی بیان شده است. در صفحه ١46 آمده است 
»پیشامد A از پیشامد B مستقل است، هرگاه وقوع B بر احتمال وقوع A تأثیرنگذارد« دقت کنیم که در 
اینجا دوطرفه بودن مفهوم استقلال دو پیشامد ذکر نشده است و بنابه این تعریف تنها استقلال پیشامد A از 
B بیان شده است. یعنی می دانیم وقوع B بر احتمال وقوع A تأثیری ندارد ولی در مورد این که وقوع A هم 
بر احتمال وقوع B تأثیر نمی گذارد اطلاعی در دست نیست. پس از آن با استفاده از مفهوم احتمال شرطی و 
)  حاصل می شود. ) ( )P A B P A= توجه به این مسئله که وقوع B اثری بر احتمال وقوع A ندارد و نتیجه 
)  بیان شده است که حاصل  ) ( ). ( )P A B P A P B= در کادر بعدی مفهوم مستقل بودن به صورت 
)  است. اکنون با استفاده از خاصیت جابه جایی  ) ( )P A B P A= ) و  )( )

( )
P A B

P A B
P B

= =
320

600
=

8

15
دو رابطه 

عمل ضریب دو مجموعه اعداد حقیقی و عمل اشتراک دو مجموعه مستقل بودن B از A نیز نتیجه می شود 
و استقلال دو پیشامد به عنوان مفهومی دوطرفه ارائه می گردد.

مثال های حل شده صفحات ١47 ــ ١4٩ به منظور تسلط بیشتر دانش آموزان بر این مبحث ارائه گردیده 
است.
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 A B A B ′− =  از آنجا که دانش آموزان در سال های قبل با نمودار ون آشنا هستند می توان تساوی رابطه 
را با توجه به نمودار ون برای آنها اثبات کرده و پس از آن در حل این سؤال استفاده کرد. 

A

M M

A-B

B A B

A B′

تمرین ٣ــ فرض کنید A و B دو پیشامد ناتهی و مستقل از یکدیگرند.
الف( نشان دهید ′A و B مستقل هستند.

ب( با توجه به )الف( نشان دهید ′A و ′B نیز مستقل اند.
حل

. ( ) ( ). ( )P A B P A P B= طبق فرض A و B مستقل و 
الف( 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P B A P B P A B′ = − = −   
( ) ( ) ( )P B P A P B= −  
( )( ( ))P B P A= −  
( ). ( )P B P A′=  

 A ب( طبق )الف( اگر دو پیشامد مستقل باشند هر یک از آنها با متمم دیگری هم مستقل است بنابراین اگر
و B مستقل باشند، در این صورت A و ′B مستقل اند و از این می توان نتیجه گرفت ′A و ′B نیز مستقل اند.

ملی فوتبال  تیم  به احتمال 0/8در  و  تیم کوهنوردی مدرسه شان  به احتمال 0/7 در  احمد  تمرین ٤ــ 
نوجوانان انتخاب می شود. احتمال های زیر را محاسبه کنید. 

الف( در هر دو تیم مورد نظر انتخاب شود. 
ب( در هیچ کدام از دو تیم انتخاب نشود. 
پ( فقط در تیم ملی فوتبال انتخاب شود. 

ت( فقط در یکی از تیم ها انتخاب شود. 
ث( حداقل در یکی از تیم ها انتخاب شود. 

A B
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( ) / , ( ) /P A P B= =0 7 0 8 حل:  

) )الف ) ( ) ( )P A B P A P B= = × =
7 8 56

10 10 100
  

طبق قسمت ب تمرین 3 اگر A و B مستقل باشند. آنگاه ′A و ′B نیز مستقل هستند.

) )ب ) ( ) ( )P A B P A P B′ ′ ′ ′= = × =
3 2 6

10 10 100
  

) )پ ) ( ) ( )P A B P A P B′ ′= = × =
7 2 14

10 10 100
  

) )ت ) ( )P A B P A B′ ′+ = + × =
14 3 8 38

100 10 10 100
   

) )ث ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + − = + − =
7 8 56 94

10 10 100 100
   

تمرین 5ــ احتمال اینکه رؤیا در درس ریاضی قبول شود، دو برابر احتمال آن است که دوستش در این 
درس قبول شود. اگر احتمال اینکه حداقل یکی از آنها در درس ریاضی قبول شوند، برابر 0/625 باشد، 

رؤیا با چه احتمالی در این درس قبول خواهد شد؟ 

( ) , ( ) , ( )P A x P B x P A B= = =
625

2
1000

  
( ) ?P B =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A P B x x x= + − × = + − 22 2  

 

          

تمرین 6ــ دو تاس باهم پرتاب شده اند. احتمال آنکه هردو عدد روشده زوج باشند، به شرط اینکه بدانیم 
مجموع اعداد روشده برابر 8 است را به دست آورید. 

حل: 
( ) ? , ( ) , ( )P A B P A P B= = =

9 5

36 36
 

غ ق ق
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 A : پیشامد هردو زوج     { }( , ) , ( , ) , ( , )A B = 2 6 4 4 6 2  

 B : 8 پیشامد مجموع     ( )P A B =
3

36
  

( )P A B = =

3
336

5 5
36

 

تمرین 7ــ ترکیبی از 4 ماده شیمیایی داریم که دو تا از آنها مواد A و B هستند. احتمال واکنش 
1 است. اگر مادهٔ A واکنش نشان دهد، 

7
 ،B ٔ1 و احتمال واکنش نشان دادن ماده

5
 ،A ٔنشان دادن ماده

1 خواهد شد. با چه احتمالی حداقل یکی از مواد A یا B واکنش 

4
 ،B ٔاحتمال واکنش نشان دادن ماده

نشان خواهد داد؟ 
حل:

( ) , ( ) , ( )P A P B P B A= = =
1 1 1

5 7 4
 

( ) ( )P B A
P B A= → =

1 1
14 20
5




 

( ) ( ) ( ) ( )= + −P A B P A P B P A B   

= + −
1 1 1

5 7 20  

+ −
=

25 20 7

140  

= =
38 19

140 70  
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اهداف درس 

 آشنایی با معیارهای گرایش به مرکز و محاسبه آنها 
 توانایی بهره گیری از معیار گرایش به مرکز مناسب در تحلیل داده ها با تمرکز برشناخت ویژگی های آنها 

 آشنایی با معیارهای پراکندگی و محاسبه آنها 
 توانایی بهره گیری از معیارهای پراکندگی مناسب در تحلیل داده ها تمرکز برشناخت ویژگی های آنها 

 درک اثر تغییر مقدار عددی داده ها روی شاخص های گرایش به مرکز و پراکندگی  

             آمار توصیفیدرس دوم

 پیش نیازها

 با متغیرهای تصادفی آشنا باشد.
 جامعه و نمونه را بشناسد 

روش تدریس 

 یکی از اهداف آمار، خلاصه سازی داده ها جهت بهره مندی از آنها است. انتخاب یک یا چند عدد به 
نمایندگی از سایر داده ها، اطلاعات لازم و کاربردی را در اختیار ذی نفعان قرار خواهد داد. بدیهی است که 
در انتخاب این نمایندگان، نهایت دقت را باید به کار برد. زیرا همه استنباط ها از داده ها و همه برنامه ریزی ها 

براساس این نمایندگان انجام خواهد گرفت. 
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معیارهای گرایش به مرکز 
معیارهایی هستند که محل تمرکز داده ها را نشان می دهند: 

میانگین به عنوان پرکاربردترین معیار گرایش به مرکز شناخته شده است. این معیار به علت برخورداری 
از ویژگی های خوب به عنوان یک برآورد از میانگین جامعه، در قضایای بسیاری به کار گرفته شده است. لذا 
میانگین نسبت به میانه از کاربرد بیشتری برخوردار است. اما همان طور که در متن کتاب توضیح داده شده، 

گاه استفاده از میانگین درست نیست و از میانه به عنوان معیار گرایش به مرکز استفاده می کنیم. 
قوانین مربوط به میانگین 

....
N

i
i n

X X X X
X

N N
=
Σ + + +

= =1 1 2  
البته در کتاب از آوردن علامت ∑ خودداری شده است. 

 ( )
N N

i i
i i

X X X NX NX NX
= =
Σ − = ⇒ Σ − = − =

1 1
0 0  

فعالیت صفحه 153

محمد، جرم 5 نفر از دوستان خود را پرسید و آنها را در جدول زیر یادداشت کرد. سپس میانگین جرم 
دوستان خود را حساب کرد: 

علی  احمد   سام   نیما   رضا   دوست    
62  55  57  6١  55 جرم )کیلوگرم(   

 نحوۀ محاسبه میانگین 
1 محمد ابتدا مجموع جرم دوستان خود را محاسبه کرد: 

٢ سپس عدد حاصل را بر عدد 5 )تعداد دوستان( تقسیم کرد: 

حل: 
X

+ + + +
= =

62 55 57 61 55
58

5
 

همه  تغییرات  به  نسبت  میانگین  میزان حساسیت  مشاهده  و  بررسی  در کلاس صفحه ١54،  کار  هدف 
داده ها است. هر تبدیلی که روی همه داده ها انجام گیرد، روی میانگین هم اعمال خواهد شد. قبل از کار در 

کلاس دو سؤال در مورد تغییرات داده ها و اثر آن روی میانگین پرسیده شده است. 
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همکاران محترم می توانند با مثالی ساده و تغییرات روی آن، از دانش آموزان بخواهند پاسخ این سؤالات 
را به دست آورند و یا به صورت کلی مطلب را ثابت کنند هرچند اثبات ریاضی این سؤالات مدنظر نبوده است 
و همکاران با توجه به سطح کلاس می توانند با چند مثال و یا اثبات ریاضی بنابه صلاحدید مطلب را نتیجه 

بگیرند. 

1 در فعالیت قبل، میانگین جرم دوستان محمد چند گرم است؟
با توجه به پاسخ و نتایج گرفته شده از سؤالات قبل از این کار در کلاس: 

جرم دوستان محمد در فعالیت قبل برحسب کیلوگرم است. در تبدیل واحد  کیلوگرم به گرم، همه داده ها 
در ١000 ضرب می شوند. پس میانگین هم در ١000 ضرب شده و برابر 58000 خواهد بود. 

درجهٔ   28 هوا  دمای  میانگین  اگر  شد.  گزارش  بهاری  روز  یک  از  ساعت  هر  در  اهواز  هوای   ٢

)F C= +
9

32
5

سانتی گراد باشد، میانگین دمای هوا چند درجهٔ فارنهایت است؟ )راهنمایی 
9 ضرب و با 32 

5
مانند سؤال قبل چون در تبدیل واحد درجه سانتی گراد به فارنهایت همه داده ها در 

× یعنی 82/4 است.  +
9

28 32
5

جمع می شوند پس میانگین داده های تبدیل شده برابر 

کار در کلاس صفحه 154

توصیه های آموزشی 

مرتب  آن،  به  مربوط  تعاریف  آمار،  علم  مفهوم  با  دانش آموزان  که  باشند  داشته  توجه  محترم  همکاران 
انواع  و  فراوانی  از روی جدول  داده ها  میانگین  یافتن  فراوانی،  داده ها، جدول  داده ها: دسته بندی  کردن 
نمودارهای آماری در دوره متوسطه اول آشنا هستند. توصیه می شود فصل 8 از کتاب ریاضی پایه هشتم 

مطالعه شود یا از دانش آموزان بخواهید این فصل را قبل از تدریس مطالعه و در کلاس ارائه دهند. 

میانه

میانه داده ای است که نصف داده ها از آن بیشتر و نصف داده ها از آن کمتر است. به صورت دقیق تر، 
میانه عبارت است از مقداری که تعداد داده های قبل از آن با تعداد داده های بعد از آن باهم برابرند. فلوچارت 

صفحه ١54 مراحل یافتن  میانه را به خوبی بیان می کند. 
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توصیه های آموزشی 

توجه دانش آموزان را به اهمیت بحث میانگین و میانه در تحلیل داده ها جلب کنید. مثلاً اینکه اگر میانه 
نمره ریاضی دانش آموزان یک کلاس ١7 باشد، یعنی %50 دانش آموزان نمره ١7 و بالاتر گرفته اند و این به 

معنای رقابت شدید در آن کلاس است.
تعبیر میانگین در فیزیک، مرکز ثقل است که می توان برای درک بهتر مفهوم میانگین و اهمیت معیارهای 

پراکندگی قبل از ورود به موضوع معیارهای پراکندگی به آن اشاره کرد. در دو شکل زیر:

کار در کلاس صفحه 155

داده های زیر مربوط به تعداد ضربان قلب ١2 دانش آموز پایهٔ یازدهم، قبل از یک مسابقهٔ دو است. 
١00      ٩١     82     75     ١05      ٩8      ٩8    ١0١     8٩     ٩2      ٩7     86

ــ میانهٔ داده ها را مشخص کنید. 
75 ، 82 ، 86 ، 8٩ ، ٩١ ، ٩2 ، ٩7 ، ٩8 ، ٩8 ، ١00  ،  ١0١  ،  ١05

 /+
=

92 97
94 5

2
                                                                               

ــ میانگین داده ها را مشخص کنید. 

/X =
1114

92 83
12

  

جارک ها که در انتهای این فصل مورد بررسی قرار می گیرند، تعمیم مفهوم میانه هستند. 
از آنجا که میانگین تحت تأثیر داده های دور افتاده است، در صورت وجود داده های دورافتاده، از میانه 
را  دانش آموزان  نمره مستمر  که  زد  مثال  را  معلمی  می توان  مطلب،  این  بهتر  برای درک  می شود  استفاده 
براساس میانگین نمرات آنها در طول یک ترم محاسبه می کند. فرض کنید در این میان دانش آموزی دارای 
نمرات ١7/5 و ١6 و ١7 و ١6/5 و ١6 و 5 باشد. به هر دلیلی دانش آموز یک نمره خیلی ضعیف دارد ولی 
عملکرد او در سایر موارد کاملاً قابل قبول است میانگین نمرات این دانش آموز برابر ١4 است که نسبت به 
نمرات او در طول ترم ناعادلانه به نظر می رسد. از این رو برای از بین بردن اثر نمره دور افتاده 5 بهتر است 

از میانه استفاده شود. 
مثال و کار در کلاس صفحه ١55 در راستای درک بهتر دانش آموز از مفهوم میانه و کاربرد آن است. 

)2()1(
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شکل اول از تعادل بیشتر برخوردار است ولی شکل دوم تعادل کمتری دارد. می توان بلندی میله ها را در 
دوطرف شکل به پراکندگی بیشتر داده ها نسبت داد. 

تنها توجه به معیارهای گرایش به مرکز نمی تواند اطلاعات کاملی از داده ها در اختیار ما قرار دهد. فعالیت 
صفحه ١56 به منظور نشان دادن همین موضوع طرح شده است. 

نمرهٔ درس ریاضی دانش آموزان دو کلاس A و B، به تفکیک گزارش شده است:

12111098A
20151050B

فعالیت صفحه 156

8     9     10    11   12

0                         5                         10                       15                        20

الف( میانهٔ نمرهٔ این دو کلاس را محاسبه کنید. 
 A ١0 = میانه کلاس          B ١0 = میانه کلاس  

ب( میانگین نمرهٔ این دو کلاس را محاسبه کنید. 
,A BX X= =10 10  

و  میانه  که  آنجا  از  تدریس کند؟ چرا؟  ترجیح می دهد در کدام کلاس  معلم ریاضی  به نظر شما یک  پ( 
به مرکز اطلاعات چندانی  میانگین داده ها در هر دو کلاس یکسان است، در این سؤال معیارهای گرایش 
برای مقایسه وضعیت دو کلاس به دست نمی دهد و معلم نمی تواند با این اطلاعات، کلاسی را بر کلاس دیگر 
ترجیح دهد ولی این سؤال برای توجه دادن دانش آموزان به مهم بودن معیارهای مربوط به پراکندگی داده ها 

مطرح شده و لذا بحث بر تفاوت پراکندگی داده ها و نتایج آن مدنظر است. 

8     9     10    11   12

0                         5                         10                       15                        20
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معیارهای پراکندگی 

تحلیل داده ها با استفاده از معیارهای گرایش به مرکز و بدون در دست داشتن معیارهای پراکندگی عملاً 
غیرممکن است. 

تغییرات  اینکه  است.  اهمیت  دارای  پراکندگی،  معیار  ساده ترین  و  اولین  عنوان  به  تغییرات  دامنه 
از مواردی است که  تأثیر قرار می دهد  پراکندگی را تحت  تغییرات و سایر معیارهای  داده ها چگونه دامنه 
دانش آموز باید به خوبی با آن آشنا شود. حسن دامنه تغییرات در سادگی محاسبه و ایراد آن در این است 
که تنها با دو داده بزرگ و کوچک سروکار دارد. فعالیت صفحه ١56 و همچنین مثال آورده شده در همان 

صفحه به معرفی دامنه تغییرات، حسن و ایراد استفاده از آن می پردازد. 
هرچند که پراکندگی زیاد به معنای عدم تعادل داده هاست و مثلاً پراکندگی زیاد در درآمدهای افراد یک 

جامعه، نشان دهنده بیماری اقتصادی است. اما در برخی موارد پراکندگی زیاد مفید و حتی لازم است. 
فرض کنید در یک آزمون استخدامی ٩0 درصد داوطلبان نمره کامل گرفته باشند. این امر نشان می دهد 

که آزمون نتوانسته است مقایسه درستی بین داوطلبین انجام دهد و شایسته ترین ها را برگزیند. 
پراکندگی  معیارهای  میان  معیار در  این  اهمیت  و  به بحث واریانس  کار در کلاس صفحه ١57 ورود 

است. 

معلم از 7 نفر از دانش آموزان خواست تا تعداد کتاب های غیردرسی را که در طول تابستان گذشته مطالعه 
کرده اند، گزارش کنند. 

الف( دامنه تغییرات آنها را محاسبه کنید. 
١5      8      ١       ٩2      ١4      4      ١

١4 = ١ - ١5: دامنه تغییرات   
نیز تعداد کتاب های غیردرسی را که در طول  آنها  آنها اضافه شدند و  به جمع  ب( دو دانش آموز دیگر 
تابستان گذشته مطالعه کرده بودند، به ترتیب 5 و ١١ اعلام کردند. مجدداً دامنهٔ تغییرات این ٩ داده را محاسبه 

١4 = ١ - ١5 : دامنه تغییرات  کنید.  
پ( از مقایسهٔ پاسخ الف و ب چه نتیجه ای می گیرید؟ از میان همه داده ها، دامنه تغییرات تنها با دو داده، 
یعنی بزرگ ترین و کوچک ترین داده سروکار دارد و تغییرات روی داده های بین این دو داده، تأثیری روی 

دامنه تغییرات ندارد. 

کار در کلاس صفحه 157
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میانگین  از  انحرافات  مربع  میانگین  با  برابر  که  آمار  علم  پارامترهای  مهم ترین  از  یکی  واریانس، 
داده هاست. واریانس جامعه را با δ2 نشان می دهیم. لازم است تا دانش آموز نقش واریانس را به عنوان معیار 
تکمیل کننده میانگین در بررسی جامعه درک کند. واریانس به دلیل درگیری تمام داده ها در محاسبه آن، یکی 

از معیارهای مهم پراکندگی به شمار می رود و واحد آن برابر توان دوم واحد دادهٔ موردنظر است. 
لزوم مجذورگیری در فرمول واریانس با اشاره به این مطلب که مجموع اختلاف داده ها از میانگین برابر 

صفر است در صفحهٔ ١58 به طور کامل توضیح داده شده است. 
فعالیت صفحه ١57و ادامه آن در صفحه ١58 دانش آموز را برای رسیدن به فرمول واریانس راهنمایی 
می کند. در اینجا تحلیل نتیجه حاصل بسیار مهم است و باید  روی آن تأکید شود. اینکه واریانس بزرگ 
به چه معناست و واریانس کوچک به چه معنا و اساساً کاربرد واریانس در مقایسه دو دسته داده با میانگین 

یکسان، به خوبی باید توسط دانش آموزان درک شود. 

فعالیت صفحه 157

الف( در ادامهٔ فعالیت قبل اختلاف از میانگین را برای نمره های ریاضی کلاس A و B به کمک جدول های 
روبه رو محاسبه کنید. 

 B کلاس A کلاس

( )iy Y−yi( )ix X−xi

-100-28

-55-19

010010

515111

1020212

ب( مجموع اختلاف داده ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه کنید. در هر دو حالت مجموع اختلاف 
داده ها از میانگین برابر صفر است. 
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الف( مجدور اختلاف از میانگین برای نمره های ریاضی کلاس A و B را به کمک جداول زیر محاسبه 
کنید. 

 B کلاس A کلاس

( )iy Y− 2( )iy Y−yi( )ix X− 2( )ix X−xi

100-1004-28

25-551-19

00100010

255151111

10010204212

ب( مجموع مجذور اختلاف داده ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه کنید. 

)8 - ١0(2 + ... + )١2-١0(2= ١0 A مجموع مجذور اختلاف داده ها از میانگین برای کلاس

)0 - ١0(2 + ... + )20-١0(2= 250 B مجموع مجذور اختلاف داده ها از میانگین برای کلاس

پ( میانگین مجذور اختلاف داده ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه و مقایسه کنید. 

( ) ... ( )− + + −
= =

2 28 10 12 10 10
2

5 5

 A مجموع مجذور اختلاف داده ها از میانگین برای کلاس

( ) ... ( )− + + −
= =

2 20 10 20 10 250
50

5 5

 B مجموع مجذور اختلاف داده ها از میانگین برای کلاس



254

واریانس تعداد کتاب های غیردرسی مطالعه شده در »کار در کلاس« قبل، توسط 7 و ٩ دانش آموز را 
محاسبه کنید. 

تعداد کتاب های مطالعه شده توسط هر دانش آموزدامنه تغییرات  واریانس

20

/σ 22 98  

١4

١4

١5       8       8          ١2        ١4      4      ١

١5      8    8    ١2    ١4    4    ١      5    ١١

تعداد و  تغییر  با  تغییرات  این »کار در کلاس« دیده می شود، واریانس برخلاف دامنهٔ  همان طور که در 
مقادیر داده ها تغییر می کند. 

کار در کلاس های صفحه ١5٩ به بیان ویژگی های واریانس و مزیت آن نسبت به دامنه تغییرات می پردازد. 
این ویژگی، حساسیت واریانس به تعداد داده ها و مقدار داده ها را نشان می دهد.  

 ویژگی های واریانس 
اگر هریک از داده های آماری با مقدار ثابتی جمع شود، واریانس آنها تغییر نخواهد کرد. چرا؟

اگر هریک از داده های آماری در مقدار ثابتی ضرب شود، واریانس آنها در مجذور همان مقدار ثابت 
ضرب خواهد شد. چرا؟ 

در پاسخ به این سؤالات، نیازی به اثبات ریاضی نیست و همکاران با چند مثال عددی می توانند ذهن 
دانش آموز را برای درک منطقی نتیجه موردنظر و پاسخ این سؤالات آماده کنند. 

کار در کلاس صفحه 159

کار در کلاس صفحه 159

در سؤال اول، انتظار می رود دانش آموزان از اطلاعات فعالیت صفحه ١53 استفاده کرده و واریانس داده ها 
را بیابند. سپس تغییرات داده ها را با توجه به نتایج سؤالات مطرح شده قبل از کار در کلاس، بیان نمایند. 

1 در اولین فعالیت، واریانس جرم دوستان محمد چند گرم به توان دو است؟ 
)واریانس داده های قبلی برحسب کیلوگرم( × ١06 = واریانس داده های جدید برحسب گرم 

٢ هوای اهواز در هر ساعت از یک روز بهاری گزارش شد. اگر واریانس دمای هوا 6 درجه سانتی گراد 

)F C= +
9

32
5

به توان دو باشد، واریانس دمای هوا چند درجهٔ فارنهایت به توان دو است؟ )راهنمایی: 

, /C F C F Fδ = δ = δ ⇒ δ = × = =2 2 2 2 281 81 486
6 6 19 44

25 25 25
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این  استفاده می شود،  داده ها  میانگین  از  اختلاف  میانگین مجذور  از  واریانس  در محاسبه  که  آنجا  از 
معیار، پراکندگی داده ها را حول میانگین بیشتر از حد انتظار نشان می دهد به همین دلیل از واریانس جذر 
گرفته می شود تا معیار بهتری برای بیان پراکندگی داده ها حول میانگین باشد، جذر واریانس را انحراف 

معیار می نامند و واحد آن برابر واحد داده های مورد بررسی است. 
اگر داده های مربوط به یک کمیت در دو جامعه آماری با واحدهای متفاوت یا ناشناخته بیان شده باشد، 
برای مقایسه پراکندگی داده ها در دو جامعه از ضریب تغییرات استفاده می شود. همچنین ضریب تغییرات 

برای مقایسه دو جامعه که در مورد یک کمیت میانگین یکسانی ندارند مورد استفاده قرار می گیرد. 
ضریب تغییرات را با CV نشان می دهند و عبارت است از نسبت انحراف معیار به میانگین ضریب تغییرات 
به عنوان پراکندگی درون واحد مشهور است در صفحات ١5٩ و ١60 کتاب، نحوه محاسبه انحراف معیار 

و ضریب تغییرات به روشنی توضیح داده شده است. 
از ضریب تغییرات تنها زمانی که همه داده ها مثبت باشد، استفاده می شود. 

کار در کلاس صفحه 160

دمای هوای یک هفتهٔ اسفند مشهد و کیش، به ترتیب فارنهایت و سانتی گراد گزارش شده است. دمای 
هوای این هفته در کلام شهر از ثبات بیشتری برخوردار است )ضریب تغییرات کمتری دارد(؟

شنبه یکشنبه دوشنبه سه شنبه چهارشنبه پنجشنبه جمعه

مشهد )فارنهایت(37373٩4١4٩5350

کیش )سانتی گراد(2١222223242627

/X  43 71  /X 23 57  
                                                                 کیش                                                                      مشهد

/ /δ =

2 273 43 39 067  / /δ =2 29 71 4 247  
                                                                 کیش                                                                      مشهد

/δ  6 24
 

/δ  2 05
                                                                 کیش                                                                      مشهد 

/cv 0 14  /cv =0 08  
                                                                 کیش                                                                      مشهد

پس کیش دارای دمای هوایی با ضریب تغییرات کمتر است. 
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بر انحراف معیار و ضریب  اثر تغییرات روی داده ها  تا دانش آموزان مهارت کافی در تعیین  لازم است 
تغییرات کسب کنند. در قسمت تمرین صفحه ١62 سؤال ١ به این مسئله پرداخته شده است. لازم است تا 

همکاران با مثال های متنوع دیگر به درک بهتر دانش آموزان در این مورد کمک کنند. 
چارک ها نقاطی بر روی مقیاس اندازه گیری هستند که کلیه مشاهدات یا نمره ها را به چهار قسمت مساوی 
تقسیم می کنند. دستورالعمل پیدا کردن چارک ها در فلوچارت صفحه ١6١ آورده شده است. چارک ها 
تعمیم میانه هستند سایر تعمیم های میانه، دهک ها و صدک ها هستند که در مطلب خواندنی صفحه ١62 به 

آنها پرداخته شده است. 
است.  جامعه  سطح  در  موجود  نرم افزارهای  پرکاربردترین  از  یکی  آفیس  نرم افزار  اینکه  به  توجه  با 
قسمت خواندنی انتهای فصل به آموزش نحوه استفاده از برنامه اکسل این نرم افزار با هدف کاربرد آن در 
با انواع نمودارهای آماری و  رسم نمودارهای آماری پرداخته است. دانش آموزان دو دوره اول متوسطه 
ویژگی های آنها آشنا شده اند. توصیه می شود در صورت داشتن وقت و امکانات، این قسمت به عنوان یک 
کار فوق برنامه و به منظور آشنایی و ایجاد انگیزه در دانش آموزان در کلاس اجرا شود. در هر صورت انجام 

ارزشیابی از این قسمت غیرضروری و خارج از برنامه درسی این کتاب است. 

کار در کلاس صفحه 162

معلم یک کلاس می خواهد متوسط مدت زمان استفاده دانش آموزان از اینترنت را برآورد کند. وی از 
35 دانش آموز کلاس خود پرسید، در یک شبانه روز چند دقیقه از اینترنت استفاده می کنند؟ در زیر پاسخ 

آنها گزارش شده است. 

45906020015180458030120
7590906020120115603020
4545606060100907520025

1530180100120

چارک اول، میانه و چارک سوم مدت زمان استفاده از اینترنت دانش آموزان این کلاس را مشخص کنید. 
    

         
Q١                                                                                             Q2                

٩0و٩0و80 و75و75و60و60و60و60و60و60و 45و45و45و45و 30و30و30و25و20و20و١5و ١5
                                             200و200و١80و١80و١20و١20و١20و١١5و ١00 و١00و٩0و٩0

Q3                                                                                                                            
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توصیه های آموزشی 

ثابت درنظر گرفته می شود.ذکر این  نباشد،  در متغیرهای آماری، متغیری که پراکندگی آن زیاد  معمولاً 
مطلب برای درک بهتر دانش آموزان از داده هایی که با آنها سروکار دارند مفید است به عنوان مثال، در میان 
دانشجویان ترم اول یک دانشگاه، متغیرهایی مانند قد و سن پراکندگی چندانی ندارند و اطلاعات زیادی در 

مورد جامعه به ما نمی دهند. 
برای درک بهتر واریانس، می توان دو دسته کارمند را در دو کشور مختلف مثال زد که دارای میانگین 
درآمدی یکسانی باشند. نمی توان نتیجه گرفت شرایط هردو گروه یکسان است. زیرا در کشوری که شاخص 
قیمت ها پایین تر است، کارکنان رفاه بیشتری دارند. حتی اگر شاخص قیمت ها یکسان باشد، بازهم جامعه ای 
که پراکندگی درآمد آن کمتر است از سلامت اقتصادی بیشتر و رفاه بالاتری برخوردار است. اینجاست که 

برای مقایسه داده ها از واریانس استفاده می شود. 
از ضریب  باید  و  نیست  مفید  مقایسه  برای  هم  واریانس  دیگر  نباشد،  یکسان  داده ها  میانگین  اگر  حال 

تغییرات استفاده کرد. 
مثالی دیگر: سه استخر را درنظر بگیرید با میانگین عمق های یکسان و انحراف معیارهای صفر، 0/5 و 
١/5 از دانش آموزان بخواهید تعیین کنند کدام یک برای شنای یک فرد مبتدی با قد ١/60 مناسب تر است. 

تمرین صفحه 162

1 درستی یا نادرستی جمله های زیر را مشخص کنید. )با فرض آنکه همه داده ها و C مثبت باشند(
c کاهش می یابد.  ــ اگر مقدار ثابت c از داده ها کم شود، انحراف معیار به اندازهٔ 

ــ اگر مقدار ثابت c به داده ها اضافه شود، ضریب تغییر بزرگ تر می شود. 
 برابر می شود. 

c
1  در داده ها ضرب شود، انحراف معیار 

c
1 ــ اگر مقدار ثابت 

ــ  اگر مقدار ثابت c در داده ها ضرب شود، ضریب تغییر ثابت می ماند. 
حل: 

ــ نادرست. اگر مقدار ثابت c از داده ها کم شود، انحراف معیار تغییر نمی کند. 
به  میانگین  به  ولی  نمی کند  تغییر  معیار  انحراف  اضافه شود،  داده ها  به   c ثابت  مقدار  اگر  نادرست.  ــ 
cv کوچک تر می شود، چون صورت کسر ثابت 

X

δ
= اندازهٔ c اضافه می شود و در نتیجه ضریب تغییرات 

و مخرجش بزرگ تر شده است. 
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ثابت ضرب  نیز در آن عدد  انحراف معیار  ثابت مثبت در داده ها،  با ضرب کردن هر مقدار  ــ درست. 
می شود. 

ــ درست. اگر مقدار ثابت c در داده ها ضرب شود، انحراف معیار و میانگین هر دو c برابر می شوند، پس 
cv بدون تغییر می ماند. 

X

δ
= ضریب تغییرات 

٢ کارخانه ای دو نوع لاستیک تولید می کند میانگین طول عمر برای نوع A و B به ترتیب ١١000 

کیلومتر و ١0000 کیلومتر و انحراف معیار برای نوع A و B به ترتیب 2000 کیلومتر و ١000 کیلومتر 
است. کدام نوع لاستیک بهتر است. 

حل. 

A A

A

X =

δ =

11000

2000
 A ضریب تغییرات نوع /A

AX

δ
= =

2000
0 812

11000
  

B B

A

X =

δ =

10000

1000
 B ضریب تغییرات نوع /B

BX

δ
= =

1000
0 1

10000
  

لاستیک نوع B ، که ضریب تغییرات کمتری دارد، بهتر است. 
٣ جدول زیر پول توجیبی )ده هزار ریال( هفتگی پنج دوست نزدیک مینا و مریم را نشان می دهد. 

الف( میانگین و میانهٔ پول توجیبی را برای دوستان مریم و مینا محاسبه کنید. 
ب( انحراف معیار پول توجیبی را برای دوستان مریم و مینا محاسبه کنید. 

پ( برنامه ریزی برای یک سفر یک روزه با دوستان برای مینا ساده است یا مریم؟ 

مینا2726252423

مریم3530252015

حل.
الف( 

25X = میانه = مینا252726252423

25Y = میانه = مریم253530252015
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X میانگین پول توجیبی دوستان مینا  + + + +
= =

23 24 25 26 27
25

5 25 = میانه: 27 ، 26 ، 25 ، 24 ، 23 → مرتب شدهٔ داده ها     

Y میانگین پول توجیبی دوستان مریم  + + + +
= =

15 20 25 30 35
25

5 25 = میانه : 35 ، 30 ، 25 ، 20 ، ١5 → مرتب شدهٔ داده ها  
ب( 

دوستان مینا دوستان مریم 

( )iy Y− 2
iy Y−yi( )ix X− 2

ix X−xi

100-10154-223

25-5201-124

00250025

255301126

10010354227
10 = مجموع250 = مجموع

 ( ) ( ) ... ( )x X x X x X− + − + + −
δ =

2 2 2
1 2 5

1 5   

 /δ = =1
10

2 1 41
5

  
 

  

( ) ( ) ... ( )y Y y Y y Y− + − + + −
δ =

2 2 2
1 2 5

2 5  

/δ = =2
250

50 7 1
5



پ( ضریب تغییرات هر دو گروه را به دست می آوریم: 

/ = ضریب تغییرات پول توجیبی دوستان مینا  /
X

δ
= =1 1 41

0 0564
25

/ = ضریب تغییرات پول توجیبی دوستان مریم  /
Y

δ
= =2 7 1

0 284
25
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برنامه ریزی برای گروهی ساده تر است که ضریب تغییرات کمتری داشته باشد، پس برنامه ریزی سفر یک 
روزه برای دوستان مینا ساده تر است. 

٤ میانگین، میانه و انحراف معیار نرخ تورم )مراجعه به خواندنی( سال های ٩4 ــ 84 را براساس جدول 
زیر محاسبه کنید. 

سال13941393139213911390138913881387138613851384

نرخ تورم11/915/634/730/521/512/410/825/418/411/910/4

                                                                                           مجموع داده ها
/ میانگین  /X = = =

203 5
18 5

11
حل.  

                                                                                                         تعداد داده ها
34/7 و 30/5 و 25/4 و 2١/5 و ١8/4و ١5/4 و ١2/4 و ١١/٩ و ١١/٩ و ١0/8 و ١0/4  → مرتب شدهٔ داده ها 

١5/4 = میانه 

xi نرخ تورم11/915/634/730/521/512/410/825/418/411/910/4

-6/6-2/916/2123-6/1-7/76/9-0/1-6/6-8/1
ix X−

مجموع

 720/7 =
43/568/41262/44144937/2159/2947/610/0143/5665/61( )−ix X 2

انحراف معیار  ( ) ( ) ... ( ) / /
x X x X x X− + − + + −

δ = =
2 2 2

1 2 11 720 7
8 1

11 11
  

5 در جدول زیر ارتفاع از سطح دریا برای بعضی از شهرهای استان مرکزی و کهکیلویه و بویراحمد 

.)m :متر ، ft :١ ، فوتm = 3/28١ft :دیده می شود )راهنمایی

مرکزیکهکیلویه و بویراحمد

شهر اراک محلاتخمینشازندیاسوجدهدشتدنا

7218/20 (ft)3248/19 (ft)6135/47 (ft)1920 (m)1830 (m)1775 (m)1708 (m)
فاصله از 

سطح دریا

الف( میانگین ارتفاع از سطح دریا در شهرهای استان مرکزی چقدر است؟ 
ب( انحراف معیار ارتفاع از سطح دریا در شهرهای استان مرکزی چقدر است؟ 
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پ( ارتفاع از سطح دریا برای شهرهای کدام استان بیشتر است؟ 
حل.

استانمرکزیکهگیلویه و بویراحمد

شهر اراک محلاتخمینشازندیاسوج دهدشت دنا 

7218/20 )ft(3248/19 )ft(6135/47 )ft(1920 )m(1830 )m(1775 )m(1708 )m(فاصله از سطح دریا

2200 )m(990 )m(1870 )m(

ابتدا به عنوان مثال ارتفاع از سطح دریا برای شهر یاسوج را برحسب متر، به دست می آوریم: 

/ ارتفاع از سطح دریا برحسب متر 
/

= =
6135 47

1870
3 281

 

X/ میانگین استان مرکزی )الف
+ + +

= =
1708 1775 1830 1920

1808 25
4

 
)ب   

1920183017751708
xi ارتفاع 

از سطح دریا 
استان مرکزی

111/7521/75-33/25-100/25
−ix X

مجموع

 24116/75 =
12488/0625473/06251105/562510050/0625( )− 2

ix X

) انحراف معیار استان مرکزی  ) ( ) ( ) ( )x X x X x X x X− + − + − + −
δ =

2 2 2 2
1 2 3 4

4
 

 / / /= =
24116 75

6029 1875 77 65
4

                  

Y میانگین استان کهکیلویه و بویراحمد )پ + +
=

1870 990 2200
1687

3
  

با توجه به میانگین بیشتر استان مرکزی، ارتفاع از سطح دریا برای شهرهای استان مرکزی بیشتر است. 
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نمونه سؤالات ارزشیابی فصل 7

1 دو تاس را هم زمان پرتاب می کنیم اگر بدانیم مجموع دو تاس کمتر از 6 است. به چه احتمالی عدد 
هردو تاس مثل هم هستند؟ 

، مقدار )P)B|A را محاسبه کنید.  ( )P A =
3

4
) و  )P A B− =

1

4
٢ اگر 

{ }( )P b =
1

4
} و  }( , , )P b c d =

2

3
٣ یک فضای نمونه ای متشکل از 4 برآمد c ، b ، a و d است. اگر 

 { } { }( , , )P a a c d ب(    { } { }( , , , , )P a c d b c d مطلوب است:                  الف( 
٤ یک تاس را دو بار پرتاب می کنیم پیشامد های A و B را به صورت زیر درنظر می گیریم: 

پیشامد A: مجموع شماره های ظاهر شده در دو پرتاب 8 باشد. 
پیشامد B : شماره های ظاهر شده در دو پرتاب مساوی باشد. 

الف( )A(P و )P)B را به دست آورید. 
ب( آیا پیشامدهای A و B مستقل هستند؟ 

پ( اگر پیشامد A اتفاق بیفتد، احتمال اینکه پیشامد B اتفاق بیفتد، چه قدر است؟ 
و   ( )P B =

1

3
و   ( )P A =

1

4
که  به طوری  باشد   S نمونه ای  فضای  از  پیشامد  دو   B و   A اگر   5

( )P A B =
1

4


ب( )P)A|B را به دست آورید.  الف( آیا دو پیشامد A و B مستقل هستند؟  

1 و احتمال 

7
6 احتمال آنکه در ده سال آینده اعتراضات مردمی در کشور A به سقوط دولت بینجامد 

1 است. چه قدر احتمال دارد: 

2
آنکه اعتراضات مردمی در کشور B باعث سقوط دولت شود 
الف( تا دو سال آینده، دولت در هردو کشور سقوط کند. 

ب( حداقل یکی از دولت ها ظرف ده سال آینده سقوط کند. 
 ( ) /P A B =0 7 ) و  )P B = α و ( ) /P A =0 25 A 7 و B دو پیشامد از فضای نمونه ای S می باشند و 

اگر A و B مستقل باشد، α چه قدر است؟ 
٨ اگر تمام داده های x١ و x2 و… و xn را در 5 ضرب کنیم در مورد تغییرات موارد زیر بحث کنید. 

الف( میانگین                           ب( واریانس                          پ( ضریب تغییرات 
٩ جاهای خالی را پرکنید. 

الف( مهم ترین شاخص مرکزی …………… است. 
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ب( دامنه تغییرات با ……………… از داده ها سروکار دارد. 
پ( برای ازبین بردن واحد اندازه گیری از شاخص …………… استفاده می کنیم. 

10 اگر دامنه تغییرات داده های x١ و x2 و x3 و x4 و 7 برابر صفر باشد. میانه داده های زیر را به دست آورید. 
 x −12 x و 1 −23 3 x و  −3 2 x و  +4 1

11 اگر ده داده آماری را دوبرابر کنیم و 5  واحد به هرکدام از آنها اضافه کنیم ضریب تغییرات داده های 
جدید ١/5 برابر ضریب تغییرات داده های قبلی است مجموع داده های قبلی را به دست آورید. 

1٢  ١3 داده آماری با واریانس ١0 و ١2 داده آماری با واریانس 6 را باهم ترکیب می کنیم. اگر میانگین 
هردو گروه یکسان باشد، انحراف معیار 25 داده حاصل را به دست آورید. 

1٣  اگر 2 درصد قیمت هر محصول به عنوان مالیات بر ارزش افزوده به محصولات یک کارخانه اضافه 
شود. میانگین و ضریب تغییرات قیمت محصولات چه تغییری می کند. 

1٤  در داده های زیر چارک اول و سوم را تعیین کنید. 
١52 ، ١55و١52و١50و١56و١55و١57و١40و١56و١57و١60

نمرات درس ریاضی سارا به صورت ١8و١7و١7و١4و١6و١7و6 است. 
الف( میانه و میانگین این داده ها را به دست آورید. 

ب( کدام یک از شاخص ها برای بررسی نمرات سارا بهتر است؟ چرا؟ 
پ( برای اینکه معدل او ١6/5 باشد به جای نمره 6 چه نمره ای باید بگیرد؟ 

15  میانگین 8 داده آماری برابر 6 محاسبه شده است پس از بررسی مجدد معلوم شد که دو مقدار ١١ و 
١2 باید به داده ها اضافه شود. میانگین جدید چقدر است؟ 

16  در داده های زیر اگر داده های بیشتر از چارک سوم را حذف کنیم، میانگین داده های جدید را به دست آورید. 
١5 و١0و١2و 34 و 4١و 43 و 32 و ١8 و 25 و 3١و ١٩

17  امتیازات مهارت کاری دو نفر از پرسنل یک آزمایشگاه در 5 روز کاری به صورت زیر است. دقت 
عمل کدام یک بیشتر است؟ 

 A : 2027و26و24و23و                      B  : 228و26و23و22و١              
1٨  نمرات ریاضی 20 دانش آموز به صورت زیر است:

١٩و١٩و١8و١7و١7و١6و١6و١5و١5و١4و١3و١2و١2و١0و١0و٩و 8و 8و 5
الف( میانگین، میانه و واریانس این داده ها را به دست آورید. 

ب( اگر معلم به خاطر کار کلاسی دانش آموزان یک نمره به تمام دانش آموزان اضافه کند، با استفاده از 
مقادیری که در سؤال 28 به دست آورده اید، ضریب تغییرات نمرات جدید را به دست آورید. 

1٩  میانگین و انحراف معیار امتیازات فنی پروازهای یک خلبان 30 ساله 2١ و 3/5 و میانگین و انحراف 
معیار یک خلبان 40 ساله 25 و4 است. دقت عمل کدام یک بیشتر است؟ 


