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پرورش  به  مربوط  پرورش  و  آموزش  بنیادین  تحول  سند  عملیاتی  هدف  اولین  موضوع 
تربیت یافتگانی است که با درک مفاهیم اقتصادی در چارچوب نظام معیار اسلامی از طریق 
و  بهینه  مالی، مصرف  انضباط  و  قناعت  کارآفرینی،  و جهادی،  انقلابی  و روحیه  و تلاش  کار 
دوری از اسراف و تبذیر و با رعایت وجدان، عدالت و انصاف در روابط با دیگران در فعالیت های 
اقتصادی در مقیاس خانوادگی، ملی و جهانی مشارکت می نمایند. همچنین سند برنامه ملی 
درسی جمهوری اسلامی ایران »حوزه تربیت و یادگیری کار و فناوری« به قلمرو و سازماندهی 

محتوای این آموزش ها پرداخته است.
اعتبار  بر اصول دین محوری، تقویت هویت ملی،  برنامه های درسی فنی و حرفه ای علاوه  در 
نقش یادگیرنده، اعتبار نقش مرجعیت هنرآموز، اعتبار نقش پایه ای خانواده، جامعیت، توجه به 
تفاوت های فردی، تعادل، یادگیری مادام العمر، جلب مشارکت و تعامل، یکپارچگی و فراگیری، 
اصول تنوع بخشی آموزش ها و انعطاف پذیری به آموزش بر اساس نیاز بازار کار، اخلاق حرفه ای، 
توسعۀ پایدار و کاهش فقر و تولید ثروت، شکل گیری تدریجی هویت حرفه ای توجه شده است.

مطالبات اسناد بالادستی، تغییرات فناوری و نیاز بازار کار داخل کشور و تغییر در استانداردها و 
همچنین توصیه های بین المللی، موجب شد تا الگوی مناسب که پاسخگوی شرایط مطرح شده 
سطوح  تعیین  شوند.  تدوین  و  برنامه ریزی  آن  اساس  بر  درسی  برنامه های  و  طراحی  باشد 
و  شغل  ویژگی های  به  توجه  و  حرفه  تحلیل  به  شغل  تحلیل  از  رویکرد  تغییر  و  شایستگی 
تلفیق شایستگی های مشترک و غیرفنی در  به نظام صلاحیت حرفه ای ملی،  شاغل و توجه 
تدوین برنامه ها از ویژگی های الگوی مذکور و برنامه های درسی است. بر اساس این الگو فرایند 
دنیای  و  کار  دنیای  بخش  دو  در  مهارتی  و  حرفه ای  و  فنی  آموزش های  درسی  برنامه ریزی 
پانزده  آموزش طراحی شد. بخش دنیای کار شامل ده مرحله و بخش دنیای آموزش شامل 
مرحله است. نوع ارتباط و تعامل هر مرحله با مراحل دیگر فرایند به صورت طولی و عرضی 
است، با این توضیح که طراحی و تدوین هر مرحله متأثر از اعمال موارد اصلاحی مربوط به نتایج 

اعتباربخشی آن مرحله یا مراحل دیگر می باشد.

مقدمه



توصیه سند تحول بنیادین و برنامۀ درسی ملی بر تدوین اجزای بستۀ آموزشی جهت تسهیل و 
تعمیق فعالیت های یاددهی ـ یادگیری، کارشناسان و مؤلفان را بر آن داشت تا محتواهای آموزشی 
مورد نظر را در شبکه ای از اجزای یادگیری با تأکید بر برنامۀ درسی رشته، برنامه ریزی و تدوین 
نمایند. کتاب راهنمای هنرآموز از اجزای شاخص بستۀ آموزشی است و هدف اصلی آن توجیه و 
تبیین برنامه های درسی تهیه شده با توجه به چرخش های تحولی در آموزش فنی و حرفه ای و 

توصیه هایی برای اجرای مطلوب آن می باشد.
کتاب راهنمای هنرآموز در دو بخش تدوین شده است.

بخش نخست مربوط به تبیین جهت گیری ها و رویکردهای کلان برنامه درسی است که کلیات 
تبیین منطق برنامه درسی، چگونگی انتخاب و سازماندهی محتوا، مفاهیم و مهارت های اساسی 

و چگونگی توسعه آن در دوره، جدول مواد و منابع آموزشی را شامل می شود.
بخش دوم مربوط به طراحی واحدهای یادگیری است و تبیین منطق واحد یادگیری، پیامدهای 
تکالیف  تعیین  و  محتوا  سازماندهی  اساسی،  پرسش های  طرح  کلیدی،  ایده های  یادگیری، 
یادگیری و عملکردی با استفاده از راهبردهای مختلف و در آخر تعیین روش های ارزشیابی را 

شامل می شود.
آموزش  اهمیت  به  توجه  با  هنرآموز  راهنمای  کتاب  مختلف  قسمت های  در  همچنین 
و  مادام العمر  یادگیری  بهداشت،  و  ایمنی  منابع،  مدیریت  آموزش  به  غیرفنی  شایستگی های 

مسئولیت پذیری تأکید شده است.
و  عزیز  هنرآموزان  ویژه  توجه  و  مساعدت  نیازمند  درسی،  برنامه های  مطلوب  اجرای  مسلماً 

بهره مندی از صلاحیت ها و شایستگی های حرفه ای و تخصصی مناسب ایشان می باشد.

دفتر تألیف کتاب های درسی فنی و حرفه ای و کاردانش
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پودمان  اول

تابع
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طرح کلی مفاهیم پودمان اول )نقشة مفهومی(

اهداف کلی
 درک مفهوم رابطه بین کمیت ها در زمینه پدیده های طبیعی

 درک مفهوم تابع در زمینه پدیده های طبیعی
 آشنایی با قانون تابع و مفهوم متغیر تابع و دامنه تابع

 درک مفهوم بازه در اعداد حقیقی
 آشنایی با مقدار تابع در یک نقطه با استفاده از قانون تابع

 آشنایی با نمایش های جدولی و نموداری تابع
 آشنایی با مقدار تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع

 تشخیص رفتار تابع به کمک جدول یا نمودار تابع

پیش نیازهای پودمان
 آشنایی با چند جمله ای ها و یافتن مقدار عددی آنها به ازای مقدار برای متغیر

 آشنایی با مختصات نقطه و نمایش آن در صفحه محورهای مختصات
 آشنایی با مجموعه اعداد حقیقی و زیر مجموعه های آن

کمیت ها

رابطه بین کمیت ها

تابع

بازه

دامنه

نمودار

رد
دا رد
دا

نمایش های تابع

دارد دارد

قانون

جدول مقدارتابع در یک نقطه

دهد
می 

دارند با هم

می تواند باشد

دارد
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واژه های کلیدی
رابطه بین دو کمیت، تابع، دامنه، قانون تابع، بازه، جدول تابع، نمودار تابع

مثال توضیح فرایند فرایند

دی
این
فر
ی 
ها
رد 

دا
تان
اس

ـ ایجاد سؤال در ذهن از طریق متون ورودی هر بخش و 
قالب  در  مفهوم  ساختن  نتیجه  در  و  سؤال  به  پاسخ‌گویی 

انجام فعالیت بعد از متن ورودی

ساخت دانش ریاضی از 
طریق حل مسئله

حل مسئله
تابع در مورد رابطه  ارائه نمایش‮ها‮ی جدولی و نموداری  ـ 

بین دو کمیت‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬ 
ـ بیان چگونگی تغییرات تابع از روی نمودار و جدول آن

شناخت و به‌کارگیری 
استراتژی های مختلف 

برای حل کردن مسائل و با 
انتخاب مناسب آنها

ازمثال‮ها‮ی  آرش پس  توسط  دو کمیت  بین  رابطه  ارائه  ـ 
مختلف دبیر در مورد میزان نور چراغ و فاصله چراغ از ما‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ریاضی  تفکرات  سازمان دهی 
دیگران به  آن  انتقال  و  خود 

ارائه رابطه ریاضی که مقدار مساحت مربع ساخته شده ارتباط کلامی ـ 
در  مفتول  از  شده  بریده  قطعه  طول  مقدار  حسب  بر  را 

کاردرکلاس1بیان می‌کند.

استفاده از زبان ریاضی برای 
بیان ایده‌های ریاضی

روی  از  تابع  تغییرات  چگونگی  تشخیص  دلیل  بیان  ـ 
نمایش‮ها‮ی نموداری و جدول آن‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ـ بیان دلیل برای تشخیص مجموعه مقادیردامنه توابعی که 
در زمینه‮ها‮ی واقعی ساخته می‮شوند.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ـ بیان دلیل تابع بودن یا تابع نبودن رابطه بین دو کمیت

به کارگیری استدلال استدلال و اثبات

ـ تعیین رابطه بین طول فنر و جرم وزنه آویزان شده به آن
ـ تعیین رابطه بین گنجایش بنزین در باک خودرو و میزان 

مسافت طی شده

تشخیص و به‌کارگیری 
مفاهیم  ریاضی در خارج از 

ریاضی پیوندها و اتصالات

ـ نمایش بازه‮ها به صورت ریاضی و مجموعه‮ای و رسم نمودار 
آنها روی محور اعداد حقیقی ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

تشخیص  چگونگی ارتباطات 
بین مفاهیم  ریاضی

ـ نمایش‌های مختلف تابع شامل جدول، قانون، نمودار
ـ ارائه نمایش‮ها‮ی مختلف یک بازه‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ارائه نمایش‌‌های مختلف یک 
مفهوم بازنمایی ها

برای  تابع  جدول  داده‌های  الگویابی  و  تعمیم  توانایی  ـ 
نوشتن قانون آن

 ـتوانایی مقایسه بین جفت کمیت‌هایی که تابع هستند یا نیستند.

مانند مقایسه کردن، 
ارزیابی کردن، تعمیم دادن، 

الگویابی و ...

سایر مهارت های
 تفکر
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بخش اول: رابطه بین کمیت‌ها

اهداف بخش 
 آشنایی با رابطه بین دو کمیت و درک آن در زمینه واقعی

 نوشتن قانون یا ضابطه برای بیان چگونگی رابطه بین دو کمیت و تعیین مقادیر 
ممکن برای کمیت ها

واژه‮ها‮ی کلیدی: رابطه بین دو کمیت، مقادیر یک کمیت‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

نگاه کلی به بخش
این بخش، با مکالمه ای بین هنرآموز و هنرجو شروع می‮شود که سعی می‮کنند 
بین  رابطه  دیدن  مسئله،  این  اصلی  نکته  کنند.  حل  را  مسئله  یک  یکدیگر  با 
کمیت‮هایی است که مشاهده می‮کنیم. برای متمرکز کردن هنرآموز به مفهوم اصلی 
رابطه بین کمیت‮ها، وضعیت‌هایی طراحی شده‮ا‮ند که در زمینه‮های مختلف وجود 
رابطه بین کمیت‮ها را نشان می‮دهند.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬ پس از درک وجود رابطه بین کمیت‮ها‮، سعی 

در فرمول‮بندی این رابطه به زبان ریاضی می‮کنیم.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ورود به مطلب
دبیران  است.  تابع  مفهوم  پیدایش  در  اصلی  دلیل  کمیت‮ها‮،  بین  رابطه  یافتن 
می‮توانند از طریق طرح مسئله‮ای که به یکی از این رابطه‌ها اشاره دارد، وارد مفهوم 
رابطه بین کمیت‮ها‮ شوند. در کتاب از مسئله اندازه‮گیری فاصله ستارگان استفاده 
شده است تا از طریق آن به رابطه بین شدت نور و فاصله چشمه نور توجه شود. 
از این نوع رابطه‮ها‮ در طبیعت بسیار دیده می شوند که هم به عنوان ورودی و هم 
به عنوان مثال می‮توانیم از آنها استفاده کنیم؛ مثلًا رابطه بین شدت صدا و فاصله 
منبع صدا، رابطه بین فشار هوا و ارتفاع از سطح دریا، رابطه بین فشار وارد بر سطح، 

مساحت سطح و ...‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

فعالیت آموزشی
پس از گفتگوی بین هنرجویان و هنرآموز که هنرجویان را آماده درک مفهوم رابطه 
بین کمیت ها می کند به فعالیت )1( می رسیم که یکی از این رابطه ها را با دقت 

کافی بررسی کنیم.
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اهداف موضوعی:
درک مفهوم:

1 رابطه
2 قانون رابطه

3 مقادیر ممکن برای کمیت ها )آشنایی ضمنی با مفهوم دامنه تابع(
مهارت ها و فرایندها:

1 حل مسئله )مدل سازی(
2 ارتباطات

3 پیوندها و اتصال ها )ریاضی و خارج ریاضی(
4 تفکر بصری

5 بازنمایی ها )تصویر و نمادین(
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1 الف(  زیادتر ـ بلندتر، یا کمتر ـ کوتاه تر  

300 ÷ 15 = 20 ⇒ ب(  30 = 10 + 20= طول فنر 
= +10

15
a

l 	0 ≥ a ≥ 750  2

L=60 → 60= a__
15  +10 → a__

15  =50  a=15×50                   3 750 گرم

اهداف:
 درک مفهوم رابطه در زمینه هندسی، درک قانون رابطه و مقادیر ممکن کمیت ها، حل 

مسئله، ارتباط کلامی، پیوندها واتصال ها، استدلال، بازنمایی ها )جدول، نمودار، معادله(
1 خیر، زیرا مساحت عددی مثبت است. )در اینجا نیز قسمتی از مفتول بریده می شود.(

2 اگر طول قطعه بریده شده را x در نظر بگیریم x عددی بین حداقل و حداکثر 
طول مفتول خواهد بود، یعنی بین صفر و 100 سانتی‌متر

مربع  مساحت  بنابراین  می‌آید.  دست  به   2 مربع  ضلع   ،4 بر   8 تقسیم  با   3
4  سانتی‌متر مربع است.

x = طول قطعه بریده شده , ) (= =
2

2
4 16
x x

s  , 0 > x >100 4

 5
طول قطعة بریده شده1006048322041

625225144642511__
16

مساحت مربع 
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مساحت مربع

طول قطعه بریده شده

6

= ⇒ =
2

40 8 10
16
x

x cm  7

8 بله، به کمک جواب های سؤالات بند )2( و )4( جواب بقیه سؤالات را می توان داد.

مسائل

مهارت‌ها و فرایندها:
 پیوندها و اتصال ها، ارتباطات مهارت تشخیص کمیت های مرتبط

 p با  را  x و محیط آن  با  را  الف( دو کمیت مرتبط هستند. اگر طول ضلع مربع 
نمایش دهیم، رابطه به صورت p = 4x است.

 s با با x و مساحت آن را  ب( دو کمیت مرتبط هستند. اگر طول ضلع مربع را 
نمایش دهیم، رابطه به صورت s = x2 است.

پ( دو کمیت مرتبط نیستند.
ت( دو کمیت مرتبط هستند. اگر شعاع دایره را با r و محیط آن را با p نمایش 

دهیم، رابطه به صورت p = 2πr است.
ث( دو کمیت مرتبط هستند. اگر شعاع دایره را با r و مساحت آن را با s نمایش 
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دهیم، رابطه به صورتs = πr2 است.
ج( دو کمیت مرتبط نیستند.

مهارت‌ها و فرایندها:
 استدلال کردن، ارتباطات، پیوند و اتصال ها، مهارت تشخیص کمیت های مرتبط.

بله، دو کمیت مرتبط هستند. اگر درجه حرارت بر حسب سانتی‌گراد را با C و درجه 
حرارت بر حسب فارنهایت را با F نمایش دهیم رابطه به صورت F = 1/80 C + 32 است.

مهارت‌ها و فرایندها:
اتصال  و  پیوند  ارتباطات،  بازنمایی‌‌های چندگانه،  استدلال کردن،   حل مسئله، 

ریاضی با خارج ریاضی
.0≥ x ≥100 است و W = 40 + 0/8 x رابطه به صورت

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‌‌های چندگانه، ارتباطات، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی

الف( بله دو کمیت مرتبط هستند و رابطه به صورت d = 70 t  است.

0 ≥ d ≥ 350 0 و ≥ t ≥ 5 )ب
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مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن، بازنمایی‮ها‮ی چندگانه، ارتباطات، پیوندها و اتصال‮ها‮‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

الف( خیر، زیرا مساحت عددی مثبت است.
0 > x >10 )ب

. =
π
4

s = و بنابراین 
π
2

r پ( 2πr = 4 در نتیجه 

. =
π

21
4

s x = و بنابراین 
π2
x

r ت( x = 2πr در نتیجه 
ث(

108642
1
2

طول قطعه بریده شده

25
3

16
33

4
3

1
3

1
مساحت دایره48

ج(

چ( نیازمندِ دانستن بندهای )ب( و )ت( هستیم.

مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، پرورش تفکر واگرا

جفت کمیت‌های مختلفی را می‌توان مثال زد؛ برای مثال، محیط و مساحت یک 
مربع یا محیط و مساحت یک دایره.
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بخش دوم: مفهوم تابع

اهداف بخش
 درک تابع بودن یا نبودن رابطه بین دو کمیت

 درک مفاهیم دامنه و قانون یک تابع
 تعیین دامنه تابعی که در زمینه ای واقعی تعریف شده است، از طریق محدودیت های واقعی

واژه‮ها‮ی کلیدی: تابع، دامنه، قانون تابع ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

نگاه کلی به بخش
روش آموزشی این کتاب برای معرفی تابع، با سایر کتاب‮ها‮ فرق دارد و دبیران با 
بگیرند.  تابع در پیش  برای آموزش مفهوم  نوینی  باید شیوه  تفاوت  این  به  توجه 
هدف این کتاب ارائه مفهوم ریاضی تابع با همان روند تاریخی به وجود آمدن مفهوم 
تابع است. به همین دلیل در اینجا از تابع به عنوان مجموعه‮ای از زوج‮های مرتب 
یاد نخواهیم کرد و بر مفهوم شهودی و اصلی تابع که عملگری است که به اعضای 
خواهیم  تأکید  می‮کند،  نظیر  مقصد  مجموعه  در  معین  عنصری  مبدأ،  مجموعه 
داشت. از لحاظ تاریخی،‌ تابع به معنای رابطة بین کمیت‮ها بوده است و ما نیز با 

همین روش مفهوم تابع را ارائه خواهیم کرد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
طی  در  و  می‮شود  انجام  غیر رسمی‮  صورت  به  تابع  معرفی  ابتدا  بخش  این  در 

مثال‮های متعدد، دو مفهوم زیربنایی دامنه و قانون تابع ارائه می‮شوند.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
یک اشتباه رایج درباره مفهوم تابع این است که دامنه یک تابع را از طریق قانون 
)ضابطه( تابع تعیین می‮کنند، در حالی که این دو مفهوم مستقل از یکدیگرند. برای 
ساختن یا ارائه هر تابعی، ابتدا باید دامنه آن را ارائه کرد و سپس قانونی که روی 
این دامنه عمل می‮کند را باید بیابیم. دامنه یک تابع در زمینه پدیده‮های طبیعی را 
قانون آن معین نمی‮کند بلکه محدودیت‮های مسئله مورد بررسی، و آن چیزی که 
تابع قرار است توصیف کند، مشخص کننده دامنه تابع است. اگر در جهان ریاضی 
هم باشیم و هیچ محدودیت عملی هم نداشته باشیم، این شخصِ ارائه کننده تابع 
است که باید بگوید تابع مورد نظرش چه قانونی دارد و این قانون قرار است روی 
چه مجموعه‮ای عمل کند. برای تأکید روی این نکته، مثال‮ها و مسئله‮های متعددی 

آورده شده است‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ورود به مطلب
پس از بررسی چند وضعیت از رابطه بین کمیت‌ها که در فعالیت )1( و مثال)1( و 
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کار درکلاس)1( آمده‌اند، هنرجویان با مفهوم رابطه بین کمیت ها آشنا شده اند و 
تاحدودی هم به طور غیرمستقیم با مفهوم دامنه و قانون تابع کار کرده اند. در این 
بخش مفهوم تابع به طور مستقیم ارائه می‎شود و سپس چند مثال ارائه می‎گردد. 
برای تأکید بر یکتایی مقدار تابع با یک مثال، حالتی که یک رابطه تابع نیست نیز 

تذکر داده می شود.

اهداف:
است،  دیگر  کمیت  از  تابعی  کمیت  یک  مرتبط  کمیت  دو  از  اینکه  تشخیص   

استدلال، پیوندها و اتصال ها )ریاضی و خارج ریاضی(.
1 بله جرم جسم آویزان شده تابعی از طول فنر است، زیرا با مشخص شدن طول 

فنر، برای جرم جسم آویزان شده یک مقدار معین به دست می آید.
2 بله، زیرا با مشخص شدن بنزین مصرف شده، برای مسافت طی شده یک مقدار 

معین به دست می آید.

اهداف:
و  پیوندها  آن،  قانون  و  دامنه  نمادین  نمایش  و  تابع  مدلسازی  مهارت  کسب   

اتصال ها )ریاضی و خارج ریاضی(
}v ∋  | 5 ≥ v ≥60{ = 1 دامنه تابع

d = )60 - v( × 12/5  :قانون تابع 
}x ∋  | 0 > x > 100{ = 2  دامنه تابع



12

 x
s =

2

16
 قانون تابع:  

مسائل

مهارت‌ها و فرایندها:
 استدلال کردن، پیوندها و اتصال ها

بله، زیرا با مشخص بودن زمان، یک مقدار معین برای دمای کلاس به دست می‌آید.

مهارت‌ها و فرایندها:
 استدلال کردن، پیوندها و اتصال ها

بله، زیرا با مشخص بودن ارتفاع در یک منطقه، یک مقدار معین برای دما به دست می‌آید.

مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی

الف( اگر x میزان شیرینی بر حسب کیلوگرم باشد، داریم:

R = 12000x , 0 ≥ x ≥ 2500 = درآمد حاصل از فروش x واحد شیرینی
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ب(C   = 3000x  + 7000000 , 0 ≥ x ≥ 2500 = هزینه تولید x واحد شیرینی

پP =R - C = 12000x  - ) 3000x + 7000000( , 0 ≥ x ≥ 2500 )= سود

 P = 9000x - 7000000 , 0 ≥ x ≥ 2500

تا  شود  تولید  شیرینی  کیلو   778 باید  حداقل  که  داد  توضیح  اینجا  در  می‎توان 
شیرینی فروش ضرر نکند یعنی باید به جای x در این رابطه، عددی قرار داد که  

P را مثبت کند.‬

P = 9000 = سودx - 7000000 < 0 ⇒  x ≤ 778

مهارت‌ها و فرایندها:
 ارتباطات، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی

الف( زیرا با مشخص بودن زمان، یک مقدار معین برای حجم آب داخل حوضچه 
به دست می‌آید.

ب( اگر حجم آب داخل حوضچه را بر حسب لیتر با v و زمان باز بودن شیر را بر 
حسب دقیقه با  t  نشان دهیم، قانون این تابع به صورت v = 5t است.

0 ≥ t ≥100 )پ
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مهارت‌ها و فرایندها:
 استدلال کردن، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات

زیرا در هر لحظه، سنگ در جایی معین است و ارتفاع آن نیز معین است. از آنجا 
که این حرکت فقط در 3 ثانیه انجام می شود، دامنه این تابع مجموعه اعداد بین 

0 تا 3 است.

مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات

+ = ⇒ =
+

2

2 2

3001 1 1
300 300eq

eq

R
R

R R R
 , 5 ≥ R2 ≥ 1500

مهارت‌ها و فرایندها:
 استدلال کردن، ارتباطات

x یک  برای  باشد  x2 مشخص  اگر  زیرا  نیست،  مربع خودش  از  تابعی  عدد،  یک 
مقدار معین به دست نمی‌آید؛ مثلاً اگر x2  برابر 4 باشد برای x  دو مقدار 2 و 2ـ 

به دست می‌آید.
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بخش سوم: بازه ها

اهداف بخش
 درک مفهوم بازه )فاصله(

 استفاده از بازه‎ها در تعیین دامنۀ توابع
 معرفی و نمایش هندسی بازه‎ها 

 آشنایی با نماد بی نهایت و چگونگی استفاده از آن برای نمایش یک بازه
واژه‎های کلیدی : بازه، بی‌نهایت

نگاه کلی به بخش
در این بخش بازه‮ها‮ و نمایش آنها مطرح می‮شوند تا در بیان ریاضی دامنه تابع‮ها‮، 

دچار مشکل نشویم.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ورود به مطلب
در  مهم  زیرمجموعه‮ها‮ی  برخی  نمایش  برای  نمادگذاری  فقط  بخش  این  هدف 
مجموعه اعداد حقیقی است. بنابراین تنها انگیزه مهم این بخش نمادگذاری برای 
ساده‮تر صحبت کردن است و مناسب است که با مراجعه به بخش‮های قبل و دیدن 
نام‌گذاری  برای  لازم  انگیزه  کرده بودیم  برخورد  آنها  به  که  زیرمجموعه‮ها‮  برخی 
آنها را فراهم کنید. بازه‮ها‮ دسته خاصی از زیرمجموعه‮ها‮ی مجموعه اعداد حقیقی 

هستند که بسیار به کار می‮آیند و به همین دلیل آنها را نام‌گذاری می‮کنیم.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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 اهداف: بازنمایی‌‌های چندگانه

1
	

]2 , 5[ = }x ∋  | 2 ≥ x ≥ 5{
	

)-1 , 3( = }x ∋  | -1 > x > 3{
	

)4 , 7[ = }x ∋  | 4 > x ≥ 7{
	

]-4 , -2( = }x ∋  | -4 ≥ x > -2{

3− متعلق به بازه )3 , 1-( می‌باشد.
10

2
)3 , 55[ , ) − 1

3
 , 2( , ]-3 , 8[ , ]1 , 10(

بررسی  بخواهید  هنرجو  از  و  کرده  انتخاب  را   2 نظیر  دیگری  اعداد  توصیه: 
کند داخل بازه ها هستند یا خیر. این تصور اشتباه در برخی هنرجویان وجود دارد 
که بازه مثلاً ]5 , 1[ فقط شامل اعداد طبیعی است یا فقط اعداد 1 و 5 را دارد 
2 و ... این تصور در هنرجویان اصلاح خواهد  با انتخاب مناسب اعدادی نظیر 
شد. در ادامه این بخش، نمادهای ∞+ و ∞- برای نمایش بازه های بی‌کران معرفی 

می شوند. ‬
نشان دهنده هیچ عدد حقیقی  و  نماد هستند   -∞ و   +∞ باشید که  توجه داشته 
نیستند و اشاره به نقطۀ خاصی روی محور اعداد حقیقی ندارند. استفاده از این 
نمادها در بازه‎ها به معنای بی‌کران بودن بازه از بالا یا پایین است؛ مثلاً اگر بخواهیم 
دهیم،  نشان  را   ،}x  ∋   |  x  ≤  2{ یعنی   ،2 از  بیشتر  اعداد  همۀ  مجموعه 

می توانیم آن را به صورت )∞+ , 2[ نمایش دهیم.‬‬‬
چون هر بازه، زیرمجموعه‎ای از مجموعه اعداد حقیقی است می‎توانید از اجتماع و 
اشتراک بازه‎ها نیز صحبت کنید و گاهی ممکن است این اعمال مجموعه ای، مجدداً 
یک بازه ایجاد کند. همچنین می توانید در صورت لزوم از نماد )∞+ , ∞-( برای 

نمایش کل مجموعه اعداد حقیقی استفاده نمایید‬‬‬‬‬‬‬‬.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

2 5

-1 3

4 7

-4 -2
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1 ∞+∞−

 اهداف: کسب مهارت نمایش هندسی بازه ها، بازنمایی ها )داخل ریاضی(
1و2(

 )3
 )-∞ , 1( ]1 , +∞( = )-∞ , +∞( = 

مسائل

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‌‌های چندگانه

الف(  	
)-∞ , -3( = }x ∋  | x > -3{

-3 ∞+∞−
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-1 4

-1 5

0 3

-1 4

-1 5

0 3

-1 4

-1 5

0 3

)پ

)ب

)الف

ب( 	
]2 , +∞( = }x ∋  | 2 ≥ x {

2

-3 5

∞+

پ( 	
)-3 , 5( = }x ∋  | -3 > x > 5{

2

-3 5

∞+

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‌‌های چندگانه

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‌‌های چندگانه، ارتباطات

2x - 5 <1 ⇒  x < 3 ⇒ )∞+ , 3( = مجموعه جواب 
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مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‌‌های چندگانه، ارتباطات

نمايش با نماد مجموعهنمايش با بازهنمايش روی محور اعدادتوصیف مجموعه

x ∋ {)2 , 0[مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر یا مساوی 0 و کوچک تر از 2 | 0 ≥ x > 2{

x ∋ {)4 , 1[مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر یا مساوی 1 و کوچک تر از 4 | 1 ≥ x > 4{

x ∋ {)∞+ , 1[مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر یا مساوی 1 | 1 ≥ x {

x ∋ {]2 , ∞-(مجموعه اعداد حقیقی کوچک تر یا مساوی 2  | x ≥ 2{

0 2

1 4

1

2
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بخش چهارم : نمادگذاری تابع ها

اهداف بخش
 آشنایی با نحوه نام‌گذاری تابع‌ها و دامنه آنها

 آشنایی با مفهوم مقدار تابع در یک نقطه و بیان جبری قانون تابع از طریق یک متغیر
 درک مفهوم دامنۀ یک تابع به عنوان مجموعه مقادیر متغیر آن تابع

 درک تمایز بین مفهوم تابع و قانون تابع
 درک تفاوت تابع‮ها‮ی با قانون یکسان و دامنه‎های مختلف‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

واژه‎های کلیدی: متغیر، دامنه تابع، مقدار تابع

نگاه کلی به بخش
 پس از درک مفهوم تابع برای بررسی جزئیات این مفهوم، نیازمند نام‌گذاری اجزای 
مفهوم تابع هستیم تا بتوانیم با سهولت در مورد آنها صحبت کنیم. به همین دلیل 
شیوه نام‌گذاری خود تابع، دامنه آن و مقادیر تابع به کمک متغیرها مطرح شده اند. 
در این بخش برای داشتن یک تصویر ذهنی بهتر از ماهیت تابع، به طور غیرمستقیم 
به نمایش فلشی تابع در یک مثال خاص اشاره شده است. ولی کار با چنین نمایشی 
از اهداف کتاب نیست. دبیران در صورت نیاز می‮توانند برای کمک به درک مفهوم 
تابع به عنوان یک عملگر عمل کننده روی بعضی مقادیر و ایجاد مقادیری دیگر، 
توابع دلخواه بسیار مفید  برای توصیف  نمایش  این  استفاده کنند.  نمایش  این  از 
است. از آنجا که در این کتاب فقط با توابعِ با متغیر عددی و مقادیر عددی سر و کار 

خواهیم داشت، از این نمایش استفاده‮ای نکردیم. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
اشتباه رایج:

در ادامه از طریق مکالمه بین هنرجو و هنرآموز به اشتباهی رایج در مفهوم تابع 
پرداخته‌ایم. در این اشتباه، هنرجویان برای محاسبه مقدار تابع در یک نقطه، به 
برای  در حالی که  یا خیر،  دارد  معنا  نقطه  آن  در  آیا  نگاه می کنند که  تابع  قانون 
محاسبه مقدار تابع در یک نقطه باید به دامنه تابع توجه کرد که آیا آن نقطه در 
دامنه تابع می باشد یا خیر. این اشتباه ناشی از این بدفهمی‮است که تابع و قانون 
تابع یکسان گرفته می شوند در حالی که دامنه تابع نیز بخشی از مفهوم تابع است 

که مستقل از قانون تابع تعیین می شود.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
در این بخش با ارائه مثال‮ها‮ و مسئله‮ها و کار در کلاس های متنوع، سعی شده است 
اهمیت دامنه و شیوه های تعیین آن مشخص شود. در تعیین دامنه، نکته اصلی در 
آن است که آن تابع قرار است چه پدیده ای را توصیف کند. محدودیت هایی که 
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شرایط آن پدیده ایجاد می کند وضعیت دامنه تابع را مشخص می کند. البته ارائه 
تابع در جهان ریاضی هم انجام می شود که هیچ پدیده واقعی هم در کار نیست. در 
این حالت، این ارائه کننده تابع است که باید دامنه تابع را مشخص کند نه اینکه 

خود به خود از روی قانون تابع، دامنه آن مشخص باشد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ورود به مطلب
مباحث،  این گونه  به  ورود  شیوه  و  است  توابع  نام‌گذاری  بخش  این  اصلی  هدف 
تابع  مورد چند  در  اگر  مثلاً  است؛  برای سخن گفتن  نام‌گذاری  یادآوری ضرورت 
بخواهیم صحبت کنیم باید نامی ‮داشته باشند تا به آنها اشاره کنیم و برای آنکه 
با  باید جزئیات عملیاتی که  توابع صحبت کنیم  این  تفاوت‮ها‮ی  بتوانیم در مورد 

توابع انجام می‮دهیم را بتوانیم بیان کنیم.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
درباره اهمیت توجه به دامنه توابع، می توانید از مثال‮ها‮ی کتاب استفاده کنید یا 

مثال‮ها‮یی شبیه آن را که متناسب هنرجویان کلاس باشد بیابید و مطرح کنید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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از  استفاده  با  آن  دامنۀ  و  قانون  بیان  و  تابع  نام گذاری  مهارت  تقویت  اهداف: 
نماد های ریاضی، کسب مهارت محاسبه مقدار تابع با استفاده از قانون تابع، حل 

مسئله )مدلسازی(، استدلال، مقایسه کردن، استنتاج، ارتباطات کلامی
1 الف( x را میزان مصرف بنزین بر حسب لیتر در نظر می گیریم.

g  (x) = )60 - x(12/5           Dg = ]5 , 60[
ب(

g  )45( = )60 - 45(12/5=187/5
	

g )18( = )60 - 18(12/5=525
به  اگر  نیست. همچنین  تابع  این  دامنه  در  زیرا 75  ندارد،  معنی   g  )75( خیر،  
مفهومی که این تابع بیان می کند مراجعه کنیم، عددی که مقدار این تابع در آنجا 
محاسبه می شود حجم بنزین موجود در باک خودرو است و یک خودرو که باک 
آن حداکثر 60 لیتر گنجایش دارد نمی تواند 75 لیتر بنزین در خود داشته باشد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

تابع  آن  دامنه  همان  می کند  تغییر  آن  در  تابع  یک  متغیر  که  مجموعه ای  پ( 
است. اگر نام متغیر t باشد قانون این تابع به صورت g  (t) = )60 - t(12/5 نوشته 

می شود.
ت( اگر نام متغیر v باشد قانون این تابع به صورت 12/5)g  (v) = )60  - v نوشته 

می شود و مجموعه ای که v در آن تغییر می کند دامنه g است.
ث( تغییر نام متغیر تابع تأثیری در تابع ندارد و آن تابع را تغییر نمی‌دهد. اگرچه 

شکل بیان قانون یک تابع ممکن است عوض شود، ولی تابع عوض نمی‌شود.

(  است. ( t
h t =

2

16
2 الف( ]Dh = )0 , 100 و قانون تابع با متغیر t به صورت 

) ( /h = = =
25 255 1 57

16 16
ب(                                                                                  

	
) (h = =

21212 9
16

به  اگر  همچنین  نیست.  تابع  دامنه  در   200 زیرا  ندارد،  معنی   h  (200) خیر، 
مفهومی ‮که این تابع بیان می کند مراجعه کنیم، عددی که مقدار این تابع در آنجا 
محاسبه می شود طول مفتول بریده شده از یک مفتول 100 سانتی متری است و 

نمی توان از چنین مفتولی، یک مفتول 200  سانتی متری برید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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( نوشته می شود و x در دامنه  ( x
h x =

2

16
پ( اگر نام متغیر تابع x باشد قانون تابع به صورت 

تابع h  تغییر می کند.

z ∋ Dk  و ) ( z
k z =

2

16
ت( در این حالت )Dk = )0 , 100 و 

ث( تغییر نام متغیر تابع تأثیری در تابع ندارد و آن تابع را تغییر نمی‌دهد. اگرچه 
شکل بیان قانون یک تابع ممکن است عوض شود ولی تابع عوض نمی‌شود.

مسائل

مهارت‌ها و فرایندها:
 مهارت یافتن مقدار تابع به ازای مقادیر مختلف برای متغیر تابع، ارتباطات

f  )x(x2 - x + 2x

f  )-2( = 882ـ

f  )0( = 220

f  )2( = 442

مهارت‌ها و فرایندها:
 مهارت یافتن مقدار تابع به ازای مقادیر مختلف برای متغیر تابع، استدلال کردن، 

	
g )-2( = 4 × 4+ 6 =22 و ) (− = × + =4 16 1004 4

3 9 9
g
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خیر، )g )4 معنی ندارد، زیرا 4 در دامنه این تابع نیست.

مهارت‌ها و فرایندها:
 مهارت پیدا کردن مقدار تابع

)ب    و    2( = 0-( f )الف  ) )f
−=1 15

2 4
( )پ   و      )f 2 = -2 	

مهارت‌ها و فرایندها:
ارتباطات  ریاضی،  خارج  با  ریاضی  اتصال  و  پیوند  استدلال کردن،  مسئله،   حل 

)زبان ریاضی(
فرض مسئله به معنای آن است که به ازای هر 2 متر، 1 تومان کرایه دریافت می شود. 
مسافت طی شده را بر حسب متر و کرایه را بر حسب تومان در نظر می گیریم. اگر 
متغیر این تابع را با x و خود تابع را با k نشان دهیم، x طول مسافت طی شده بر 

حسب متر خواهد بود و داریم:

k  (x) = 1
2

x + 600      Dk = ]0 , 500000[ 	

اگر متغیر را با l و تابع را با f نشان دهیم، در این صورت داریم:

f  (l  ) = 1
2

l + 600         Df = ]0 , 500000[ 	
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مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال‮ها‮، استدلال کردن، ارتباطات‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

g (l  )= l )l + 2(           Dg = )0 , +∞( 	

خیر g  (-1) معنی ندارد، زیرا طول و عرض یک پاره خط نمی تواند منفی باشد.

l + 2
l 

مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال‮ها‮، استدلال کردن، ارتباطات ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

الف( قانون این تابع تا زمانی اعتبار دارد که سنگ به زمین برسد و بعد از آن اعتبار 
ندارد. رسیدن سنگ به زمین در زمانی رخ می دهد که f  (t  ) = 0 و با حل معادله  
0 = 52 + 2t5- =   (  t)  f دیده می‮شود که زمان رسیدن سنگ به زمین در لحظه 

.Df = ]0 , 5 = t است. پس ] 5
ب( f   (1 )   = -5(1 )2 + 25 = 20 و f   (2 )   = -5(2 )2 + 25 = 5؛ یعنی در پایان 
1 ثانیه، سنگ در ارتفاع 20 متری و در پایان 2 ثانیه، سنگ در ارتفاع 5 متری از 

زمین قرار دارد.
پ ( هیچ معنایی ندارند، زیرا این اعداد در دامنه تابع نیستند و اگر به مفهومی‮که 
این تابع بیان می کند مراجعه کنیم دیده می شود شروع حرکت از لحظه صفر به 
 5 ندارد و همچنین در لحظه  از صفر، چنین حرکتی وجود  بعد است و قبل 

حرکت خاتمه می یابد و بعد از آن، قانونِ تابع اعتباری ندارد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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بخش پنجم: نمایش های تابع: جدول و نمودار

اهداف بخش
 آشنایی با جدول تغییرات تابع

  آشنایی با نمودار تابع
 کسب مهارت در رسم جدول مقادیر تابع

 کسب مهارت در رسم نمودار تابع از روی جدول
 تشخیص رفتار تابع از روی جدول و نمودار

 درک رابطه بین نمودار تابع و جدول مقادیر تابع

نگاه کلی به بخش
در این بخش با طرح یک مسئله، هنرجو برای درک عمیق تری از تابع که ممکن 
است قانون‮ یا فرمولی نداشته باشد، آماده می شود. همچنین، نمایش جدولی توابع 
نیز مطرح خواهند شد. در این قسمت همزمان دو هدف دنبال می شود که یکی 
جدول  نمایش  دیدن  دیگری  و  است  ندارند،  فرمول  که  توابعی  پذیرش  و  درک 
تغییرات یک تابع. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬در این بخش سعی شده که مثال های بیشتری در متن درس 

آورده شود.‬‬
از آنجا که رسم نمودار تابع ها کار آسانی نیست و هنرجویان هنوز مطالب کافی 
برای رسم نمودار تابع ها را فرا نگرفته‌اند، نرم افزار جئوجبرا می‌تواند به عنوان یک 

ابزار، هنرجویان را در رسم نمودار تابع ها یاری دهد.

ورود به مطلب
را  تابعی  می توانید  آن  اهمیت  و  توابع  نموداری  و  جدولی  نمایش  به  ورود  برای 
مطرح کنید و سؤالاتی را در مورد دامنه و مقادیر تابع مطرح کنید. سپس با یافتن 
نقطه به نقطه مقادیر تابع و یادداشت این مقادیر در یک جدول، هم به سؤالات مطرح 
شده پاسخ دهید و هم غیر مستقیم جدول یک تابع را به دست آورده و آن را به عنوان 
نمایش جدولیِ تابع معرفی کنید. نمایش نموداری نیز مستقیماً از نمایش جدولی 

ساخته می شود که درک بصری و کاملی از مقادیر یک جدول به دست می دهد.
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اهداف موضوعی:
 آشنایی با نمایش های مختلف تابع )نمایش تابع به صورت جدول( 

مهارت ها و فرایندها
 پیوندها و اتصال ها

1
  f   (6 )= 2        و      f   (9 ) = 3      و       f   (10 ) = 5        و     f   (8 ) = 5 	

}1 , ... ,10{                                   2

3
10987654321n

5356295141f )n(

مسائل



28

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‮های چندگانه، ارتباطات‬‬‬‬‬‬‬‬

 y = 2x )الف
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مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‮های چندگانه، ارتباطات‬‬‬‬‬‬‬‬

الف(
  f   (4 )= 1        و         f   (1 ) = -1         و       f   (0 ) = 3

ب(

)y )x2ب(

-2 -1 1 2 3 4
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4

x

y
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مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‮های چندگانه، ارتباطات، پرورش تفکر بصری‬‬‬‬‬‬‬‬

الف( ]3 , 2-[
  g   (-2 ) = 1     و      g  (0 ) = 3     و      g  (2 ) = 0 		 ب(

پ( g  (4 ) معنایی ندارد، زیرا عدد 4 در دامنه نیست.

مهارت‌ها و فرایندها:
 پرورش تفکر بصری‬‬‬‬‬‬‬‬، بازنمایی‮های چندگانه

الف(}3, 2 , 1, 0 , 1-{   و   ب( ]2, 2-[    و    ج( ]1, 0[
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مهارت‌ها و فرایندها:
با خارج ریاضی،  بازنمایی‮های چندگانه، استدلال کردن، پیوند و اتصال ریاضی   

ارتباطات، پرورش تفکر واگرا‬‬‬‬
برای مثال، می‌تواند وضعیت شخصی باشد که در ثانیه اول مسافتی به اندازه 2 متر 
را طی می‌کند و در ثانیه دوم متوقف می‌شود و سپس در ثانیه سوم مسافتی به 

اندازه یک متر دیگر را طی می‌کند.

مهارت‌ها و فرایندها:
 بازنمایی‮های چندگانه، استدلال کردن، پرورش تفکر بصری

 با تعیین دلخواه مقادیر g  (-1 ) و g  (3 ) توابع بسیاری را می‌توان مثال زد و برای 
نمونه یک تابع در زیر رسم شده که g  (-1 ) و g  (3 ) به ترتیب برابر   1- و 4 در نظر 

گرفته شده است:

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y
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مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، بازنمایی‮های چندگانه، استدلال کردن، پرورش تفکر بصری

توابع بسیاری را می‌توان مثال زد. برای نمونه یک تابع در زیر رسم شده است:

مهارت‌ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن

 3 + a = 2 ⇒  a = -1  )الف
  h  (2 ) = 12 - 1 = 11  )ب

ج( h  (4 ) معنایی ندارد، زیرا عدد 4 در دامنه نیست.

تاریخ مفهوم تابع
تشخیص  در  تابع  مفهوم  وارد شد.  ریاضی  دنیای  به  قرن شانزدهم  اواخر  از  تابع 
ارتباط بین مقادیر چند کمیت با هم است. تا زمانی که مسئله‎ای برای انسان پیش 
نیامده بود که حل آن، نیازمند شناخت ارتباط بین کمیت‎ها باشد، نیازی به مفهوم 

-2 -1 1 3 4

-2

-3

-4

-1
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y

2
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تابع نبوده است. اولین مسائلی که نیازمند مفهوم تابع بود توسط گالیله مطرح شد 
که به مطالعه حرکت اجسام و سقوط آزد اجسام پرداخت. در این مسئله، یافتن 
ارتباط بین زمان و مکان اجسام مطرح بود که امروزه تابع حرکت جسم نام دارد. 
اوایل قرن هفدهم با ساختن هندسه تحلیلی، برای توصیف  همچنین دکارت در 
خط‎ها و خم‎ها به ارتباط بین مؤلفه‎های طول و عرض نقاط این شکل‎ها رسید که 

بیان صریح آنها نیازمند مفهوم تابع بود.
ریاضی در طول تاریخ خود، همواره با فیزیک و مسائل مربوط به محیط پیرامونی 
همراه و عجین بوده است و تا شروع قرن بیستم هر ریاضی دانی مفاهیم ریاضی 
را در قالب مفاهیم فیزیکی یا هندسی دنیای پیرامون خود می‎دیده است. اولین 
جاهایی که مفهوم تابع رخ می‎دهد، ارتباط بین کمیت‎های متغیر فیزیکی است، 
به همین خاطر، نگاه اولیه به تابع به صورت ارتباط بین دو کمیت در حال تغییر 
است که متغیر اصلی را متغیر مستقل و کمیت وابسته به آن را متغیر تابع می‎نامند. 
در این نگاه، مفهوم تابع بسیار فیزیکی است و کمیتی در کار است که در حال 

تغییر کردن است و اصطلاح »متغیر« نیز از همین جا به وجود می‎آید. 
رسیدن به مفهوم تابع به عنوان یک شیء مستقل و نام و نشان‎دار که هیچ پیشینه‎ای 
در ذهن کسی ندارد، کار آسانی نیست و ریاضیدا‎ن‎ها باید بسیار کار کنند تا به 
تعریفی درخور دست پیدا کنند. عملًا این فعالیت ریاضی دان‎ها از دوره لایب‎نیتس 
و نیوتون تا اوایل قرن بیستم که تعریف امروزین تابع به وجود آمد حدوداً سه و نیم 
قرن ادامه یافت. در این مدت هرکس برای خود تعریفی و برداشتی از تابع داشت و 
پس از پالایش‎های بسیار، ما امروز تعریف شسته و رُفته‎ای از تابع در اختیار داریم. 
و  نقاط  و  اعداد  ریاضی،  در  شده  شناخته  اشیاء  تنها  دکارت،  و  گالیله  زمان  در 
بوده‎اند. حتی چیزی  آنها  از طریق  اشیای ساخته شده  و  خط و صفحه هندسی 
به نام مجموعه اعداد به عنوان یک شیء ریاضی مورد قبول نبود. روابط و اعمال 
بین اعداد، در بیان خواص و گزاره‎ها به کار می‎رفت ولی به عنوان شیء مستقل 
دیده نمی‎شدند؛ مثلاً ما اشیای فیزیکی اطراف خود را به عنوان شیء به رسمیت 
می شناسیم ولی رابطه بالا یا پایین بودن دو شیء نسبت به یکدیگر را به عنوان 
یک شیی نمی‎شناسیم. تابع نیز از جنس رابطه است ولی نه رابطه‎ای بین دو عدد 
خاص بلکه رابطه‎ای بین دسته‎ای از اعداد با دسته‎ای از اعداد دیگر. چنین موجودی 

در آن زمان وجود نداشت و باید به طریقی به وجود می‎آمد.
در مورد برخی توابع خاص که در عمل با آنها برخورد می‎شد، قانونی که ارتباط بین 
دو کمیت را برقرار می‎ساخت وجود داشت و در تعریف اولیه از تابع، ریاضی دان‎ها 
می‎توانستند برای شناسایی تابع به همین قانون که با یک عبارت جبری و تحلیلی 
بیان می‎شد، اشاره کنند. چنین برداشتی از تابع را اولر در سال 1748 میلادی در 

یکی از کتاب‎هایش به این صورت ارائه کرد:
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»یک تابع از یک متغیر، فرمولی جبری و تحلیلی است که از طریق اعَمال محاسباتی 
دل بخواهانه‎ای روی متغیر و اعداد، تشکیل شده است.«

توابعی که به این شکل به وجود می‎‎آیند را می‎توانیم توابع اولری بنامیم. اگرچه 
توابع اولری، همه توابعی را که ما  می‎شناسیم در بر نمی‎گیرند ولی برای رفع نیاز به 
تابع در آن زمان کافی بوده‎اند. با کار روی توابع، این مفهوم توانست به عنوان یک 
شیء مستقل و با نام و نشان ریاضی، هویت بیابد و پذیرفته شد که در مورد توابع، 
همانند اعداد می‎توان صحبت کرد و خواص آنها را مورد مطالعه قرار داد، به ویژه 

مفاهیم پیوستگی و مشتق‎پذیری در مورد آنها قابل طرح است.
در برخورد با مسائل دیگری که در آنها خود تابع به عنوان مجهول مطرح می‎شود، 
نیاز به توابعی احساس شد که ممکن بود تابع اولری نباشند؛ مثلاً دالامبر در 1746 
شکل یک تار مرتعش که نمودار یک تابع است را مورد مطالعه قرار داد و نتیجه 
گرفت شکل تار مرتعش وابسته به شکل اولیه آن است. آیا شکل اولیه یک تار حتماً 
به صورت نمودار یک تابع اولری است؟ دالامبر خودش معتقد بود که شکل اولیه تار 
باید به صورت نمودار یک تابع با عبارت تحلیلی باشد، ولی اولر با این نظر مخالفت 
کرد و نهایتاً در 1755 تعریف خود از تابع را کلیت داد و در کتاب دیگر خود تابع 

را به صورت زیر تعریف کرد:
تغییر کمیت دوم  باشد، که  به یک کمیت دیگر  وابسته  به گونه‎ای  »اگر کمیتی 
موجب تغییری در کمیت اول شود، کمیت اول را تابعی از کمیت دوم می نامیم. این 
تعریف در کلی‎ترین حالت قابل به کار بردن است و شامل هر طریقی که مقدارهای 
کمیت دوم بر حسب مقدارهای کمیت اول مشخص شوند، می‎شود. بنابراین، اگر 
x مقدار کمیت متغیر را نشان دهد، هر کمیت دیگری که به هر شکلی توسط آن 

تعیین شود تابعی از x نامیده می‎شود.«
بود و  یافته  اکثر ریاضی دان‎ها  افکار  را در  تابع هویت مستقل خود  این زمان  در 
نیازی نبود تا برای اشاره به آن حتماً عبارتی تحلیلی در کار باشد تا به وجود تابع 
اطمینان پیدا کنند و وجود رابطه‎ای تعیین کننده با هر نوع ماهیتی، برای قبول 
وجود یک تابع کافی بود. البته توافق همگانی نسبت به مفهوم تابع به سادگی قابل 
حصول نبود و هر ریاضی دانی نظر گاه خاص خود را داشت، زیرا توابع به شکل‎های 
توابع وجود  با  گوناگونی در مسائل  ظاهر می‎شدند و رویه واحدی برای برخورد 

نداشت و هنوز معلوم نبود چه نگاهی به تابع ارزشمند و مناسب است. 
یکی از تغییراتی که در مفهوم تابع رخ داد، آزاد شدن آن از ارتباط بین تغییرات 
کمیت‎های فیزیکی است. تعریف فوریه از تابع به گونه‎ای است که به تغییرات یک 
متغیر به عنوان مقادیر عددی معمولی نگاه می‎کند که متغیر می‎تواند اختیار کند 
نظر گرفته  در  مقدارهای  ازای  به  که  مقادیر عددی هستند  نیز  تابع  مقدارهای  و 
شده برای متغیر با روشی معین که لزوماً تحت قانون ثابتی هم نیستند، به دست 
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می‎آیند. در این نگاه لزومی ندارد که برای درک تابع، به مفاهیم فیزیکی و تغییراتی 
که در زمان رخ می‎دهند متوسل شویم و همان روش برای تعیین یک عدد از طریق 
یک عدد دیگر، تابع را مشخص می‎کند. دیریکله با کامل کردن کارهای فوریه در 
یافتن شرایط هم گرایی سری‎های فوریه با تبعیت از فوریه تعریف تابع را در سال 

1837 به شکل زیر ارائه می‎کند:
»y تابعی از x است ، هرگاه طبق قانونی به ازای هر مقدار x مقدار منحصر به فردی 

برای y نظیر شود.«
در آن زمان این تعریف بسیار کلی به نظر می‎آمد و ضرورت چنین تعریفی روشن 
نبود. این سؤال مطرح بود که آیا آنالیز و حسابان نیازی به این گونه توابع که معلوم 
ایجاد شاخه  با رشد ریاضی و  نیست قانون آنها چگونه ساخته شده است، دارد؟ 
تعمیم  به  نیاز  پیچیده‎تر،  مسائل  وارد شدن  و  نظریه مجموعه‎ها  پیدایش  و  آنالیز 
مفاهیم، موجب پیدایش فضاهای کلی‮تر مانند فضاهای متریک و توپولوژیک شد. 
بحث توابع روی این فضاها نشان داد، دامنه و برُد توابع نقشی اساسی در خواص 
توابع، بازی می‎کنند. در تعمیم تعریف تابع، کاراتئودری در 1917، مجموعه‎های 
غیر عددی را نیز به عنوان دامنه تابع معرفی کرد و نهایتاً بورباکی در 1939 تعریف 
تابع را به عنوان قانون نظیر سازی از اعضای یک مجموعه به مجموعه دیگر عرضه 
تعریف  این،  می‎سازد.  را  حاصل ضرب  مجموعه  از  زیرمجموعه‎ای  نهایتاً  که  کرد 

رسمی تابع در ریاضیات امروزین است. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
تعریف امروزین تابع در ریاضیات دانشگاهی بسیار مختصر، مفید و منطقی است و 
بر اساس مجموعه ها انجام می شود. ولی این تعریف مختصر و منطقی برای شروع 
آموزش تابع مفید نیست، زیرا بر اساس دانش قبلی هنرآموز بنا نمی شود و مفهوم 
آموزش  نمی دهد.  نشان  به خوبی  است  دو کمیت  بین  ارتباط  که  را  تابع  واقعی 
صحیح یک مفهوم معمولاً از طریق تعریف منطقی صورت نمی گیرد و روش های 
مفهوم سازی باید به کار گرفته شوند. به همین علت در این کتاب هیچ گونه بحثی 

از تعریف منطقی تابع به صورت مجموعه زوج مرتبی دیده نمی شود.
از  می توان  عددی  مقادیر  و  عددی  متغیر  با  تابع های  مفهوم  روی  تبحر  از  پس 
از  دامنه گسسته  با  تابع های  مثلاً  کرد.  هم صحبت  دیگر  دامنه های  با  تابع های 
انسان ها یا سیارات یا چیزهایی دیگر که در ارتباط با زندگی روزمره هم باشد و 
فایده ای در تعریف آنها دیده شود. گسترش مفهوم تابع بستگی به نیاز هنرجویان 

دارد که نهایتاً در کجاها با چه نوع تابع هایی روبه رو شوند.
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پودمان  دوم
تابع های خطی و درجۀ دوم و کاربرد آنها در حل معادله ها و نامعادله ها
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طرح کلی مفاهیم پودمان دوم )نقشة مفهومی(

اهداف کلی
 آشنایی با تابع های درجه اول و دوم

 آشنایی با نمودار تابع های درجه اول و دوم
و  جئوجبرا(  از  استفاده  )با  دوم  و  اول  درجه  تابع های  نمودار  رسم  با  آشنایی   

تشخیص شکل کلی نمودار این تابع ها
 حل معادلات و نامعادلات درجه اول و دوم به کمک نمودار تابع های درجه اول 

و دوم
 آشنایی کلی با حل انواع معادلات و نامعادلات از طریق رسم نمودار تابع های 

متناظر با آنها

پیش نیازهای پودمان
 مفهوم تابع
 قانون تابع
 دامنة تابع

 مقدار تابع در یک نقطه
 نمودار تابع

 
 

 

 

تابع

انواع تابع ها

   تابع های درجه دوم تابع های درجه اول )خطی(

نمودار تابع ها

حل نامعادلاتحل معادلات
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مثالتوضیح فرایندفرایند

حل مسئله 

حل  طریق  از  ریاضی  دانش  ساخت 
مسئله

طریق  از  که  مسئله ای  موقعیت  یک  توصیف 
نمادین سازی، به یک مسئله در ریاضی تبدیل 
می شود که قبل از هر فعالیت انجام شده است.

شناخت و به کارگیری استراتژی های 
مختلف برای حل کردن مسائل و یا 

انتخاب مناسب آنها 

نمودار  و   f   (x)=0 معادلة  بین  ارتباط  برقراری 
تابع y  =f   (x) برای یافتن جواب های معادله 

ارتباطات و گفت وگو 

و  خود  ریاضی  تفکرات  سازماندهی 
انتقال آن به دیگران 

صحبت و گفت وگوی صدرا در موقعیت مسئله 
مورد  در  هم کلاسی هایش  و  او  که  کوهنوردی 
سعی  و  می کنند  بحث  ارتفاع  و  دما  رابطة 

می کنند رابطة بین آنها را تشخیص دهند. 

بیان  برای  ریاضی  زبان  از  استفاده 
ایده های ریاضی 

از  پس  کوهنوردی،  مسئله ای  موقعیت  در 
تشخیص ارتباط دما و ارتفاع این رابطه به کمک 

مفهوم تابع بیان می شود. 

بیان علت خطی بودن یا نبودن تابع به کارگیری استدلال استدلال اثبات 

پیوندها و اتصالات 

تشخیص و به کارگیری مفاهیم ریاضی 
در خارج از ریاضی 

تشخیص مفهوم تابع خطی در رابطة  بین دما و 
ارتفاع در مسئلۀ کوهنوری 

بین  ارتباطات  چگونگی  تشخیص 
مفاهیم ریاضی 

تشخیص رابطة بین جواب های معادله f   (x)=0 و 
محل تلاقی نمودار تابع y  =f   (x) با محور طول ها

تابع خطی را به صورت جبری )قانون(، هندسی ارائه نمایش های مختلف یک مفهوم بازنمایی و مدلسازی 
)نمودار( و جدول مقادیر )عددی( نمایش دهد. 

مقایسه کردن، ارزیابی کردن، تعمیم سایر مهارت های تفکر
دادن، الگویابی، دسته بندی کردن

برای  خطی  تابع  نمودار  رسم  تعمیم  توانایی 
همچنین  و   a یعنی   x ضریب  مختلف  مقادیر 
درجة  تابع  نمودار  پیش بینی  و  تعمیم  توانایی 

دوم
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بخش اول: تابع های خطی 

اهداف بخش 
 تشخیص تابع های خطی و ویژگی اساسی آنها

 رسم نمودار تابع های خطی با شیب مثبت، منفی و صفر
 مفهوم تابع ثابت

پیش نیازها
 مفهوم تابع، دامنه 

 تعیین مقدار تابع به ازای یک مقدار از دامنه
 درک محورهای مختصات و تعیین نکات نقطه

واژه‮ها‮ی کلیدی:تابع خطی، شیب خط 

نگاه کلی به بخش
هدف این بخش معرفی تابع های چندجمله ای از درجة ۱ یا همان تابع های خطی 
است. در ابتدا به معرفی انواع پدیده های طبیعی و رویدادهای اجتماعی که روابط 
بین متغیرهای آنها، قابل توصیف و تبیین به وسیلة یک تابع خطی است، پرداخته 
می شود. پس از اینکه این پدیده ها با یک تابع خطی معرفی شدند، انواع تابع های 
خطی که شیب نمودار آنها مثبت یا منفی است معرفی می شوند. در نهایت یک 
تابع  نمودار آن صفر است که همان  تابع خطی خاص معرفی می شود که شیب 

ثابت است.

ورود به مطلب
برای شروع تدریس، می توان انواعی از روابط و پدیده ها مانند رشد گیاهان، حرکت 
یک متحرک مانند اتومبیل یا یک قطار با سرعت یکنواخت را مطرح کرد و با تأکید 
روی رشد با سرعت ثابت، تمرکز بحث را به سمت ایجاد سؤال برای نحوة توصیف 

این گونه پدیده ها به زبان ریاضی برد.
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فعالیت آموزشی
کتاب با بحث بین محمد و مادرش درباره رشد یک گیاه خاص شروع می شود که 
محمد قصد دارد میزان رشد گیاه را بر حسب زمان به دست آورد که هدف فعالیت 

)1( است. در این فعالیت اهداف زیر دنبال می شوند.

اهداف موضوعی
1 درک مفهوم تابع خطی

2 تقویت مهارت یافتن مقدار تابع به ازای مقدار متغیر تابع و بالعکس.
مهارت ها و فرایند ها:

1 حل مسئله،
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2 پیوندها واتصال ها،
3 الگویابی،
4 استدلال،

5 بازنمایی ها،
6 ارتباطات.

را  تغییر می کنند  یکنواخت  به صورت  که  پدیده هایی  فعالیت، هنرجویان  این  در 
تشخیص می دهند و در این مثال خاص، تابعی که رشد یکنواخت گیاه را با سرعت 
ثابت ۳/۸ سانتی متر توصیف می کند، به دست می آورند. در بندهای مختلف این 
فعالیت، هنرجو با سرعت رشد )۳/۸ سانتی متر( که همان شیب نمودار تابع خطی 
است آشنا می شوند. همچنین مقادیر تابع را به ازای مقادیر مختلف دامنه به دست 

می آورند.

حل فعالیت

t )بر حسب ساعت(۴۳۲۱۰

h )بر حسب سانتی متر(۳۵/۲۳۱/۴۲۷/۶۲۳/۸۲۰

+۳/۸             +۳/۸             +۳/۸            +۳/۸

2 به اندازة ۳/۸

3 خطی است. زیرا به ازاء هر یک واحد افزایش مقدار t، مقدار h به اندازة ثابت 
۳/۸ تغییر می کند. 

4 ارتفاع بامبو در ساعت دوم را نشان می دهد. ارتفاع بامبو در ساعت 18 امُ را 
نشان می دهد.

h  (a) =39 5 یعنی ارتفاع بامبو در ساعتِ a، ۳۹ متر است.
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حل کار در کلاس ۱

اهداف: تقویت مهارت استفاده از توابع خطی در توصیف وضعیت های واقعی، حل 
مسئله )مدلسازی(، پیوندها واتصال ها، ارتباطات ارزیابی، بازنمایی ها.

1  ۵ طرح تا سال قبل ـ در آخر ماه اول ۷ طرح ـ در آخر ماه پنجم ۱۵ = )۵( ۲+ ۵

تابع  این  دامنه  دارد،  ادامه  12 ماه  فقط  طراحی  عمل  چون   ،f  (x)=2x  +5   2
مجموعه }12، ...  ،0،1،2{ است.

f  (0)  3 یعنی رضا قبل از این تصمیم، ۵ طرح داشته است. 
f  (0) =2×0+5  =  5 	

f  (10) یعنی رضا بعد از ماه دهم، ۱۵ طرح دارد. 
f  (10)  =2×10+5 =25 	

f  (-1) معنا ندارد زیرا این تابع فقط از ماه اول به بعد را توصیف می کند و در مورد 
قبل از آن اطلاعاتی را نمی دهد. 
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4  دامنه واقعی تابع مجموعه گسسته }12، ...  ،0،1،2{ است ولی در اینجا دامنه 
را به صورت بازه ]0،12[ در نظر گرفته ایم.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 140

5

10

15

20

25

30

h

t

5  معنی f    (a) =17 یعنی اینکه رضا پس از a ماه، ۱۷ طرح داشته است که پاسخ 
۶ ماه است.

پس از معرفی توابع خطی که شیب نمودار در آنها مثبت و یا منفی است، می خواهیم 
توابع خطی با شیب صفر و در واقع توابع ثابت را معرفی کنیم. 

هدف فعالیت:
معرفی تابع ثابت و تشخیص عدم تغییر مقدار تابع با تغییر مقدار متغیر
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هدف موضوعی:
درک مفهوم تابع ثابت
مهارت ها و فرایند ها:

1 حل مسئله،
2 پیوندها و اتصال ها،

3 الگویابی،
4 بازنمایی ها،

5 ارتباطات.

حل فعالیت 2
هدف از این فعالیت معرفی تابع ثابت است. خودرویی پس از طی 2 کیلومتر مسافت 
از نقطه شروع حرکتش، پشت چراغ قرمز متوقف می شود و تا 20 ثانیه بعد که چراغ 

قرمز هست، هیچ حرکتی ندارد و در نتیجه مسافت طی شده اش تغییر نمی کند.
1  پس از 2 ثانیه، 2 کیلومتر . پس از 5 ثانیه 2 کیلومتر.

     2

0         2         5         10t

2         2         2         2d

3  نمودار تابع

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

2

4

6

8

10

12

h

t
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4  با گذشت زمان، مسافت تغییر نمی کند.

حل کار در کلاس 2

اتصال ها،  و  پیوندها  بصری،  تفکر  توابع خطی،  تشخیص  مهارت  تقویت  اهداف: 
استدلال، ارتباطات، بازنمایی ها.

1 نمودار دوم نمودار تابع ثابت است. زیرا نمودار آن خطی به موازات محور x ها 
است و این نشان می دهد با تغییر مقدار x، مقدار تابع تغییر نمی کند.

مثلث های ABC وَ ABC و هر مثلث دیگر که یک ضلع آن AB است و رأس 
سوم آن ( C) روی خط L قرار داشته باشد دارای مساحت های مساوی ۳ هستند. 
البته  L هستند که  C روی خط  از طول نقطة  تابعی  این مثلث ها  مساحت های 

مقدار آنها، مقدار ثابت ۳ است. 

= × × =۱ 3 2 3
2ABCS الف( 

ب(

321۰-۱-۲x
۳۳۳۳۳۳S
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اختلاف مقادیر تابع در همه نقاط صفر است.

پ( به ازاء هر یک مقدار برای x، فقط یک مقدار برای مساحت S به دست می آید 
.S(x)  =3 است و x تابعی از S بنابراین

ت( مقدار S(x) هیچ تغییری نمی کند. شیب نمودار تابع )شیب خط( صفر است. 

ث( نمودار تابع خطی موازی محور طول ها است.

هدف فعالیت 3
درک نقش پارامترهای a و b در تعیین وضعیت )شیب، عرض از مبدأ و ...( نمودار 

y  =ax  +b خط
مهارت ها وفرایندها:

1 حل مسئله،
2 تقویت مهارت استفاده از نرم افزار،

3 بازنمایی،
4 ارزیابی،

5 تعمیم دادن،
6 تفکر بصری،

7 ارتباطات.
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حل فعالیت ۳
رسم  را   y  =ax  +b تابع های خطی  نمودار  جئوجبرا  از  استفاده  با  فعالیت  این  در 

می کنیم. 

1 محل تلاقی نمودار این توابع با محور yها نقطه b است که با تغییر b، محل 
 a موازی اند، چون  این خطوط  می رود. همة  پایین  و  بالا  yها  محور  روی  تلاقی 

تغییر نمی کند.

2 همة این توابع از نقطه ای به عرض b و طول صفر عبور می کنند و همدیگر را 
در این نقطه قطع می کنند و فقط شیب خطوط متفاوت است.

3 زمانی که علامت a مثبت است نمودار )خط( با جهت مثبت محور طول ها زاویة 
بین ۰ تا 9۰ درجه می سازد و زمانی که علامت a منفی است نمودار )خط( با جهت 

مثبت محور طول ها زاویة بین 90 تا 18۰ درجه می سازد. 

حل کار در کلاس 3
اهداف: درک نقش پارامترهای a و c در تعیین وضعیت )شیب، عرض از 
مبدأ و ...( نمودار خط ax +by=c، استدلال، ارتباطات، بازنمایی ها، تقویت 

مهارت استفاده از نرم افزار.

1 تمام این خطوط با هم موازی هستند و برای مقادیر مختلف c عرض از مبدأ 
آنها مختلف خواهد بود. شیب آنها 5/2- است.
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2 این خطوط متقاطع هستند و شیب آنها با تغییر مقدار c تغییر می کند. این 
خطوط یکدیگر را در نقطه )0،2( قطع می کنند.

3 خیر، خطوطی که به موازات محور عرض ها )yها( است نمودار تابع نیستند. زیرا 
برای هر x، فقط یک y نداریم.

حل مسائل

1ـ اهداف: تشخیص تابع خطی از طریق چگونگی تغییر مقادیر تابع
 مهارت ها و فرایندها:

استدلال، حل مسئله.
تابع g خطی است زیرا به ازای یک واحد افزایش مقدار x، مقدار g (x) به اندازه 
ثابت 15 واحد کاهش می یابد. یعنی شیب نمودار این تابع ثابت بوده و مقدار آن 

۱۵- است.

۱۰-۱-۲x

-۴۰-۲۵-۱۰۵g  (x)

تابع f خطی نیست زیرا با تغییر یک واحد متغیر x، مقدار تابع به اندازه ثابت، تغییر 
نمی کند.
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۱۰-۱-۲x

10-1-8f  (x)

تابع k خطی است زیرا با یک واحد افزایش متغیر x، مقدار تابع به اندازه ثابت 2 
واحد افزایش می یابد. 

3210x

7531k   (x)

تابع h خطی است. زیرا با یک واحد تغییر مقدار x، مقدار تابع به اندازه ثابت صفر 
تغییر می کند.

۱۰-۱-۲x

5۵5۵h  (x)

2ـ اهداف: تشخیص تابع خطی و یافتن قانون و دامنه آن
مهارت ها و فرایندها:

استدلال کردن، حل مسئله، ارتباطات، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی.

f  (x) = 50000x   +1000000 الف( 	

f  (12)=50000× 12+1000000=1600000 ب( 	

ثابت  مقدار  مشتری،  یک  هر  شدن  اضافه  ازاء  به  زیرا  است  خطی  تابع  این  پ( 
۵۰۰۰۰ تومان حقوق افزایش می یابد. 
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 f  (x) =2000000 ت( اگر بخواهد دو میلیون تومان حقوق بگیرد باید داشته باشیم
. x =20 50000، بنابراین x+1000000 =2000000 در این صورت داریم

3ـ اهداف: تمرین در تشخیص تابع خطی و یافتن قانون و دامنه آن
مهارت ها و فرایندها:

استدلال کردن، حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات.

الف(	 d(t)=10+3t، دامنه= ]5 ,0[

d  (2)  =10+3(2)  =16 ب( 	

اندازة مقدار ثابت ۳ کیلومتر فاصله اش از  پ( خطی است زیرا در هر ساعت، به 
ساحل بیشتر می شود. شیب مثبت است. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 140

5

10

15

20

25

30

t

dW

35

4ـ اهداف: تشخیص تابع ثابت

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، بازنمایی های چندگانه، 

ارتباطات.

الف(

d )روز(7654321

t )دما برحسب درجۀ سانتی گراد(35353535353535

ب( دامنه این تابع روزهای هفته یعنی D   ={1,2,3,4,5,6,7} است و قانون آن به 

صورت t  (d   )=35 است.

پ( این تابع، تابع ثابت است زیرا مقادیر تابع تغییر نمی کند و ثابت است.

ت( نمودار این تابع به خاطر گسسته بودن دامنه به صورت چند نقطه هستند که 
روی خطی موازی محور طول ها قرار دارند.



51

5  ـ اهداف: کار با تابع خطی در یک زمینه فیزیکی
مهارت ها و فرایندها:

حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات.

الف( دمای ۲۸ درجة سانتی گراد با ۸۲/۴ درجة فارنهایت برابر است.

( ) ( ) /= + =928 28 32 82 4
5

f
	

( ) ( )− = − + = −940 40 32 40
5

f
	

ب( اگر c  =0 داریم: 
( ) ( )= + =90 0 32 32

5
f 	

 c   =100 9= ، پس ۱80
5
c ) نتیجه می شود  ) = + =9 32 2۱2

5
f c c پ( از 

یعنی دمای 212 درجه فارنهایت برابر 100 درجه سانتی گراد است.
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بخش دوم: تابع های درجة دوم

اهداف بخش
y=ax2+bx+c معرفی تابع های درجه دوم با قانون 

 استفاده از جئوجبرا برای رسم نمودار تابع درجة دوم
y=kx2 رسم نمودار تابع با استفاده از انتقال به چپ و راست و بالا و پایین نمودار 

پیش نیازها
 مفهوم تابع

y   =  x2 نمودار 
 مربع کامل کردن

  y =   x2 واژه‮ها‮ی کلیدی: تابع، تابع درجة دوم، تابع

نگاه کلی به بخش
هدف این بخش معرفی تابع درجة دوم است. در ابتدای بخش، داستانی آورده شده 
است که دانش آموز را با موقعیت هایی که ممکن است با نمودار توابع درجه دوم 
انواع حالات ممکن برای  برخورد کند، معرفی می کند. سپس به کمک جئوجبرا 

نمودار تابع های درجه دوم بررسی می شود.

ورود به مطلب
مناسب است که در زمینه هایی واقعی که تابع های درجه دوم و نمودار آنها دیده 
به طور  فواره ها  است.  خوبی  مثال  پرتابه ها  حرکت  مثلًا  شود.  آغاز  بحث  می شوند 
طبیعی نمودار یک تابع درجه دوم را رسم می کنند. پرتاب یک توپ بسکتبال نیز 
مثال خوبی است. با توجه به این مثال ها می توان وارد نمودار تابع های درجه دوم شد.

فعالیت آموزشی
جئوجبرا  کمک  به  که  می رسیم   )4( فعالیت  به  دوم  درجه  تابع های  معرفی  با 

شکل های مختلف نمودارهای تابع های درجه دوم در آن بررسی می شود.

اهداف فعالیت )4(:
رسم نمودار تابع های y=x2+p و y=(x  -q)2 و y=kx2 به کمک جئوجبرا و بررسی 

.y   =  x2 وضعیت آنها نسبت به نمودار تابع
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اهداف موضوعی:
1 درک وضعیت نمودار تابع های درجه دوم  y=x2+p و y=(x  -q)2 و y=kx2 به 

  y   =  x2 کمک تابع
 y=kx2 و y=(x  -q)2 و y=x2+p 2 تقویت مهارت رسم نمودار تابع های درجه دوم

  y   =  x2 با استفاده از نمودار
مهارتها و فرایندها:

1 حل مسئله
2 تقویت مهارت استفاده از نرم افزار

3 تعمیم دادن
4 تفکر بصری
5 بازنمایی ها

حل فعالیت 4

1 با انجام عملیات مربوطه در جئوجبرا مشخص می شود که با تغییر p نمودار تابع 
y  =x2+p همان نمودار تابع y  =x2 که به اندازه p به بالا یا پایین جابه جا شده است.

q نمودار  با تغییر  انجام عملیات مربوطه در جئوجبرا مشخص می شود که  با   2
تابع y=(x  -q)2 همان نمودار تابع y   =  x2 که به اندازه q به چپ یا راست منتقل 

شده است.
3 برای k<0 نمودار مشابه نمودار y  =x2 است که شاخه های آن به خط عمود 
)در اینجا محور yها( نزدیک تر یا از آن دورتر شده است. برای k <0 نمودار مشابه 

نمودار y  =-x2 است که شاخه های آن به خط قائم نزدیک تر یا دورتر شده است.
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به  آنها  نمودار  روی  از  دوّم  تابع های درجه  معادلۀ  یافتن  مهارت  تقویت  اهداف: 
کمک قوانین انتقال تابع، بازنمایی ها، تفکر بصری.

حل کار در کلاس 4
اهداف: 

الف( k    >0 زیرا نمودار رو به بالا است. از آنجا که نمودار 2 واحد به چپ منتقل 
.p=3 و 3 واحد به بالا منتقل شده است پس q=-2 شده است پس

ب( k منفی است زیرا نمودار رو به پایین است. از آنجا که نمودار 1 واحد به راست 
.p=-2 و 2 واحد به پایین منتقل شده است پس q=1 منتقل شده است پس

حل مسائل

تابع های درجه دوم و تعیین  از روی نمودار  تابع ها  1ـ اهداف: تشخیص قانون 
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ضرایب و علامت های آن
مهارت ها و فرایندها:

حل مسئله به روش هندسی.
در شکل سمت راست k مثبت است، زیرا نمودار y=kx2 رو به بالاست. نمودار 2 
  p=-3و 3 واحد به پایین منتقل شده، پس q=-2 واحد به چپ منتقل شده، پس

است.

در شکل سمت چپ نمودار y=kx2 رو به بالاست پس k مثبت است، 3 واحد به 
p   =1 :و 1 واحد به بالا منتقل شده است. پس q    =3 راست منتقل شده پس

3ـ اهداف: تمرین روی شکل نمودار تابع های درجه دوم در یک زمینه واقعی
 k منفی است زیرا نمودار روبه پایین است و نمودار y  =-x2 به چپ و بالا منتقل 

.p  >0.q  >0 شده است پس

2ـ اهداف: تشخیص قانون تابع درجۀ دوم از روی نمودار آن نمودار این تابع 1 
واحد به چپ و 2 واحد به پایین منتقل شده است پس q=-1 و p   =-2. از طرفی 

نمودار روبه بالاست پس k >0 است. پس گزینه ت جواب است.
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بخش سوم: کاربرد تابع ها در حل معادله ها 

اهداف بخش
f(x)= ax+b با استفاده از رسم نمودار تابع ax   +b =0 حل معادلة 

f(x)= ax2+bx   +c با استفاده از رسم نمودار تابع ax   +bx   +c   =0 حل معادلة 
 برقراری ارتباط بین محل برخورد نمودار تابع f(x) با محور xها و جواب های 

 f  (x)= 0 معادله

پیش نیازها
y=ax+b رسم نمودار تابع خطی 

 تشخیص نمودار تابع y=ax2+bx+c از طریق علامت ضرایب c,b,a و برعکس

واژه‮ها‮ی کلیدی: تابع خطی، تابع درجة دوم، معادله، تلاقی نمودارها

نگاه کلی به بخش
 (h) در ابتدای بخش، زمینه و بافتی معرفی شده است که در آن رابطة بین ارتفاع
و دمای هوا t به صورت قانون یک تابع توصیف شده است. هدف یافتن ارتفاعی 
است که در آن ارتفاع، دما صفر درجة سانتی گراد است که این، به معنی آن است 
که محل تلاقی نمودار تابع دما را با محور طول ها به دست آوریم و از طرف دیگر 

این به معنی حل یک معادله دما بر حسب ارتفاع است. 

ورود به مطلب
معادلات و تابع ها بسیار به هم نزدیک اند. مناسب است یک معادله مثال بزنید و 
تابع متناظر آن را بنویسید. بر عکس یک تابع و معادله تناظر آن را بنویسید. چنین 
تناظری نشان از آن دارد که مفاهیم مربوط به تابع و معادله ها در ارتباط با یکدیگر 
خواهند بود. پرسش اصلی آن است که ارتباط بین معادلات و تابع ها چگونه است 

و این ارتباط چه مسائلی را حل خواهد کرد.

فعالیت آموزشی
پس از یک بحث داستانی و طرح یک مسئله، به فعالیت )5( می رسیم که هدف از 

آن حل معادله درجۀ اول از طریق نمودار یک تابع خطی است.
هدف فعالیت )5(: حل معادلۀ درجۀ اول با استفاده از نمودار تابع خطی



57

اهداف موضوعی:
1 درک طول نقطۀ برخورد نمودار تابع درجۀ اول با محور xها به عنوان ریشۀ تابع،

2 کسب مهارت حل معادلۀ درجۀ اول با استفاده از نمودارِ تابع متناظر آن.
مهارت ها و فرایندها:

1 حل مسئله،
2 مقایسه کردن،

3 بازنمایی ها،
4 ارتباطات،

5 تفکر بصری،
6 پیوندها و اتصال ها.

حل فعالیت ۵

T  (0)  1 یعنی مقدار دما در ارتفاع صفر که همان سطح دریاست.

 ( ) = − =۱800۱800 ۱5 3
۱50

T 2  درجة سانتی گراد	 

3  الف( تابع T از درجه یک است.
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ب( محل تقاطع نمودار این تابع با محور طول ها به صورت زیر محاسبه می شود:
	

( )= ⇒ = − = ⇒ = ⇒ =0 ۱5 0 ۱5 2250
۱50 ۱50
h h

T T h h

این نقطه نشان می دهد که دما در ارتفاع ۲۲۵۰ متری از سطح دریا، صفر درجه است.

. جواب  − = ⇒ =۱5 0 2250
۱50
h

h 4  این معادله نیز همان معادله بالا است. 
این معادله نیز به همان معنای بالا است و همان ارتفاعی را نشان می دهد که در 

آن، دما صفر است.

− کافی است =۱5 0
۱50
h 5  نتیجه می گیریم برای به دست آوردن جواب معادله 

) را با محور x ها به دست آوریم. ) = −۱5
۱50
h

T h محل تلاقی نمودار تابع 

در جمع بندی این فعالیت نتیجه گرفته می شود این روش برای هرگونه معادله ای 
قابل به کار بردن است و در مثال 6 یک معادلة درجة ۳ داده شده است و با رسم 

نمودار ریشه های این معادله به دست آمده است.
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 حل کار در کلاس 5

اهداف: تقویت مهارت حل معادلۀ درجۀ دوم با استفاده از نمودار، حل مسئله، 
پیوندها و اتصال ها، استدلال، ارتباطات، بازنمایی ها.

d  (2) =-5(2)2+180 ⇒ d  (2)=1601                                              متر

2 نمودار این تابع در نقاط 6 و 6- محور طول ها را قطع می کند. لحظه 6 همان 
لحظه ای است که آب به سطح زمین می رسد. اما 6- از لحاظ فیزیکی معنا ندارد.

	 3
-5t2+180=0⇒-5t2=-180⇒t2=36⇒t    =   ±6

قابل   t    =   -6 امّا به سطح رودخانه می رسد  ثانیه یک قطره  از ۶  یعنی پس   t    =   6
قبول نیست زیرا این تابع وضعیت قطره آب را در زمان های منفی توصیف نمی کند.

تا رسیدن به سطح رودخانه  از لحظه سقوط قطره آب  تابع فقط  این  قانون    4
اعتبار دارد پس از لحظه t =0 تا t =6 می توان از این قانون استفاده کرد و دامنه 

این تابع بازه ]6   ،0[ است.

حل مسائل 

.f با استفاده از نمودار تابع f  (x) = 0 1ـ اهداف: حل معادلۀ
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله )به روش هندسی(، پرورش تفکر بصری.

گزینۀ پ. زیرا نمودار تابع در این سه نقطه نمودار محور طول ها را قطع می کند.

.f با استفاده از نمودار تابع f  (x) = 0 2ـ اهداف: حل معادلۀ
مهارت ها و فرایندها:

بازنمایی های چندگانه، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، حل مسئله.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

A B C

نقاط  در  را  طول ها  محور  نمودار  این 
1/83- و 0/27- و 2/65 قطع می کند، 
پس جواب های معادله 1/38- و 0/27- 

و 2/65 است.

این نمودار محور طول ها را در نقطه 2 قطع می کند پس 
جواب معادله 2 است.

) الف ( ) ت (
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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f

AB

) پ (

) ب (

قطع می کند، پس جواب های  و 67   /2  نقاط 2-  در  را  نمودار محور طول ها  این 
معادله 2- و 67  /2 است.

در  را  طول ها  محور  نمودار  این 
پس  می کند،  قطع   -3 و   -2 نقاط 

جواب های معادله 2- و 3- است.
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3ـ اهداف: حل یک معادله درجۀ دوم در زمینه و بافت زندگی و درک معنای 
جواب یک معادله 

مهارت ها و فرایندها:
بازنمایی ها، پیوند و اتصال با خارج ریاضی، پرورش تفکر واگرا، حل مسئله، استدلال.

)و ) = − + = ⇒ = + = −2 3 35 20 2 2 10 2 10
5 5

h t t t t t

مسئله دو جواب دارد. یک بار وقتی که توپ بالا می رود و یک بار وقتی که پایین می آید.
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باید با رسم نمودارها به کمک جئوجبرا حل شوند.
نمودار محور طول ها را در نقاط 0/1 و 3/9 قطع می کند، پس جواب های معادله 

0/1 و 3/9 است.

y  = -5x   2+20x
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بخش چهارم: کاربرد تابع ها در حل نامعادله ها

اهداف بخش
f  (x)= ax  +b با استفاده از رسم نمودار تابع ax   +b<0 یا ax   +b>0 حل نامعادلة 

 حل نامعادلة ax2   +bx  +c>0 یا ax2   +bx   +c<0 با استفاده از رسم نمودار تابع 
 f  (x)= ax2+bx+c

 برقراری ارتباط بین وضعیت نمودار تابع f  (x) نسبت به محور xها و جواب های 
f   (x)<0 و f   (x)>0 نامعادله های

پیش نیازها
 y=ax2+bx+c و نمودار تابع های درجه دوم y=ax+b رسم نمودار تابع های خطی 

 تشخیص علامت مقادیر یک تابع f  (x) و وضعیت f  (x) نسبت به محور طول ها

واژه‮ها‮ی کلیدی: تابع خطی، تابع درجة دوم، نامعادله، علامت مقادیر تابع

نگاه کلی به بخش
در این بخش، به حل نامعادله های درجة ۱ و درجة ۲ و بالاتر با استفاده از رسم 
نمودار می پردازیم. در ابتدای فصل یک موقعیت داستانی توصیف شده است که 
این موقعیت به وسیلة یک مدل ریاضی )نامعادله( توصیف شده است. در فعالیت 
اول هدف ارتباط دادن این موقعیت و نامعادله است و در فعالیت دوم روش حل 

نامعادله ها با استفاده از رسم نمودار مشخص می شود.

ورود به مطلب
معادلات و نامعادلات بسیار به هم نزدیک اند و هر معادله ای متناظر نامعادله هایی 
است. می توان ابتدا مفهوم نامعادله را یادآوری کرد و در زمینه های واقعی نمونه هایی 
از آن را نشان داد. قبلًا نامعادله های درجه اول آموزش داده شده اند و بر مبنای آن 
می توان سایر نامعادله ها را نیز مطرح کرد. در کتاب در یک زمینۀ واقعی نمونه ای 
از نامعادله های درجه دوم طرح شده است. سپس با ایده گرفتن از حل معادلات 
به کمک نمودارها روش حل نموداری نامعادله ها و امکان آن می تواند طرح شود و 

طبق فعالیت های کتاب پیش رفت. 
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فعالیت آموزشی
آن  از  هدف  که  می رسیم   )6( فعالیت  به  موقعیت  یک  کوتاه  توصیف  از  پس 

مدل سازی ریاضی یک موقعیت واقعی و رسیدن به یک نامعادله درجه دوم است.

هدف فعالیت )6(: نوشتن نامعادلۀ درجۀ دوم برای توصیف یک موقعیت واقعی
اهداف موضوعی:

1 درک مفهوم نامعادله درجه دوم، 
مهارت ها و فرایندها:

1 حل مسئله) مدل سازی (،
2 پیوندها و اتصال ها،

3 ارتباطات.

حل فعالیت ۶
R=p×x 	1

R   =   80000p   -200p2 بنابراین R  =p   ×(80000-200p) 	 2

3  از درجة ۲

 R   >8000000⇒80000p-200p2  >8000000⇒-p2+400p-40000>0 4
با انجام این فعالیت به یک نامساوی می رسیم که نمونه ای از یک نامعادله از درجة ۲ است.
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حل کار در کلاس 6

دوم،  درجۀ  نامعادلۀ  از  استفاده  با  پدیده ها  مدل سازی  مهارت  تقویت  اهداف: 
پیوند ها و اتصال ها، ارتباطات.

x    =60-4p 1

R  =  xp  =(60-4p)p=60p   -4p2 2

60p    -4p2>4000 3 )قیمت بر حسب صد هزار تومان است(

در ادامه به شیوه های حل نامعادله ها از طریق نمودارهای تابع ها پرداخته می شود.

اهداف موضوعی:
با  تابع  متغیر  مختلف  مقادیر  به ازای  دوم  درجۀ  تابع  مقادیر  علامت  تعیین   1

استفاده از نمودار،
2 کسب مهارت حل نا معادلۀ درجۀ دوم با استفاده از نمودار

مهارت ها و فرایندها:
1 مقایسه کردن،

2 استدلال،
3 بازنمایی،
4 ارتباطات.
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حل فعالیت ۷

معادله  جواب های  همان  xها،  محور  با  تابع  نمودار  برخورد  محل  نقاط  طول   1
f(x)=x2-7x   +10=0 هستند. 

2 نقاط برخورد x   =2 . x   =5 هستند که همان جواب های معادله هستند.

3 عرض نقاط رنگی شده بزرگ تر از صفر هستند.
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مجموعه  نقاط  این  و  است  مثبت  تابع  مقدار  رنگی شده  نقاط  طول  ازای  به   4
)∞+,5( ∪ )2,∞-( را تشکیل می دهند.

 x2-7x   +10 که x یعنی تمام مقادیر ،x2-7x   +10>0 5 مجموعة جواب های نامعادلة
بیشتر از صفر باشد که همان xهایی است به ازای آنها، مقدار تابع f   (x) مثبت است 

و همان مجموعة )∞+,5( ∪ )2,∞-( است.
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حل کار در کلاس )7(

از نمودار، حل مسئله  با استفاده  نامعادلۀ درجۀ دوم  اهداف: تقویت مهارت حل 
)مدل سازی(، پیوندها و اتصال ها، ارتباطات، کسب مهارت استفاده از نرم افزار.

x=x2+8x(x+8)= مساحت مستطیل
x2+8x   <25
x2+8x    -25<0

x

x    +8

7 بازه )5 ,2( 

8 بله، مجموعة جواب x2-7x   +10<0 یعنی تمام مقادیر x که x2-7x   +10 کمتر 
از صفر باشد که همان xهایی است به ازای آنها، مقدار تابع f   (x) منفی است و 

همان مجموعة )5 ,2( است. 
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تابع  نمودار  نامعادله،  حل   برای 
 رسم  دامنه  با  را   f   (x)  = x2+8x   -25
می کنیم و قسمت پایین محور xها را انتخاب 
تقریبی  به طور  شکل  روی  از  می کنیم. 
 f   (x)  =x2+8x   -25=0 معادله  جواب های 
عبارت اند ازx ≈ 2/4 . x ≈ -10/4 و قسمت 
پایین نمودار این تابع در بازه )2/4 , 10/4-( 

رخ می دهد که جواب این نامعادله است. 
نامعادله و تابع مربوط به آن مربوط  اما این 
به عرض مستطیل ها است که مقادیر مثبتی 
بازه  در  فقط   x تغییر  دامنه  یعنی  دارند. 
)∞+   ,0( است. بنابراین این نامعادله روی بازه 
بازه  این  فقط در  تابع  نمودار  و  است  مطرح 
نتیجه می دهد مجموعه  باید رسم شود. که 

جواب نامعادله بازه )10/4 , 0( است. 
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حل مسائل

1ـ اهداف: تشخیص دیداری مجموعه جواب های نامعادله ها از روی نمودار تابع ها

مهارت ها و فرایندها:
پرورش تفکر بصری، حل مسئله

          پ: )∞+,5[ ∪ ]3,2-[ الف: ]1/5- ,∞-(              ب: 

حل  روی  تمرین  اهداف:  2ـ 
نمودار  از  استفاده  با  نامعادله ها 

تابع ها
پرورش  فرایند ها:  و  مهارت ها 
تفکر بصری، بازنمایی های چندگانه، 

مهارت کار با ابزار، حل مسئله.

 ( , )−∞ 3
2

الف( 
) زیر  محور  , )−∞ 3

2
نمودار در بازه 

x ها است و این بازه مجموعۀ جواب 
نامعادله است. 
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مجموعه  تقریبی  به طور  نامعادله  جواب  مجموعه  نمودار  طریق  از  ب( 
)∞+  , 1/85( ∪ )0/18- ,∞-( است.

پ( از طریق نمودار مجموعه جواب نامعادله به طور تقریبی بازه ]5   ,1-[ است.
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به  توجه  و  واقعی  زندگی  بافت  و  زمینه  در  مسئله  یک  حل  اهداف:  3ـ 
محدودیت های آن و تفسیر جواب

مهارت ها و فرایندها: پیوند و اتصال با خارج ریاضی، حل مسئله به روش هندسی.

-5t2+100t      >200⇒-t2+20t    -40>0

مجموعه جواب نامعادله به طور تقریبی بازه  از طریق رسم نمودار تابع با دامنه
همین  است،  بازه  این  شامل  تابع  واقعی  دامنه  که  آنجا  از  است.   )2/25.17/75(
جواب درست است. اولین زمان مربوط به بالاتر رفتن پرتابه از ارتفاع 200 متر 
است و دومین زمان مربوط به بازگشت از بالا و رسیدن به ارتفاع 200 متر است.

4ـ اهداف: استدلال، یافتن رابطه ها، حل نامعادله و تفسیر جواب
مهارت ها و فرایند ها: حل مسئله.

x  +5+x  +4+x  +8=3x  +17 =محیط مثلث
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(x   +5)2 =مساحت مربع
  3x  +172(x  +5)2⇒x  2+7x   +8  >0 	
تقریبی  به طور  نامعادله  این  جواب  مجموعه   ،  دامنه با  تابع  نمودار  رسم  با 
به صورت )∞+,1/4-( ∪ )5/5-,∞-( است. اما با توجه به آنکه طول اضلاع مثلث 
و مربع مثبت باید باشند باید داشته باشیم x>4-. پس مجموعه جواب اصلی بازه 

)∞+,1/4-( است. 
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محدودیت های  به  توجه  و  واقعی  زمینه  یک  در  نامعادله  یک  حل  اهداف:  5  ـ 
عملی

مهارت ها و فرایند ها: حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج آن.
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x +8
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R(p) =-100p2+50000p 	

-100p2+50000p   >10000000 	

-p2+500p    -100000>0 	
برای حل نامعادله، نمودار آن را به کمک جئوجبرا رسم می کنیم و مجموعة جواب 
را به دست می آوریم که مجموعة جواب تهی است یعنی در هیچ شرایطی درآمدش 

بیشتر از ده میلیون نخواهد شد.
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پودمان سوم

نسبت ها و تابع های مثلثاتی
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طرح کلی مفاهیم پودمان سوم )نقشة مفهومی(

اهداف کلی
 درک مفهوم زاویه های دلخواه به عنوان زاویه چرخش

 آشنایی با زاویه چرخش در یک دایره و نقطه متناظر زاویه ها در دایره
 آشنایی با واحد اندازه گیری رادیان برای زاویه های دلخواه

در  دلخواه  زاویه های  کسینوس  و  سینوس  تانژانت،  مثلثاتی  نسبت های  درک   
دایره مثلثاتی

در  مثلثاتی  نسبت های  علامت  و  مثلثاتی  دایره  مختلف  ربع های  با  آشنایی   
ربع های مختلف

 آشنایی با روابط بین نسبت های مثلثاتی یک زاویه
 آشنایی با رابطه بین شیب یک خط و تانژانت زاویه بین آن خط و محور طول ها

پیش نیازهای پودمان
 آشنایی با مفهوم زاویه های تند و باز

 آشنایی با چرخش یک نقطه روی یک دایره و طول کمان طی شده
 آشنایی با نسبت های مثلثاتی زاویه های تند

 آشنایی با معادله خط و شیب خط

زاویه چرخش دو نیم خط

زاویه چرخش و حرکت روی دایره

اندازه زاویه برحسب رادیاننسبت های مثلثاتی زاویه های دلخواه

روابط بین نسبت های مثلثاتیتانژانت و شیب خط

زاویه های منفی و بیش از 180 درجه
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مثال توصیف فرایند فرایند

دی
این

فر
ی 

ها
رد 

دا
تان

اس

تعیین موقعیت کابین در بخش اوّل، تعمیم مفهوم نسبت های مثلثاتی بخش دوم، مسئله یکسانی 
شیب جاده و شیب خط، پیدا کردن ارتفاع کابین چرخ و فلک بر حسب زاویه چرخش بخش 

چهارم

طریق  از  ریاضی  دانش  ساخت 
حل مسئله

ئله
مس

ل 
ح

پیشین  موقعیت های  با  مشابهت  اوّل،  بخش  شده  طی  زاویه  فهم  برای  شکل  رسم  استراتژی 
در متناسب بودن اندازه زاویه چرخش با طول کمان طی شده در بخش اوّل، تعمیم از حالات 
خاص به حالات عمومی تر در بخش دوم، ایجاد تناظر بین مفاهیم جبری و هندسی در روابط 
بین نسبت های مثلثاتی در بخش دوم، حدس و فرضیه سازی در یکسانی شیب خط و جاده در 

بخش سوم

شناخت و به کارگیری استراتژی های 
مختلف برای حل کردن مسائل

طرح سؤال توسط هنرجویان و مباحثه در همه بخش ها، توصیف موقعیت ها و بیان موقعیت ها با 
مفاهیم ریاضی در همه بخش ها، سعی در دقیق سازی سؤالات مطرح شده

ریاضی  تفکرات  سازمان دهی 
خود و انتقال آن به دیگران

می
کلا

ط 
تبا

ار

استفاده از مفاهیم هندسی در بیان موقعیت چرخ و فلک در بخش اوّل، بیان ریاضی کمیت های 
متناسب اندازه زاویه و طول کمان طی شده در بخش اوّل، استفاده از دایره و مختصات نقاط در 
بیان نسبت های مثلثاتی در بخش دوم، تبدیل جاده و زمین به خط و صفحه مختصات در بخش 

سوم، استفاده از تابع برای حل مسئله ارتفاع کابین چرخ و فلک در بخش چهارم

زبان  از  نظریات خود  بیان  برای 
استفاده  دقیق  طور  به  ریاضی 

کند

یافتن رابطه بین زاویه چرخش و کمان طی شده از طریق متناسب بودن دو کمیت در بخش 
اوّل،  یافتن روابط بین نسبت های مثلثاتی از طریق تناظر با مفاهیم هندسی در بخش دوم، یافتن 
شیب خط ها و تانژانت زاویه بین خط و محور طول ها با تناظر هندسی و محاسبات جبری در 

بخش سوم، محاسبات هندسی روی دایره در بخش چهارم

انواع مختلف استدلال و روش های 
اثبات را انتخاب کرده و به کاربرد و 

آنها را ارزیابی کند. ات
 اثب

ل و
دلا

ست
ا

ارتباط بین حرکت چرخ و فلک و حرکت یک نقطه روی دایره و ارتباط مسافت طی شده توسط 
کابین و طول کمانی از دایره در بخش اوّل، ارتباط شیب جاده و شیب خط در بخش سوم، ارتباط 

ارتفاع کابین ها و مفهوم تابع در بخش چهارم

مضامین  سایر  در  را  ریاضیات 
موضوع  چهارچوب  از  بیرون 
علوم  در  )کاربردها  ریاضیات 

دیگر( تشخیص و به کار گیرد.

لات
صا

و ات
ها 

وند
پی

ارتباط بین محاسبات جبری و هندسی در همه بخش ها، ارتباط بین دایره و نسبت های مثلثاتی 
در بخش دوم

موضوع های  بین  پیوستگی 
ریاضی )اتصال جبر و هندسه(

رسم شکل دایره برای نمایش چرخ و فلک در بخش اوّل، نمایش جهت چرخش و دورهای چرخش 
نسبت های  نمایش  و  دایره  روی یک  نقاط  اوّل، رسم مختصات  در بخش  فلش های چرخنده،  با 
مثلثاتی توسط آن در بخش دوم، رسم محورهای سینوس و کسینوس و تانژانت برای درک هندسی 
و بصری از نسبت های مثلثاتی بخش دوم، رسم جاده و خط برای نمایش مفاهیم در بخش سوم، 

رسم دایره به عنوان چرخ و فلک و محاسبات از طریق شکل در بخش چهارم

بازنمایی های  مسئله  حل  جهت 
معنی  نموده  انتخاب  را  مناسب 

کند و به کارگیرد.

ی ها
مای

ازن
ب

مدل سازی  برای  بازنمایی ها  از 
و  فیزیکی  پدیده های  مقایسه  و 

ریاضی استفاده کند

مشابهت چرخش چرخ و فلک و حرکت روی دایره در بخش اوّل، مشابهت ربع های دایره مثلثاتی 
با یکدیگر برای تعریف نسبت های مثلثاتی در بخش دوم، مشابهت جاده و خط در بخش سوم.

مقایسه و مشابهت

کر
 تف

ای
ت ه

هار
ر م

سای

تعمیم زاویه هندسی به زاویه چرخش در بخش اوّل، تعمیم نسبت های مثلثاتی برای زاویه های 
دلخواه در بخش دوم

تعمیم
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بخش اوّل: زاویۀ چرخش

اهداف بخش
 درک مفهوم زاویه های دلخواه به عنوان زاویه چرخش دو نیم خط نسبت به هم

 آشنایی با زاویه چرخش در یک دایره و نقطه متناظر زاویه ها در دایره
پیش نیازهای بخش:

 آشنایی با مفهوم زاویه های تند و باز
واژه های کلیدی: زاویه، چرخش و دوران

نگاه کلی به بخش
این بخش به آموزش مفهوم زاویه های دلخواه از طریق چرخش نیم خط ها و چرخش 
یک نقطه روی دایره اختصاص دارد. رویکرد کلی آموزشی این بخش، ارائه مفاهیم 
جدید در قالب یک داستان و مباحثه بین هنرجویان و هنرآموز و انجام چند فعالیت 
است. نقش اصلی داستان ها در آموزش مفاهیم در آن است که هنرجویان را در 
محیطی آشنا قرار می دهد که هنرجویان با اکثر مفاهیم رخ داده در آن محیط آشنا 
هستند و فقط با مفاهیم مورد نظر ما آشنایی کامل ندارند ولی یک آشنایی کیفی و 
کلی از آن مفاهیم دارند. این وضعیت موجب می شود هنرجویان به سادگی مفاهیم 

جدید را درک کنند و آنها را با مفاهیمی که از قبل می دانند پیوند ایجاد کنند.
این بخش درباره حرکت یک چرخ و فلک و تشخیص  داستان مورد استفاده در 
موقعیت کابین های یک چرخ و فلک است. از طریق این داستان، با مباحثه بین 

هنرجویان و هنرآموز مفهوم زاویه چرخش و اندازه گیری آن ساخته می شود. 

ورود به مطلب
برای آموزش مفهوم زاویه های دلخواه نیازمند آنیم که موقعیتی فیزیکی را مطرح 
سازیم که شامل چرخیدن یک نیم خط حول یک نیم خط دیگر است. زاویه دلخواه 
با استفاده از مفاهیم هندسی  یک مفهوم کاملًا هندسی نیست و نمی توان صرفاً 

زاویه های دلخواه را تعریف کرد.
در هندسه، زاویه مفهومی است که وضعیت دو نیم خط غیر هم راستا با مبدأ یکسان 
را نسبت به هم بیان می کند. زاویه بین دو نیم‮خط، بر حسب درجه،  همواره عددی 
مفهوم  از  باید  دلخواه  زاویه های  مفهوم  به  برای رسیدن  است.  و 180  بین صفر 
حرکت و چرخش و جهت حرکت نیز استفاده کنیم. جاهایی که این حرکت ها رخ 
می دهند زمینه مناسبی برای آموزش مفهوم زاویه های دلخواه است. در کتاب از 
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حرکت یک چرخ و فلک استفاده شده است ولی شما می توانید از هر نوع حرکت 
مشابه دیگری که درک آن برای هنرجویان شما آسان تر است استفاده کنید. مثلًا 
چرخش یکی از عقربه های ساعت، یا چرخش یک فرفره به دور خود، یا چرخیدن 
... نیز می تواند  ورزشکاران باستانی به دور خود، یا چرخش زمین دور خورشیدو 
و  کنید  کتاب عمل  مانند  مناسب می توانید  زمینه  انتخاب  از  استفاده شود. پس 

تعاریف مناسب را ارائه کنید.

فعالیت آموزشی
این بخش، با داستان چرخ و فلک و یافتن موقعیت های کابین چرخ و فلک آغاز 
می شود. در این موقعیت، مفهوم چرخش و زاویه چرخش آسان تر فهمیده می شود. 
زاویه های منفی  از 180 درجه و  زاویه های بیش  با دنبال کردن داستان، مفهوم 
توجیه می شوند. در ادامه، به طور رسمی، مفهوم زاویه چرخش بین دو نیم خط، به 
همراه مثال هایی، ارائه می شود. در این قسمت جهت قراردادی مثبت و منفی برای 

اندازه گیری زاویه ها معرفی می شود.
همچنین، این نکته مهم تذکر داده می شود که مفهوم زاویه چرخش یک مفهوم 
صرفاً هندسی نیست و در آن از حرکت و جهت حرکت استفاده شده است. در واقع، 
وضعیت نهایی نیم خط ها، مشخص کننده مقدار زاویه چرخش نیست و باید جهت 

حرکت و تعداد دورهای زده شده نیز مشخص باشند.
در ادامه، این مفهوم به صورت حرکت یک نقطه روی محیط یک دایره نیز توصیف 
می شود و مفهوم زاویه چرخش با مقدار چرخش یک نقطه روی محیط یک دایره 
ارتباط برقرار می کند. به ویژه، مفهوم نقطه متناظر یک زاویه چرخش، روی دایره ای 

که مبدأ برای آن انتخاب شده است معرفی می شود.
برای تمرین روی این مفاهیم به کار در کلاس )1( می رسیم.
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حل کار در کلاس 1
دایره، حل مسئله،  روی  نقطه  زاویۀ چرخش یک  یافتن  مهارت  تقویت  اهداف: 

پیوندها و اتصال ها، ارتباطات، بازنمایی ها.

بنابراین  است.  دایره  ربع  یک  اندازه  به  آن   1
4

و  است  دایره  یک  مسیر  کل   1

در نقطه متناظر زاویه 90 درجه قرار خواهد گرفت. کل مسیر در 3 دقیقه طی 

3 دقیقه یعنی 45 ثانیه طی خواهد شد.
4

1 آن در 
4

می شود، پس 

یا به کمک جدول تناسب:

 → 180 ثانیه = 3 دقیقه
1_
41

...180  → ... =45

پس  است.  درجه   360 اندازه  به  زاویه  طی  معنای  به  مسیر  کل  کردن  طی   2
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360    درجه در 3 دقیقه طی می شود و در 1 دقیقه 120 درجه طی می شود. پس 
1 دقیقه، 40 درجه طی می شود. 

3
در 

یا به کمک جدول تناسب:
360 درجهدرجه ...

180 درجهثانیه 20
→ ... =400

780480 ،840 ،1560

240 ،600 

3 پس از 3 دقیقه دوچرخه سوار به مبدأ 
ادامه  در  ثانیه  از 20  پس  و  است  برگشته 
حرکت طبق )2(، 40 درجه دیگر طی کرده 
است. پس در نقطه متناظر 40 درجه قرار 

می گیرد.

4 در )1( محاسبه کردیم که دوچرخه سوار در هر دقیقه 120 درجه چرخش می کند.

5 با توجه به )3( جدول به شکل زیر در می آید.

زمان حرکت دوچرخه بر حسب دقیقه1376/5542

زاویه چرخش دوربین1560840780600480240

نقاط متناظر زاویه های چرخش این جدول به صورت زیرند.

B

A
O

,0 040 400
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-120
180

403  240-  410- 039  

حل مسائل

مهارت ها و فرایندها:
پرورش تفکر بصری.

اهداف: تشخیص دیداری چرخش و مرتبط کردن با مفهوم اندازۀ زاویۀ چرخش
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مهارت ها و فرایندها:
مهارت یافتن زاویۀ دلخواه روی دایره.

اهداف: تشخیص چرخش مثبت و منفی و نقاط متناظر زاویه ها روی دایره
نقطه متناظر آنها به شکل زیرند.

3 وضعیت دو نیم خط که زاویه چرخش آنها صفر درجه است چگونه است؟
مهارت ها و فرایندها:

حل مسئله.

اهداف: تشخیص زاویه صفر و مفهوم آن 
این دو نیم خط بر هم منطبق اند.

50

460

145

 60,300 _

180_ A

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی.

اهداف: تشخیص رابطه بین اندازۀ زاویۀ چرخش و تعداد دور های زده شده برای هر 
دور 360 درجه چرخیده است و برای 5 دور 360×5 یعنی 1800 درجه چرخیده 

است.
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، استدلال کردن، ارتباطات.

اهداف: تشخیص رابطه بین دو زاویه قرینه
نقاط متناظر دو زاویه 120 و 120- درجه نسبت به محور افقی قرینه یکدیگرند. 

برای سایر زاویه های قرینه هم همین وضعیت برقرار است.

20

120

 90

 90

_

 20_

120_
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بخش دوم: واحد اندازه گیری زاویه: رادیان

اهداف بخش
 آشنایی با واحد اندازه گیری رادیان برای زاویه های دلخواه

 آشنایی با تبدیل واحدهای درجه و رادیان به یکدیگر

پیش نیازهای بخش:
 آشنایی با چرخش یک نقطه روی یک دایره و طول کمان طی شده

واژه های کلیدی: زاویه، طول کمان دایره، چرخش در دایره 

نگاه کلی به بخش
در این بخش واحد جدیدی برای اندازه گیری زاویه به نام رادیان مطرح می شود. 
رویکرد ما در این بخش استفاده مجدد از داستان چرخ و فلک است تا مسافت طی 
شده توسط کابین های چرخ و فلک مورد توجه قرار گیرند. با مطرح شدن طول 
کمان طی شده توسط کابین ها و رابطه آن با زاویه چرخش مفهوم واحد رادیان 

برای اندازه گیری زاویه ها ساخته می شود.

ورود به مطلب
رابطه  به  می شود،  ارائه  زاویه  اندازه گیری  برای  جدیدی  واحد  که  بخش  این  در 
مستقیم بین طول کمان طی شده و اندازه زاویه چرخش اشاره شده است. چون 
طول  بین  رابطه  است،  درجه  می شناسیم  فعلًا  که  زاویه،  اندازه گیری  واحد  تنها 
کمان طی شده و زاویه چرخش بر حسب درجه به دست آمده است. از آنجا که از 
زاویه طی شده می توان مسافت طی شده را یافت و برعکس از مسافت طی شده 
می توان زاویه طی شده را یافت، این نکته مطرح می شود که طول کمان طی شده 
نیز می تواند اندازه زاویه را به عنوان یک واحد جدید، اندازه گیری کند که این واحد 

جدید را رادیان می نامند. 
البته واحدهای اندازه گیری همگی قراردادی هستند، ولی در مورد زاویه می توان 
مطرح کرد که اندازه زاویه بر حسب طول کمان طی شده )در دایره به شعاع 1( یک 
واحد طبیعی است. مثلًا واحد درجه از تقسیم زاویه قائمه به 90 قسمت مساوی 
به دست می آید. عدد 90 ویژگی مهمی ندارد و شاید بهتر بود زاویه قائمه را به 
100 قسمت مساوی تقسیم می کردیم که در این صورت زاویه به دست آمده را 1 
گراد می نامند. در هر صورت هر گونه تقسیم زاویه قائمه اختیاری است و ارجحیتی 
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نسبت به هم ندارند. اما واحد رادیان بسیار طبیعی است و با طول کمان طی شده 
در دایره به شعاع 1 بیان می شود. طبیعی بودن این واحد وقتی مشخص می شود 
که رابطه بین طول کمان یک دایره دلخواه را با شعاع دایره و زاویه کمان به دست 

می آوریم.

فعالیت آموزشی
در این بخش، به معرفی واحد رادیان برای اندازه گیری زاویه ها پرداخته می شود. 
واحد رادیان در ارتباط با طول کمان طی شده برای یک زاویه چرخش است. طول 
کمان طی شده به شعاع دایره هم بستگی دارد و نسبت کمان طی شده به شعاع 
دایره متناسب با اندازه زاویه است و همین مقدار به عنوان اندازه زاویه بر حسب 

رادیان تعریف می شود. 
در این بخش نیز در طی یک مباحثه این سؤال مطرح می شود که رابطه طول کمان 

طی شده با اندازه زاویه چگونه است. این رابطه در فعالیت )1( به دست می آید.

اهداف موضوعی:
1  درک ارتباط زاویۀ چرخش یک نقطه روی دایره و طول کمان طی شده،

2  زمینه سازی برای معرفی واحد رادیان،
3  ارائه قانون رابطۀ بین کمان طی شده و اندازۀ زاویۀ چرخش.

مهارت ها و فرایندها:
  پیوندها و اتصال ها.

حل فعالیت )1(
1  در یک دور کامل زاویه چرخش 360 درجه است و طول مسافت طی شده 
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همان محیط دایره است که برابر 2πr است.
2  به خاطر یکسانی طول کمان ها در هر 1 درجه، به ازای هر یک درجه مسافت 

rπ2 است.
360

طی شده 

rπ2 است، پس به ازای D درجه 
360

3  به ازای هر یک درجه، مسافت طی شده 

. L r
D

π=
180

، پس  r
L D

π= 2
360

r است. یعنی 
D

π2
360

مسافت طی شده 

D L
r

=
π
180 r و 

L D
π=
180 4  از تساوی بالا می توان نتیجه گرفت: 

پس از جمع بندی نتایج به دست آمده از این فعالیت،‌ واحد رادیان معرفی می شود و 
روابط تبدیل کننده واحدهای درجه و رادیان به یکدیگر ارائه می شوند و مثال هایی 

از این تبدیل واحدها ارائه می شود.
در ادامه به یک بدفهمی رایج درباره عدد π پرداخته می شود. π یک عدد مشخص 
π ظاهر می شود مقدار  3/14 است. هر کجا که عدد  تقریباً  ریاضی است که  در 
رادیان.   3/14 تقریباً  یعنی  رادیان   π زاویه  مثلًا  است.  مقدار  همین  آن  تقریبی 
همواره باید مشخص باشد اندازه زاویه داده شده بر حسب درجه است یا رادیان. 
بسیاری از زاویه های آشنا بر حسب رادیان، نماد π در آن به کار رفته است، یک 
قرارداد نیمه رسمی وجود دارد که هر اندازه زاویه که در آن نماد π به کار رفته است 
بر حسب رادیان است. اما π یک عدد مانند سایر اعداد است و می توان از π برای 
درجه هم استفاده کرد. مثلًا π درجه هم داریم که تقریباً همان 3/14 درجه است 
به کار نمی رود. در هر صورت در هر اندازه ای از زاویه  ولی چنین اندازه ای عموماً 
اندازه گیری  اندازه گیری مشخص باشد، مگر آنکه به طور ضمنی واحد  باید واحد 

مشخص باشد.
بر  نقطه متناظر  به یکدیگر و  رادیان  برای تمرین روی تبدیل واحدهای درجه و 

حسب واحد رادیان به کار در کلاس )2( می رسیم.
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اهداف: تقویت مهارت تبدیل واحدهای درجه و رادیان به یکدیگر، تقویت مهارت 
نمایش زاویه های دلخواه روی یک دایره، تعیین وضعیت یک نقطه روی دایره با 

استفاده از زاویۀ چرخش و وضعیت اولیۀ آن، پیوند ها و اتصال ها، بازنمایی ها.

حل کار در کلاس 2

1 زاویه های داده شده را به کمک رابطه تبدیل کننده درجه به رادیان، به رادیان

π خواهند بود.
2

π و 
3

π و 
4

π و 
6

 تبدیل می کنیم که به ترتیب 

2 کامل شده جدول به صورت زیر است:

درجه6753600-27066055-

− π15
4

20ππ− 3
2

π11
3

π11
36

رادیان
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π   − π

π
2

π
6

π3
2

π7
3

− π5
6

−π
3

0 2,, π

4 رئوس شش ضلعی منتظم کل دایره را به شش قسمت مساوی تقسیم می کنند. 
پس هر رأس نسبت به رأس قبلی 60 درجه چرخش کرده است. از زاویه صفر که 
شروع کنیم، به ترتیب زاویه های 0، 60، 120، 180و 240 و 300 را به دست 

می آوریم.

اضافه  زاویه ها 30 درجه  اندازه 30 درجه، کلیۀ  به  این چند ضلعی  با دوران   5
می شوند و به صورت 30، 90، 150، 210 و 270 و 330 در می آیند.

در آخر این بخش به مسائل می رسیم که حل آنها به شکل زیر است:

 3

حل مسائل

مهارت ها و فرایندها:
مهارت تبدیل اندازه زاویه بر حسب درجه به رادیان

اهداف: بالا بردن توانایی عملی تبدیل واحد درجه به رادیان و استفاده از رابطه 
بین درجه و رادیان

R است، معادل این  D
π=

180
با استفاده از رابطه تبدیل کننده درجه به رادیان که به صورت 

R
π π= × =15

180 12
زاویه ها را برحسب رادیان به دست می آوریم. به ازای D  =15 داریم 

داریم   D  =  530 ازای  به   ،R π π= × = 19190
180 18

داریم   D  =190 ازای  به      ،

.R π π= × = 501000
180 9

R، به ازای D  =1000 داریم  π π= × = 53530
180 18
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مهارت ها و فرایندها:
مهارت تبدیل اندازه زاویه بر حسب رادیان به درجه

اهداف: بالا بردن توانایی عملی تبدیل واحد رادیان به درجه و استفاده از رابطه 
بین درجه و رادیان.

D است،  R=
π

180 با استفاده از رابطه تبدیل کننده رادیان به درجه که به صورت 

داریم:   R π=
7

ازای  به  به دست می آوریم.  برحسب درجه  را  زاویه ها  این  معادل 

به   ،D π= × =
π

180 4 240
3

داریم:   R π= 4
3

ازای  به   ،D π= × =
π

180 180
7 7

R داریم : − π= 14
5

D، به ازای  − π= × = −
π

180 8 480
3

R داریم:  − π= 8
3

ازای 

.D − π= × = −
π

180 14 504
5

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، ارتباطات

اهداف: تشخیص زاویه هایی که مربوط به دورهای کامل روی دایره هستند.
وقتی یک نیم خط، بعد از چرخش، روی خود منطبق می شود ممکن است یک دور 
یا 2 دور یا بیشتر چرخیده باشد ولی در هر صورت تعداد صحیحی دور در جهت 
 360k  2 رادیان یاπk مثبت یا منفی چرخیده است. پس زاویه چرخش به صورت

درجه است که k یک عدد صحیح )مثبت یا منفی( است.
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L

r

θ

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله

اهداف: تشخیص رابطه بین اندازه زاویه بر حسب رادیان و طول کمان و چگونگی 
تأثیر شعاع دایره بر آن

اگر طول کمان را با L نشان دهیم، ‌با توجه به تعریف اندازه زاویه بر حسب رادیان 

.L  =r  θ پس ، L
r

= θ داریم 

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی.

اهداف: دیدن مفهوم زاویه چرخش در یک زمینه عملی و اهمیت واحد رادیان در 
محاسبات

مانند آن است که طول کمان  الف( وقتی چرخ مسافت 100 متر طی می کند، 
طی شده با چرخش یک نقطه از محیط دایره چرخ، 100 متر است. شعاع دوچرخه 

500 رادیان 
3

 یعنی 
/

100
0 6

0/6 متر است، پس زاویه چرخش )بر حسب رادیان( برابر 

D به دست  R=
π

180 است. مقدار زاویه چرخش بر حسب درجه از طریق رابطه 
می آید. پس،‌

	
D = × = ≈

π π
180 500 30000 9549

3
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ب( چون رابطه طول کمان طی شده با زاویه بر حسب رادیان آسان تر است، 3000 
π π π= = × = 503000

180 180 3
R D درجه را بر حسب رادیان می نویسیم. داریم: 

اگر مسافت طی شده )بر حسب متر( L باشد داریم:
	

/L
π= × = π ≈6 50 10 31 4

10 3

اندازه گیری  با  کیلومترشمار ماشین  نیازمند تحقیق است و ظاهراً  این سؤال  پ( 
تعداد دورهای چرخش یکی از چرخ ها تشخیص می دهد مسافت طی شده توسط 
ماشین چقدر است. حاصل ضرب تعداد دورهای چرخش در محیط چرخ برابر است 

با مسافت طی شده است.

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی.

اهداف: به کارگیری واحد رادیان در یک زمینه عملی و دیدن رابطه طبیعی واحد 
بر حسب  زاویه کمان  با  رابطه طول کمان  و طول کمان طی شده طبق  رادیان 
رادیان،‌ اگر 1 رادیان چرخش داشته باشیم طول کمان طی شده به اندازه شعاع 

دایره است، یعنی یک کابین به ازای 1 رادیان چرخش 10 متر طی می کند.

70 یعنی 
10

اگر کابین 70 متر طی کرده باشد، زاویه چرخش آن بر حسب رادیان 

× یعنی تقریباً 401 درجه خواهد شد.
π

180 7 7 رادیان است که بر حسب درجه 
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بخش سوم: نسبت های مثلثاتی زاویه های دلخواه

اهداف بخش
 آشنایی با سینوس و کسینوس و تانژانت زاویه های دلخواه

 آشنایی با دایره مثلثاتی و ربع های آن
 آشنایی با روابط بین نسبت های مثلثاتی زاویه ها در ربع اوّل با نسبت های مثلثاتی 

زاویه ها در ربع های دیگر
 آشنایی با روابط بین نسبت های مثلثاتی یک زاویه

پیش نیازهای بخش:
صفحه مختصات و مختصات نقطه در آن، زاویه چرخش، تشابه، فاصله نقطه تا مبدأ

واژه های کلیدی: مختصات نقطه، زاویه چرخش، نسبت مثلثاتی

نگاه کلی به بخش
تعریف  تند  زاویه های  برای  قبلًا  که  مثلثاتی  نسبت های  مفهوم  بخش،  این  در 
شده اند، برای زاویه های دلخواه تعمیم داده می شوند. برای این تعمیم، ابتدا طی 
یک مباحثه بین هنرآموز و هنرجویان، به رابطه بین مختصات یک نقطه روی ربع 
دایره به شعاع 1 و نسبت های مثلثاتی کسینوس و سینوس زاویه تند متناظر آن، 
توجه داده می شود. سپس از هنرجویان خواسته می شود نقطه را به نیم دایره به 
شعاع 1 حرکت دهند و به این رابطه همچنان توجه داشته باشند تا حدس مناسبی 
برای سینوس و کسینوس زاویه های باز ارائه کنند. این حدس خود به خود برای 
سایر زاویه ها در نظر گرفته می شود و تعریف رسمی سینوس و کسینوس زاویه های 

دلخواه ارائه می شود.
معرفی  کسینوس ها  محور  و  سینوس ها  محور  و  مثلثاتی  دایره  اصطلاح  نهایتاً 
بین  روابط  چهارم  تا  اوّل  ربع های  به  مثلثاتی  دایره  تقسیم بندی  با  می شوند. 
نسبت های مثلثاتی زاویه ها در ربع اوّل با ربع های دوم و سوم بررسی می شوند. به 
کمک این رابطه ها، محاسبه نسبت های مثلثاتی زاویه هایی که در ربع دوم و سوم 
قرار دارند به محاسبه نسبت های مثلثاتی در ربع اوّل برگردانده می شوند و روشی 
برای محاسبه نسبت های مثلثاتی این گونه زاویه ها به دست می آید. همچنین رابطه 
نسبت های مثلثاتی زاویه ها و قرینه زاویه ها بررسی می شود و اینکه با اضافه شدن 
مضارب صحیح به یک زاویه نسبت های مثلثاتی آن تغییر نمی کند ارائه می شوند و 
از این طریق نسبت های مثلثاتی هر زاویه ای را می توان به نسبت های مثلثاتی یک 
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زاویه تند تبدیل کرد.
تا اینجا فقط درباره سینوس و کسینوس زاویه ها بحث شده است. برای ارائه تعریف 
و  سینوس  و  تانژانت  بین  رابطه  فعالیت  یک  در  ابتدا  دلخواه،  زاویه های  تانژانت 
زاویه های  تانژانت  تعریف  آن  طریق  از  تا  می شود  ارائه  تند  زاویه های  کسینوس 

دلخواه معرفی شود.
بین  مهم  رابطه  چند  کلاس،  در  تمرین  یک  انجام  با  بخش  این  پایان  در  نهایتاً 

نسبت های مثلثاتی معرفی می شوند.

ورود به مطلب
برای آموزش هر مفهوم جدید مناسب است، انگیزه و سؤال موجه و جالبی را مطرح 
البته،  ارائه شود.  تا از طریق تلاش برای جواب به آن سؤال مفهوم جدید  سازیم 
مفهوم مورد نظر این بخش با تعمیم سر وکار دارد و می توان به سادگی پرسشی 
درباره امکان تعمیم مفاهیم نسبت های مثلثاتی به زاویه های دلخواه بحث را شروع 
کرد. در کتاب به سادگی فقط امکان تعمیم نسبت های مثلثاتی به زاویه های دلخواه 
مطرح شده است و در طی یک مباحثه سعی در انجام این تعمیم شده است. اما، اگر 
روابط دیگری از نسبت های مثلثاتی داشته باشیم که برای زاویه های باز هم درست 

باشد، ‌شاید بتوانیم برای این تعمیم انگیزه بهتری داشته باشیم. 
 BC    2=AB   2+AC     2-2AB. AC . cosθ مثلاً ممکن است هنرجویان را ابتدا با تساوی
در یک مثلث ABC با زاویه تند θ در رأس A آشنا کنیم. سپس، این سؤال قابل طرح 
است که در حالتی که θ زاویه باز باشد، آیا این تساوی می تواند درست باشد؟ این سؤال 
به معنای آن است که باید برای cosθ در حالتی که θ یک زاویه باز است، تعریف مناسبی 
داشته باشیم. البته به کارگیری این روش ها نیازمند قوت علمی کافی برای هنرجویان است. 
برای هنرجویانی که قوت علمی کافی ندارند، همانند کتاب می توانید سؤال از تعمیم را 

مستقیماً طرح کنید.

فعالیت آموزشی
برای  مثلثاتی  نسبت های  تعمیم  امکان  از  هنرجو،  زبان  از  بخش  این  ابتدای  در 
زاویه های دلخواه پرسش می شود. این پرسش ها توسط هنرآموز هدایت می شود تا 
به جواب مطلوب رسیده شود. مفهوم نسبت های مثلثاتی برای زاویه های تند در ربع 
دایره واحد بررسی و نهایتاً به کل دایره توسعه می یابد. تعریف رسمی نسبت های 
مثلثاتی سینوس و کسینوس و دایره مثلثاتی در این قسمت معرفی می شوند و پس 
از آشنایی کافی، به تعمیم تعریف تانژانت پرداخته می شود. پس از ارائه چند مثال 
به فعالیت )2( می رسیم که در آن چگونگی محاسبه نسبت های مثلثاتی زاویه های 
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باز مشخص می شود.

هدف موضوعی:
درک وجود رابطه بین نسبت های مثلثاتی یک زاویۀ باز و مکمل آن،

مهارت ها و فرایندها:
1 حل مسئله،

2 پیوند ها و اتصال ها،
3 مقایسه کردن،

4 تعمیم.

حل فعالیت 2
1 وقتی θ )بر حسب رادیان( زاویه تند باشد، π-θ که زاویه مکمل آن است، یک 

زاویه باز است.

را   π-θ باز  زاویه  و   θ تند  زاویه  متناظر  نقاط  مثلثاتی وضعیت  دایره  روی  از   2
تشخیص می دهیم.

π − θ θ
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قرینه  عمودی  محور  به  نسبت   π-θ و   θ زاویه  دو  متناظر  نقاط  می شود  دیده 
یکدیگرند.

3  به خاطر ویژگی به دست آمده در )2( سینوس این دو زاویه مساوی هم هستند.

4 به خاطر ویژگی به دست آمده در )2( کسینوس این دو زاویه قرینه هم هستند.
پس از جمع بندی نتایج به دست آمده از این فعالیت، کاربردهایی از روابط به دست 
کار در  به  تا  است  ارائه شده  باز  زاویه های  مثلثاتی  نسبت های  آمده در محاسبه 

کلاس )3( می رسیم تا نتایج مشابهی برای زاویه های θ و π +θ به دست آوریم.

حل کار در کلاس 3
 ،π  +θ و   θ صورت  به  زاویه هایی  مثلثاتی  نسبت های  بین  رابطه  یافتن  اهداف: 

پیوندها و اتصال ها، مقایسه کردن، تعمیم.

1 وقتی نقطه متناظر زاویه θ در ربع اوّل است، نقطه متناظر زاویه π +θ در ربع 
سوم است. 

2 با توجه به شکل داده شده، نقاط متناظر زاویه های θ و π +θ نسبت به مبدأ 
مختصات قرینه یکدیگرند.

3 مختصات طولی و عرضی این نقاط قرینه یکدیگرند.

4 بنابراین، سینوس و کسینوس این دو زاویه قرینه یکدیگرند.

روابط به دست آمده برای هر زاویه دلخواه θ برقرارند. با ارائه مثال هایی، چگونگی 
نقاط  که  زاویه هایی  مثلثاتی  نسبت های  محاسبه  برای  روابط  این  از  استفاده 
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متناظرشان در ربع سوم قرار می گیرد، مشخص می شود. برای تکمیل بحث و یافتن 
بین  روابط   )4( کار در کلاس  در  زاویه ها،  مثلثاتی  نسبت های  بین  اساسی  روابط 

نسبت های مثلثاتی θ و θ- بررسی می شود.

حل کار در کلاس 4
اهداف: یافتن رابطه بین نسبت های مثلثاتی زاویه هایی به صورت θ و θ-، پیوندها 

و اتصال ها، مقایسه کردن، تعمیم.
1 اگر نقطه متناظر زاویه θ در ربع اوّل باشد، نقطه متناظر زاویه θ- در ربع چهارم 

است.

2 نقاط متناظر θ و θ- نسبت به محور افقی قرینه یکدیگرند.

3 طول این نقاط مساوی هستند ولی عرض آنها قرینه یکدیگرند.

4 بنابراین،‌کسینوس این دو زاویه مساوی یکدیگرند و سینوس این دو زاویه قرینه 
یکدیگرند.

به کمک نتایج به دست آمده در این مسئله، نسبت های مثلثاتی زاویه های منفی 
 )5( کلاس  در  کار  به  تا  است  شده  ارائه  مثال هایی  و  هستند  محاسبه  قابل  نیز 
می رسیم تا تکلیف نسبت های مثلثاتی زاویه های بزرگ تر از 2π )بر حسب رادیان( 

در آن مشخص شود.
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حل کار در کلاس 5
حسب  )بر  زاویه  مقدار  وقتی  مثلثاتی  نسبت های  تغییر  عدم  تشخیص  اهداف: 
بازنمایی ها،  اتصال ها،  و  پیوندها  شود،  جمع   2π از  صحیحی  مضرب  با  رادیان( 

مقایسه کردن، استدلال، تعمیم، ارتباطات.

 2π هستند که با مضارب صحیحی از π
3

1 زاویه های داده شده همگی همان 
نقطه  چون  است.  نقطه  یک  آنها  همگی  متناظر  نقطه  و  شده اند  تفریق  یا  جمع 

متناظر تمامی این زاویه ها یکی است نسبت های مثلثاتی آنها با هم مساوی است و 

π هستند.
3

مساوی نسبت های مثلثاتی زاویه 

, , , ,π π π π π+ π + π − π − π2 4 2 4
3 3 3 3 3
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π − π4
3

π − π2
3

π + π4
3

π + π2
3

π
3

θ
نسبت مثلثاتی

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

sinθ

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

cosθ

2 وقتی به زاویه ای، مضرب صحیحی از 2π اضافه یا کم شود نقطه متناظر آن 
تغییری نمی کند.

3 از آنجا که نسبت های مثلثاتی یک زاویه، به نقطه متناظر آن در دایره مثلثاتی 
بستگی دارد و با اضافه یا کم شدن مضارب صحیح 2π به یک زاویه، نقطه متناظر 

آن تغییر نمی کند، نسبت های مثلثاتی آن نیز تغییر نمی کند.

π داریم π= π +14 24
3 3

4 از آنجا که 

cos cos cos .π π π = π + = = −  
14 2 2 14

3 3 3 2

	
sin sin sinπ π π = π + = =  

14 2 2 34
3 3 3 2

 

، بنابراین  π π− = − π −25 4
6 6

5 به همین ترتیب داریم: 

cos cos cos− π π −π = − π − = =  
25 34
6 6 6 2 	

sin sin sin− π π −π = − π − = = −  
25 14
6 6 6 2

از بحث کافی در روابط بین سینوس و کسینوس زاویه ها، به تعمیم مفهوم  پس 
تانژانت از طریق فعالیت )3( می پردازیم.
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اهداف موضوعی:
1 درک وجود رابطه بین تانژانت زاویۀ دلخواه و سینوس و کسینوس آن زاویه،

2 درک مفهوم تانژانت زاویۀ دلخواه.
مهارت ها و فرایندها:
1 پیوندها و اتصال ها،

2 تعمیم،
3 ارتباطات.

حل فعالیت 3

.AB  =BC  . sinθ پس ، sin AB
BC

θ = 1 در مثلث قائم الزاویه رسم شده داریم: 

.AC  =BC  . cosθ پس ، cos AC
BC

θ = 2 در مثلث قائم الزاویه رسم شده داریم: 

. .sin sintan
.cos cos

AB BC
AC BC

θ θθ = = =
θ θ

3 در مثلث قائم الزاویه رسم شده داریم: 

4 با توجه به رابطه بین تانژانت و سینوس و کسینوس در زاویه های تند، اگر این 
رابطه بخواهد برای زاویه های دیگر هم برقرار باشد، بهتر است تانژانت زاویه های 

دلخواه به صورت تقسیم سینوس آنها بر کسینوس آنها تعریف شود. 
کنند  فرض  یا  دهند  انجام  را   )4( نتیجه گیری  نتوانند  هنرجویان  است  ممکن  البته 
خود به خود باید این اتفاق بیفتد. هنرآموزان در این قسمت باید هنرجویان را به جواب 
درست راهنمایی کنند که تعریف به گونه ای انجام می شود که این تساوی برقرار بماند.

و  کسینوس  و  سینوس  برای  ممکن  مقادیر  بررسی  به   )4( فعالیت  در  ادامه  در 
تانژانت زاویه ها پرداخته می شود.
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اهداف موضوعی:
درک مقادیر ممکن نسبت های مثلثاتی زاویه های دلخواه.

مهارت ها و فرایندها:
1    پرورش تفکر بصری،

2 تعمیم.
حل فعالیت 4

.π π  
3 2
2

.در بازه  π π  
3
2

π.در بازه  π  2
.در بازه  π 

  
0

2
مقدار زاویه θدر بازه 

 OA روی پاره خط
قرار دارد.

 OE روی پاره خط
قرار دارد.

 OE روی پاره خط
قرار دارد.

 OA روی پاره خط
مکان نقطه Cقرار دارد.

در بازه ]1, 0[ قرار 
دارد.

در بازه ]0, 1-[ 
قرار دارد.

در بازه ]0, 1-[ 
قرار دارد.

در بازه ]1, 0[ قرار 
مقدار cosθدارد.

 ON روی پاره خط
قرار دارد.

 ON روی پاره خط
قرار دارد.

روی پاره خط 
OM قرار دارد.

روی پاره خط 
مکان نقطه OMD قرار دارد.

در بازه ]0, 1-[ 
قرار دارد.

در بازه ]0, 1-[ 
قرار دارد.

در بازه ]1, 0[ قرار 
دارد.

در بازه ]1, 0[ قرار 
مقدار sinθدارد.

پس از این فعالیت در ارتباط با قرارداد توان رسانی نسبت های مثلثاتی صحبت می شود 
و در ادامه، به کار در کلاس )6( می رسیم که در آن به یک رابطه اساسی بین سینوس 
مثلثاتی  از نسبت های  با داشتن یکی  از طریق آن،  تا  پرداخته می شود  و کسینوس 

بتوان سایر نسبت های مثلثاتی را هم محاسبه کرد.
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اهداف: یافتن رابطۀ بین نسبت های مثلثاتی یک زاویه، کسب مهارت در استفاده 
از رابطۀ بین نسبت های مثلثاتی، استدلال و اثبات، تعمیم. 

حل کار در کلاس )6(
اهداف: یافتن برخی روابط مهم بین نسبت های مثلثاتی

مثلث  اوّل،  ربع  در  زاویه   نظرگرفتن یک  در  با  و  مثلثاتی  دایره  با رسم یک   1
قائم الزاویه ای را که طول اضلاع آن sinθ و cosθ هستند و طول وتر آن 1 است، 

رسم می کنیم و طبق قضیه فیثاغورس نتیجه می شود: 
	

sin2θ+cos2θ=1

2 در سایر ربع ها نیز این تساوی برقرار است، فقط علامت sinθ و cosθ ممکن 
است منفی شود که در درستی تساوی بالا تأثیری ندارد.

3 از تساوی sin2θ+cos2θ=1 نتیجه می شود

sin cosθ = ± − θ21 cos و  sinθ = ± − θ21

انتخاب علامت بستگی به آن دارد که زاویه در کدام ربع قرار گرفته باشد. در این 
مسئله، زاویه در ربع دوم است و کسینوس آن منفی است، پس

	
cos sin  θ = − − θ = − − = − − = − = −  

2
2 3 9 16 41 1 1

5 25 25 5

tan θ = − 3
4

تانژانت این زاویه نیز از طریق سینوس و کسینوس آن محاسبه می شوند.
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بنا  و  است  نشده  صحبتی  مثلثاتی  نسبت های  بین  روابط  سایر  از  کتاب  این  در 
نیست بیش از این به این روابط پرداخته شود. هنرجویان هر کجا در عمل به روابط 
بیشتری نیاز داشته باشند می توانند این روابط را به دست آورند. مثلًا رابطه بین 
تانژانت و کسینوس نیامده است و اگر لازم شود با داشتن تانژانت، سایر نسبت های

 sintan
cos

θθ =
θ

 مثلثاتی محاسبه شود می توان از دو رابطه sin2θ+cos2θ=1 و 

هم زمان استفاده کرد و سینوس و کسینوس آن زاویه را به دست آورد. البته آن 
ربعی که زاویه در آن است نیز باید داده شده باشد.

حل مسائل
مهارت ها و فرایندها:

حل مسئله.

طریق  از  شده اند  واقع  ربع  کدام  در  که  زاویه ها  متناظر  نقاط  تشخیص  اهداف: 
اندازه آنها

زاویه θ بر حسب درجه363280140-80

مکان زاویه θ ربع چهارمربع دومربع چهارمربع اوّل
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مهارت ها و فرایندها:
مهارت مشخص کردن زاویه روی دایره، بازنمایی های چندگانه.

اهداف: تمرین روی مکان یابی نقاط متناظر زاویه ها که در کدام ربع واقع می شوند.

− این زاویه در ربع دوم قرار دارد و گزینه )ب( صحیح است. π π= −π −5
4 4

از آنجا که 

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله.

در  آنها  متناظر  نقاط  مکان  به  وابسته  مثلثاتی  نسبت های  اهداف: درک علامت 
ربع های مختلف

ربع 
چهارم

ربع 
θربع اوّلربع دومسوم

    علامت نسبت مثلثاتی

sinθمثبتمثبتمنفیمنفی

cosθمثبتمنفیمنفیمثبت

tanθمثبتمنفیمثبتمنفی
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله. پرورش، تفکر بصری، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی

اهداف: دیدن مفهوم زاویه بر حسب رادیان در یک حرکت چرخشی و مکان یابی 
در ربع ها

الف( دوچرخه سوار در هر ثانیه 2 متر حرکت می کند و شعاع دایره 50 متر است، 

2 رادیان چرخش می کند. 
50

یعنی در هر ثانیه 

برابر  دوچرخه سوار  چرخش  زاویه  و  است  ثانیه   1800 معادل  دقیقه   30 ب( 
× رادیان یعنی 72 رادیان است. باید تشخیص دهیم نقطه متناظر 72  21800

50
رادیان در کدام ربع قرار دارد. برای یافتن نزدیک ترین مضرب صحیح از 2π نزدیک72 
 72-11×2π مقدار  است.  تقریباً 11/4  را حساب می کنیم که   

π
72
2

تقریبی  مقدار 
تقریباً 2/9 است. نقطه متناظر 2/9 رادیان تقریباً همان نقطه متناظر 72 رادیان است. 

، پس نقطه متناظر 72 رادیان در ربع دوم است. /π < < π2 9
2

داریم 
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله.

از نسبت ها معلوم  یافتن سایر نسبت های مثلثاتی یک زاویه وقتی یکی  اهداف: 
است و مکان نقطه متناظر زاویه معلوم است که در کدام ربع واقع شده است.

در ربع سوم سینوس، مقداری منفی است، پس 

	
sin cos − θ = − − θ = − − = − = −  

2
2 1 24 2 61 1

5 25 5

تانژانت این زاویه با تقسیم سینوس آن بر کسینوس آن به دست می آید.

 tan θ = 2 6

مهارت ها و فرایندها:
استدلال کردن، ارتباطات

اهداف: تشخیص اهمیت دانستن مکان نقطه متناظر زاویه که در کدام ربع واقع 
است و کافی نبودن دانستن یکی از نسبت های مثلثاتی برای یافتن بقیه نسبت های مثلثاتی

cos است.  sinθ = ± − θ21 دیدیم که رابطه cosθ بر حسب sinθ به صورت 
برای مشخص شدن علامت کسینوس باید بدانیم که زاویه θ در کدام ربع واقع شده 

است. علامت sinθ به تنهایی نمی تواند علامت cosθ را مشخص کند.
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مهارت ها و فرایندها:
استدلال کردن.

.π-θ و π+θ و -θ و θ اهداف: یافتن رابطه بین تانژانت زاویه های

کافیست از روابط به دست آمده برای سینوس و کسینوس استفاده کنیم.
	

sin( ) sintan( ) tan
cos( ) cos

π − θ θπ − θ = = = − θ
π − θ − θ

sin( ) sintan( ) tan
cos( ) cos

π + θ − θπ + θ = = = θ
π + θ − θ	

sin( ) sintan( ) tan
cos( ) cos

−θ − θ−θ = = = − θ
−θ θ

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، پرورش تفکر واگرا

اهداف: یافتن زاویه از طریق داشتن نسبت مثلثاتی آن زاویه و درک یکتا نبودن 

 . tan π − = −  
1

4
، پس  tan π =1

4
جواب و رابطه بین این جواب ها می دانیم 

ππ نیز یک جواب دیگر است. −
4

−π یکی از جواب های مسئله است. زاویه 
4

پس 



108

بخش چهارم: شیب خط و تانژانت زاویه ها

اهداف بخش
 درک رابطه بین شیب یک خط و تانژانت زاویه بین خط و محور طول ها

پیش نیازهای بخش:
آشنایی با معادله خط، شناخت تانژانت زاویه های تند و باز

واژه های کلیدی: شیب خط، تانژانت زاویه

نگاه کلی به بخش
این بخش با مفهوم شهودی شیب جاده ها شروع می شود. با شبیه سازی جاده با 
یک خط، مفهوم شیب جاده با مفهوم شیب خط ها متناظر می شود. با حدس آنکه 
شیب خط و جاده باید مفاهیم یکسانی باشند محاسباتی انجام می شود تا درستی 
با این بررسی، رابطه بین  این حدس برای خط های با شیب مثبت بررسی شود. 
تانژانت زاویه بین خط و محور طول ها با شیب خط به دست می آید. در ادامه همین 
مسئله برای خط های با شیب منفی بررسی می شود تا در حالت کلی این رابطه 

برای هر خطی به دست آید.
در حالت خط های عمود بر محور طول ها، شیب خط تعریف نمی شود و زاویه بین 
خط و محور طول ها 90 درجه است و تانژانت 90 درجه نیز تعریف نمی شود. این 
نکته در کتاب نیامده است و در صورت درک کافی هنرجویان مناسب است این 

نکته را برای آنها مطرح سازید.

ورود به مطلب
برای آموزش این رابطه،‌ مناسب است که موقعیتی را ترسیم کنیم که این رابطه به 
سادگی در آن دیده شود. در کتاب از مفهوم شیب جاده استفاده شده است که دیده 
می شود مفهوم شیب جاده، مستقیماً با تانژانت زاویه جاده با خط افق یکسان است. 

سپس با یک شبیه سازی جاده با خط، این ارتباط به خط ها نیز منتقل می شود.

فعالیت آموزشی
هدف این بخش، آشنایی با شیب خط ها، به عنوان تانژانت زاویه بین خط و محور 
طول ها است. در کتاب از مفهوم شیب جاده ها شروع شده است که مستقیماً همان 
تانژانت زاویه جاده با سطح افق است. سپس با طرح این سؤال که آیا شیب خط ها 
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مانند شیب جاده است به فعالیت )5( می رسیم تا به این سؤال برای خط های با 
شیب مثبت پاسخ داده شود.

هدف موضوعی:
درک تساوی شیب خط )در خطوط با شیب مثبت( و تانژانت زاویۀ تندی که با 

محور طول ها می سازد.
مهارت ها و فرایندها:

1 پیوند ها و اتصال ها،
2 مقایسه کردن،

3 تعمیم دادن،
4 ارتباطات. 

حل فعالیت 5

1 از سال های گذشته، می دانیم که شیب یک خط که دو نقطه آن معلوم است

 است.
y y

x x

−
−

2 1

2 1
 برابر 
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله.

2 طول ضلع AC برابر x 2  - x 1 و طول ضلع BC برابر y 2  - y 1 است.

. tan y yBC
AC x x

−
θ = =

−
2 1

2 1
3 طبق تعریف تانژانت زاویه های تند داریم 

4 از )1( و )3( نتیجه می شود: شیب خط )در حالت مثبت( همان تانژانت زاویه 
بین خط و محور طول ها است.

پس از نتیجه گیری از این فعالیت، سؤال برای خط های با شیب منفی طرح می شود 
که آیا شیب این خط ها نیز تانژانت یک زاویه است. در این حالت تعریف کلی تری 
از زاویه بین خط و محور طول ها عرضه می شود که در هر دو حالت خط های با 
شیب های مثبت و منفی قابل کاربرد باشد. تعریف، از طریق دوران محور طول ها 
در جهت مثبت و انطباق بر خط انجام می شود. در حالت خط های با شیب منفی، 
این زاویه باز است و تانژانت آن منفی است و در فعالیت )6( به این پرسش پاسخ 

می دهیم که آیا تانژانت این زاویه همان شیب خط می شود یا نه.

اهداف موضوعی:
درک تساوی شیب خط )در خطوط با شیب منفی( و تانژانت زاویۀ تندی که با 
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محور طول ها می سازد.
مهارت ها و فرایندها:

1 پیوند ها و اتصال ها،
2 مقایسه کردن،

3 تعمیم دادن،
4 ارتباطات. 

حل فعالیت 6

1 از سال های گذشته، می دانیم که شیب یک خط که دو نقطه آن معلوم است 
y y

a
x x

−
=

−
2 1

2 1
 است، یعنی 

y y

x x

−
−

2 1

2 1
برابر 

2 در این حالت، طول ضلع AC برابر x 1  - x 2 است ولی طول ضلع BC همان 
y 2  - y 1 است.

. tan( )
y yBC

AC x x

−
π − θ = =

−
2 1

1 2
3 طبق تعریف تانژانت زاویه های تند داریم 

. tan( )
− −

π − θ = = − = −
− −

2 1 2 1

1 2 2 1

y y y y
a

x x x x
4 از )1( و )3( نتیجه می شود 

5 از آنجا که tan(π-θ) = -tanθ داریم tanθ= -a- ، یعنی tanθ = a. پس، در 
این حالت نیز شیب خط، همان تانژانت زاویه بین خط و محور طول ها است.

پس از این فعالیت نتیجه کلی به دست می آید که شیب همه خط ها همان تانژانت 
زاویه بین خط و محور طول ها است. حالت خاص خط های عمود بر محور طول ها 
بحث نشده است. در این حالت برای خط، شیب تعریف نمی شود و تانژانت زاویه 
قائمه نیز تعریف نمی شود. حالت خط های موازی محور طول ها که زاویه صفر در 
نظر گرفته می شود به طور صریح بحث نشده است و در یک کار در کلاس، گذرا 
سخنی درباره آن گفته شده است. در این حالت شیب خط صفر است و تانژانت 

زاویه صفر نیز صفر است.
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پس از ارائه چند مثال برای کار کردن با این رابطه، به کار در کلاس )7( می رسیم که 
روی این مفاهیم تمرین شود و حالت خط های موازی محور طول ها هم دیده شود.

اهداف موضوعی:
1 تقویت مهارت استفاده از معادله یک خط برای یافتن زاویۀ آن با محور طول ها 

و بالعکس،
2 پیوندها و اتصال ها،

3 بازنمایی،
4 ارتباطات.

حل کار در کلاس 7

اهداف: کار با رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه بین خط با محور طول ها، و 
بررسی حالت شیب صفر

. پس، زاویه این خط با محور طول ها  tan π = 3
3

3 است. و  1 شیب این خط 
π رادیان است.

3
 . tan tan( ) tan= − = − = − 3150 180 30 30

3
2   شیب این خط tan150 است و 

) است. )y x= − +3 1
3

پس معادله خط 

3 شیب خط y  =    -4 صفر است. این خط با محور طول ها موازی است و زاویه آن 
با محور طول ها صفر است. تانژانت صفر نیز، صفر است.
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حل مسائل
مهارت ها و فرایندها:

حل مسئله، پرورش تفکر بصری
اهداف: تمرین روی رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه بین خط با محور طول ها 

به طور عملی و با اندازه گیری با خط کش و نقاله
در شکل )الف( خط موازی محور طول ها است و شیب آن صفر است و زاویه آن نیز 
صفر است. در شکل )ب( شیب منفی است و با توجه به آنکه فاصله محل تلاقی خط 
با محورها تا مبدأ یکسان است شیب 1- است. زاویه این خط با محور طول ها 135 
اندازه گیری محل تقاطع  با  درجه خواهد بود. در شکل )پ( شیب مثبت است و 
خط با محورها شیب تقریباً 2 خواهد بود و با اندازه گیری زاویه با نقاله مقدار زاویه 

تقریباً 64 درجه خواهد بود.

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، ارتباطات، مهارت کار با ابزار.

اهداف: تمرین روی رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه بین خط با محور طول ها و 
استفاده از رسم یا ماشین حساب در محاسبه شیب خط و تانژانت یک زاویه کافی است 
شیب این خط که همان تانژانت 20 درجه است، محاسبه کنیم. به کمک ماشین حساب 
داریم tan200 ≈ 0/36. پس معادله این خط به صورت   y  =0/36 x + b است.با توجه 

 b       =   -1/64 (1-) 0/36=2- در نتیجه + b :روی خط داریم − 
 − 

1
2

به قرار داشتن نقطۀ 
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که معادله خط به صورت y  =0/36 x -1/64 است.

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، مهارت کار با ابزار.

اهداف: تمرین روی رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه بین خط با محور طول ها 
با  را می دانیم  زاویه  تانژانت  زاویه وقتی  از ماشین حساب در محاسبه  استفاده  و 
آزمون و خطا یا رسم شکل و استفاده از نقاله شیب این خط را حساب می کنیم. 
 به کمک ماشین حساب یا با رسم و نقاله زاویه ای که تانژانت 

( )
m

−= =
− −
5 2 3

1 1 2
3 است را به دست می آوریم. این زاویه تقریباً 56 درجه است

2
آن 

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله

اهداف: تمرین روی رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه بین خط با محور طول ها 
با  را می دانیم  زاویه  تانژانت  زاویه وقتی  از ماشین حساب در محاسبه  استفاده  و 

− است و در نقطه  2
3

آزمون و خطا یا رسم شکل و استفاده از نقاله شیب این خط 

به طول 2 محور طول ها را قطع می کند. با رسم این خط زاویه آن را با نقاله حساب 

− است. 2
3

می کنیم که تقریباً 147 درجه است. tan147 تقریباً برابر 
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-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

0
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6
f

g

y x= − +5 y x= 3

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، بازنمایی های چندگانه.

اهداف: ترسیم موقعیت و استدلال و استفاده رابطه بین شیب خط و تانژانت زاویه 
بین خط با محور طول ها 

بهتر است این خط ها را رسم کنیم و مثلث تشکیل شده را تشخیص دهیم.

با محور طول ها است.   y x= 3 زاویه خط  این مثلث همان  زاویه های  از  یکی 
. پس این زاویه 60 درجه است. زاویه  tan =60 3 3 است و  شیب این خط 
دیگر، مکمل زاویه خط y  =  -x  +  5 با محور طول ها است. شیب این خط 1- است و 
tan135 = -1. پس زاویه دیگر این مثلث 45 درجه است. بنابراین زاویه سوم نیز 

75 درجه است.

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله

شیب های  روی  استدلال  طریق  از  موازی  خط های  دسته  تشخیص  اهداف: 
یکسان آنها

3 است. با رسم یکی از این خط ها 
5

تمام این خط ها موازی اند زیرا شیب تمام آنها 
و اندازه گیری زاویه آنها با محور طول ها یا با استفاده از ماشین حساب، این زاویه 

تقریباً 31 درجه است که بر حسب رادیان تقریباً 0/54 رادیان است. 
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پودمان چهارم

لگاریتم و خواص آن
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طرح کلی مفاهیم پودمان چهارم )نقشة مفهومی(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

توان هاي اعداد

خواص توان رسانی
10x × 10y = 10x +y

لگاريتم اعداد

خواص لگاريتم

log )xy( = log x + log y

log  
  
x
y  = logx - logylog)x    b( = b logx

logab = 
b
a

log
log

اهداف کلی
 درک مفهوم لگاريتم.

 توجه به نقش لگاريتم در تسهيل محاسبات.
 توجه به نقش لگاريتم در حل مسائل

 آشنايي با خواص لگاريتم.
 درك تقريب اعشاري لگاريتم.

پیش نیازهای پودمان
 آشنایی با توان رسانی به توان عددهاي گويا.

 آشنایی با خواص توان رساني.
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استانداردهای فرایندی

حل مسئله

ساخت دانش ریاضی از طریق حل مسئله

و  زمين  بين  فاصلة  محاسبة  براي  لگاريتم  معرفي  ـ 
ستارگان 

ـ ايجاد سؤال در ذهن از طريق متون ورودي هر بخش و 
پاسخ گويي به سؤال و در نتيجه ساختن مفهوم در قالب 

انجام فعاليت بعد از متون ورودي 

ـ شناخت و به كارگيري استراتژي هاي 
مختلف براي حل مسئله و يا انتخاب 

مناسب آنها

ـ استفاده از الگويابي براي بيان خاصيت لگاريتم )فعاليت 
4 و 5 و 6(

ارتباط کلامی

انتقال  ریاضی،  تفکرات  سازمان دهی 
تفکرات ریاضی خود به دیگران

ـ انتقال تفكرات حميد به معلم رياضي )در مکالمه حميد 
و هنرآموز قبل از فعاليت 4( و سازمان دهی آن

بيان  براي  رياضي  زبان  از  استفاده 
ايده هاي رياضي

لگاريتم  خواص  بيان  براي  رياضي  زبان  از  استفاده  ـ 
)كادرهاي بعد از فعاليت 4 و 5 و 6 (

پیوندها و 
اتصالات

در  ریاضیات  بهک ارگیری  و  تشخیص 
چهارچوب  از  بیرون  مضامین  سایر 

موضوع ریاضی 

ـ تکثیر باکتری ها و محاسبه وزن آنها )ارتباط ریاضی با 
زیست شناسی(

تشخیص و بهک ارگیری پیوستگی بین 
ـ ارتباط بين توان يك عدد و لگاريتم.موضوع های ریاضی )جبر و هندسه و ... (

استدلال و 
بهک ارگیری استدلالاثبات

لگاريتم تقسيم دو عدد )كار در كلاس  اثبات خاصيت  ـ 
5 شمارة 2 (

ـ دلیل مناسب نبودن عدد 1 به عنوان مبنا )شمارة 4 و 
5 از فعالیت 2 (

ـ دياگرام مثال 2 صفحة 98ارائه نمایش های مختلف کی مفهومبازنمايي ها

سایر 
مهارت های 

تفکر

كردن،  ارزيابي  كردن،  مقايسه  مانند 
تعمیم دادن، الگويابي و ...

ـ تعمیم مثبت بودن توان هاي اعداد 4 و 3 به توان هاي هر 
عدد مثبت a )فعالیت 3(

ـ مقایسه مقادير log (a+b) و log a + log b )استفاده از 
ماشين حساب بعد از فعاليت 4(



120

بخش اول: مفهوم لگاريتم

اهداف بخش
 درك مفهوم لگاريتم.

 نمايش معادل لگاريتمي عبارت های شامل توان های کی عدد
 محاسبة لگاريتم اعدادي كه توان هايي )صحيح يا گويا( از پاية لگاريتم هستند.

 محاسبة لگاريتم اعداد )در پاية 10( به كمك ماشين حساب.

واژه های کلیدی: لگاريتم

نگاه کلی به بخش
پس از نمادگذاري هندي ـ عربي و چگونگي محاسبات مربوط به كسرها، لگاريتم 
سومين اختراعي است كه بشر را در فن محاسبات چيره دست كرده است و تا قبل 
از اختراع رايانه يكي از كاربردهاي مهم آن تسهيل و سرعت بخشيدن به محاسبات 
بسيار پيچيدة رياضي است. اهميت اين اختراع به گونه اي بود كه »پي ير سيمون 

لاپلاس« رياضي دان برجسته در خصوص آن گفته است:
»وسيله اي ستودني است كه به كمك آن كار چند ماه به چند روز كاهش مي يابد، 
عمر اخترشناسان را دو برابر مي كند و از خطاهاي كوچك مي گذرد و از جمله های 

طولانی و جدانشدنی ریاضی بیزار است«
اولين بخش از اين پودمان اختصاص به معرفي مفهوم لگاريتم و نمادهاي مرتبط با 
آن دارد. فرايند معرفي اين مفهوم متكي بر ريشة تاريخي شكل گيري آن می باشد. 
ويژگي هاي اعدادي كه به عنوان مبناي لگاريتم مي توان انتخاب كرد يا اعدادي كه 
می توان از آنها لگاريتم گرفت در قالب فعاليت ها ارائه شده است تا درك درستي از 

اين ويژگي ها در هنرجو ايجاد شود.
در این بخش ابتدا با طرح جملة مربوط به »لاپلاس« سعي در جلب توجه هنرجويان 
قالب يك  در  لگاريتم  ابداع  تاريخي  ريشة  به  توجه  با  به موضوع مي شود. سپس 
فعاليت، دشواري هاي كار با اعداد بزرگ مطرح و نقش لگاريتم در تسهيل كار با اين 
اعداد مشخص مي شود. با توجه به اينكه هدف اين فعاليت تمركز هنرجويان بر توان 
اعداد براي جايگزين كردن عمل جمع و تفريق به جاي ضرب و تقسيم مي باشد تا 
از اين طريق لگاريتم معرفي شود. بنابراين در ابتدا از توان هاي طبيعي اعداد )كه 
ساده تر می باشد( استفاده شده است و فاصلة بين ستارگان به نزديك ترين توان 
طبيعي عدد 3 گرد شده است. فعاليت هاي بعدي در اين بخش به بيان علت برخي 
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محدوديت ها در انتخاب اعداد به عنوان مبنا و سایر موارد دارد.
به منظور كسب مهارت استفاده از ماشين حساب در يافتن تقريب اعشاري لگاريتمِ 
اعداد، در اين بخش كار با ماشين حساب نيز پيش بيني شده است. مثال )4( به 
ارائة نقشي ديگر از لگاريتم مي پردازد که اين نقش از لگاريتم در حل معادلات تواني 
استفاده مي شود. برخي از ويژگي هاي لگاريتم در قالب كار در كلاس معرفی شده 
است )كار در كلاس 5( و مثال هايي كه كاربرد اين ويژگي ها را مشخص مي كند 

نيز ارائه شده است.

ورود به مطلب
رویکرد کلی کتاب در آموزش هر مفهوم جدید طرح سؤال در کی زمینه واقعی 
به سطح  توجه  با  اما،  است.  فعالیت های طراحی شده  در  به سؤال  پاسخ گویی  و 
هنرجویان و علاقه مندی های خاصی که در کلاس وجود دارد هنرآموزان می توانند 
روش خود را به اجرا در آورند. در کتاب سعی شده است با طرح کی سخن جالب از 
دانشمندان و انگیزه بخشی به هنرجویان برای درک این سخن مفهوم لگاریتم ارائه 
شود. سؤال ابتداي اين قسمت كه مربوط به بيان لاپلاس مي باشد. سپس می توانیم 
از هنرجويان بخواهیم كه فعاليت )1( را انجام دهند. همچنین هنرآموز می تواند 
از هنرجویان بخواهد متن ابتداي اين قسمت را مطالعه کنند تا برای انجام فعالیت 
)1( آمادگی داشته باشند. در هر صورت بيان جملة لاپلاس، كنجكاوي هنرجويان 
را بر مي انگيزد و آمادگي آنها را براي درك مفهوم بيشتر مي كند. در فعاليت )1( 
مخصوصاً از اعداد بزرگ استفاده شده است تا هنرجويان از نقش لگاريتم در تسهيل 
محاسبات با اعداد بزرگ آگاه شوند و تا حدودي به نحوة پيدايش اين مفهوم پي 

ببرند.

فعالیت آموزشی
در این فعالیت به طور غیرمستقیم با مفهوم لگاریتم کار خواهیم کرد.
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اهداف موضوعی:
1 درک نقش لگاریتم در تسهیل محاسبات

2 آشنایی با مفهوم لگاریتم،
مهارت ها و فرایندها:

1 پیوندها و اتصال ها در ریاضی و خارج ریاضی،
2 تخمین زدن

3 مقایسه کردن
4 ارزیابی
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حل فعالیت 1
1 عمل ضرب باید انجام شود، زمان زیادی لازم است زیرا اعداد بزرگی را باید در 

هم ضرب کنیم.

2 عمل تقسيم باید انجام شود، زمان زیادی لازم است زیرا اعداد بزرگی را باید 
برهم تقسیم کنیم. 

3 328 = 311 × 317 و 312 = 317 ÷ 329

4 مشاهده میک نیم که اعدادی که به عنوان فاصله داده شده اند همگی توان هایی 
از 3 هستند، پس ضرب و تقسیم آنها به صورت ضرب و تقسیم دو عدد توان دار 

است. 
الف( 22876792454961 = 328 = 311 × 317

ب( 531441 = 317 ÷ 329

5 ضرب و تقسیم اعداد بزرگ بسیار وقت گیر است ولی وقتی این اعداد به صورت 
اعداد توان دار با پایه یکسان باشند ضرب و تقسیم آنها به صورت جمع و تفریق 
توان ها در می آید که آسان تر است. در اینجا استفاده از جدول یعنی نوشتن عدد 

به صورت توان کی عدد خاص.

حل كار در كلاس 1

اهداف: کسب مهارت برقراری ارتباط بین نمایش کی عدد توان دار و لگاریتم آن 
عدد، پیوندها و اتصال ها بین مفاهیم ریاضی.

1 الف( 81 ، 3    
ب ( 4 ، 4    

پ ( 16 ، 16 ، 2       
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2 64 = 26 بنابراين لگاريتم 64 در مبناي 2 عدد 6 است.
مبنای  عنوان  به  نمی توان   1 عدد  از  که  شد  خواهد  مشخص  بعدی  فعالیت  در 

لگاریتم استفاده کرد.

اهداف موضوعی:
درک عدم امکان انتخاب عدد 1 به عنوان مبنای لگاریتم.

مهارت ها و فرایندها:
1 پیوندها و اتصال ها،

2 استدلال،
3 تعمیم.

حل فعالیت 2 : 
1 نظير نمونه هاي سطر اول فعاليت هر عدد طبيعي، صحيح، گويا و حتی گنگ 

مي توان قرار داد.

2 خير ، زيرا 1 به هر تواني برسد ، حاصل، عدد 1 خواهد شد. 

3 خير 
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4 خير زيرا حاصل هر عدد توان دار با پاية 1، عددِ 1 است.

5 خير، با توجه به تعريف لگاريتم چون به جز 1 هيچ عدد ديگري را نمي توان به 
صورت تواني از عدد 1 نوشت، عدد 1 نمی تواند به عنوان مبنای لگاريتم انتخاب شود.

حل كار در كلاس 2 

اهداف: تقويت مهارت محاسبة لگاريتم اعداد. 
پیوندها و اتصال ها بین مفاهیم ریاضی.

1 تكميل شدة جدول :

تساوي برحسب عدد توان دارتساوي برحسب لگاريتم

log5 125 = 353 = 125

log7 49 = 272 = 49

log3 81 = 434 = 81

log2 32 = 525 = 32

log3 27 = 333 = 72

log8 2 = 1
3

1
38  = 3 8  = 2
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25 = 52 ⇒ log5 25 = 2 2

اهداف موضوعی:
.log ba در b درک ضرورت مثبت بودن

مهارت ها و فرایندها:
1 پیوندها و اتصال ها،

2 استدلال،
3 حدسیه سازی،

4 تعمیم،
5 ارزیابی.

حل فعالیت 3 
1 جدول تكميل شده :

21
1ــ
20-

  
1ــ
2-1-2c

16421
1ــ
2

1ــ
4

1ـــ
16b
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2 خير ، علامت b مثبت است.
3 علامت b در log4 b باید مثبت باشد.

 
1
23  = 3 = 2-  3 و 0>  1

9
4 براي عدد 3 نيز مي توان ديد : 0 > 9 = 32 و 0 > 

بنابراين علامت b در log3 b مثبت است.
5 چون براي a < 0 در تساوی ac =b مقدار b مثبت است ، پس علامت b در 
logab مثبت است. بنابراین از اعداد منفي نمي توان لگاریتم گرفت زیرا عدد مثبت 

به هر توانی برسد منفی نخواهد بود.

اهداف: آشنایی با برخی از خواص لگاریتم، پیوند و اتصال بین مفاهیم ریاضی.

حل كار در كلاس 3 :

اهداف: آشنايي با برخي از خواص لگاريتم.

loga ae = c )ت     loga na
1  = -n )پ    loga 1 = 0 )ب    loga a = 1 )الف

توصیه: از هنرجویان بخواهید این خواص را به صورت کلامی نیز بگویند مثلًا در 
قسمت الف: لگاریتم هر عدد در مبنای خودش عدد 1 است و...

استفاده از ماشين حساب :

اهداف: آشنايي با تقريب اعشاري لگاريتم اعداد.
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تقویت مهارت استفاده از ماشین حساب در محاسبه لگاریتم.
توجه به نقش ماشین حساب در محاسبۀ لگاریتم کی عدد.

log 9 ≈ 0/95 )الف
log 0/0016 ≈ -2/79 )ب

مهارت ها و فرایندها: پیوند و اتصال بین توان و لگاریتم

اهداف: تمرین روی مفهوم و محاسبه لگاریتم

الف ( از 64 = 43 نتيجه مي شود لگاريتم 64 در مبناي  4 عدد 3 است.

ب ( لگاريتم 32 در مبناي 2 عدد 5 است زيرا 32 = 25

1 است.
3

3 در مبناي 2 عددِ  2 = نتيجه مي شود  لگاريتم 
1

332 2 پ ( از 

.log7 2401 = 4 : ت( با توجه به اينكه 2401 = 74 بنابراين

.log8 
1
2

 = - 1
3

− مي توان گفت : 
=

1
3 18 2

ث( با توجه به 

.log10 0/001 = -3 : نشان مي دهد / −= = = 3
3

1 10 001 101000 10
ج( تساوي هاي 

مهارت ها و فرایندها: پیوند و اتصال بین توان و لگاریتم، ارتباطات

اهداف: برقرار کردن ارتباط مفهومی بین عمل توان رسانی و لگاریتم
2 تساوي شامل لگاريتم متناظر با هر قسمت را بنويسيد:

log20/125 = -3 (پ   log10 0/0001= -4 (ب   log4 16 = 2 ↔ 42 = 16 (الف

	loga 2/1 = 3 (ت  log24/3 =x (ث
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log (ج 1
3

9 = -2	 = log2401 7 (چ 1
4

مهارت ها و فرایندها: پیوند و اتصال بین توان و لگاریتم، ارتباطات

اهداف: برقرار کردن ارتباط مفهومی بین عمل توان رسانی و لگاریتم

		log264 = 6 ↔ 26=64 (الف  1 = 2-3 (ب
9

		  a6 = 3 (پ

			b2 = c (ت  		3x = 2 (ث   (ج
1
532  = 2

مهارت ها و فرایندها: مهارت محاسبه لگاریتم کی عدد

اهداف: محاسبة لگاريتم

		log7 49 = 2 (الف  		log5 125 = 3 (ب   log2 128 = 7

 log2 (ت
1
8  = -3		  log10 0/0001 = -4 (ث

تذکر: توصیه می شود از هنرجویان بخواهید برای محاسبۀ لگاریتم در کی مبنا 
توان های مبنا را نوشته تا به عدد مورد نظر برسیم مثلًا برای مبنای 2 می توان از 

جدول زیر استفاده کرد:

توان های 27262524232221202-12-22-32

1286432168421
1ــ
2

1ــ
4

1ــ
حاصل8
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مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی
اهداف: استفاده از لگاریتم در حل مسائل، استدلال

 4x = 64 4 است. پس اگرx واحد زمانی x الف( قبلًا دیده بودیم وزن باکتری ها پس از
داریم x = log464 . از آنجا که log464=3 پس بعد از 3 واحد زماني وزن باكتري ها 

64 گرم خواهد بود.
ب( با استدلال همانند بخش )الف( جواب مسئله log432 است. برای محاسبه این 

مقدار داریم:

log432 = 5 پس، بعد از 
24

=16 × 2=32 بنابراین 2/5 =  4 ×42 =
1
24  × 42 =

5
24

2/5 واحد زمانی وزن باکتری ها 32 گرم خواهد بود.

مهارت ها و فرایندها: مهارت محاسبه لگاریتم کی عدد، مهارت استفاده از ابزار

اهداف: استفاده از ماشين حساب، تقويت مهارت قطع كردن در تقريب اعداد اعشاري.

	log 50 = 1/69 (الف 	log 12 = 1/07 (ب log2 = 0/30 (ج

مهارت ها و فرایندها: ارتباطات
اهداف: تمرین روی مفهوم لگاریتم

62 = 36 ↔ log6 36 = 2 )الف

6-2 = 1
36  ↔ log6 

1
36

ب( 2- = 
1
26 = 6  ↔ log6 6  = 1

2 پ( 
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بخش دوم: خواص لگاريتم

اهداف بخش
 آشنايي با خواص لگاريتم 

 كسب مهارت در استفاده از خواص لگاريتم
واژه هاي كليدي: خواص لگاريتم

نگاه کلی به بخش
ذكر  براي  هنرجويان  كنجكاوي  زمينة  پرسش،  يك  طرح  با  ابتدا  بخش  اين  در 
خواص لگاريتم )كه هدف اصلي ابداع لگاريتم مي باشد( فراهم می شود. سپس با 
طرح فعالیت سعی در هدایت هنرجویان به درک این خواص می گردد برای بررسی 
برخی از اشتباهات متداول توسط هنرجویان از ماشین حساب استفاده شده است.

ورود به مطلب
دهند  توضیح  بخواهیم  دانش آموزان  از  و  کنیم  مراجعه  اول  بخش  به  می توانیم 
لگاریتم اعداد چگونه می تواند مشکلات مربوط به محاسبات جمع و ضرب اعداد 
بزرگ را حل کند. پس از بحث در این مورد می توانیم به فعالیت )4( بپردازیم تا 

کی خاصیت اساسی لگاریتم را به دست آوریم.
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هدف موضوعی:
درک خواص لگاریتم،
مهارت ها و فرایندها:

1 الگویابی،
2 مقایسه کردن،

3 استدلال،
4 تعمیم،

5 ارتباطات کلامی،

 حل فعاليت 4 :
1 تکمیل شدة جدول:

log (bc)bclog clog bcb

310002110010

810000000035100010000

1102-11000/1

1101
2

1
21010

x + y10x + yyx10y10x

 log(bc) با عدد ستون logc و logb 2 در هر سطر مجموع اعداد مربوط به ستون
برابر است.

3 لگاريتم حاصل ضرب دو عدد با مجموع لگاريتم های آنها برابر است.
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استفاده از ماشين حساب :

اهداف: 

 آشنايي با تقريب اعشاري لگاريتم يك عدد.
 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي محاسبة لگاريتم يك عدد.

 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي انجام محاسبات شامل لگاريتم
 تقويت مهارت قطع كردن تقريب اعشاري اعداد.

 درك یکسان نبودن: log(a + b) و loga + logb با استفاده از تقريب اعشاري آنها.
گاهي دانش آموزان تصور مي كنند كه عبارات log(a + b) و loga + logb مساوي 
هستند. به نظر می رسد ریشه این تصور غلط در این مطلب است که در عبارت 
logx + logy عبارت log کی فاكتور مشترک است. این خطا بسیار رایج است و 
طرح اين قسمت در كتاب جهت آشنايي هنرجويان با اين تصور اشتباه مي باشد تا 

در اين قسمت درك درستي از لگاريتم داشته باشند.
حساب  ماشين  از  استفاده  با  و   log1000=3 و   log100=2 اينكه:  به  توجه  با 

log1100=3/04 :مي توان ديد
بنابراين :

3/04 ≠ 2+3→ log(100 + 1000) ≠ log 100 + log 1000→
log(a + b) ≠ loga + logb

حل كار در كلاس 4

از  لگاريتم، تقويت مهارت استفاده  از خاصيت  اهداف: كسب مهارت در استفاده 
ماشين حساب.

4 × 25( = log100= 2(log4 + log 25 = log )الف 	1
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log (ب log log log =  +  = +   = + =
1
2 1 5100 10 100 10 2 10 2

2 2
log 3 (پ 20  + log 3 2  + log 3 25 = log( 3 20 × 3 2  × 3 25 ) =

log 3 1000 =log10=1

 2

log(5056119722×1011×149680000) = log5056119722 + log1011+ 
log149680000≈28/879

با استفاده از ماشين حساب داريم :
1028/879 ≈ 7/568×1028

اهداف موضوعی:
درک خواص لگاریتم،

مهارت ها و فرایندها:
1 الگویابی،
2 استدلال،

3 مقایسه کردن،
4 تعمیم دادن،

5 ارتباطات.
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حل فعالیت 5
1 جدول تکمیل شده:

log b
c

 b
c

log clog bcb

210013101000

1101210100

-30/0012-11000/1

1103
2

5
210 10100 10

x - y10x - yyx10y10x

log برابر  b
c

2 در هر سطر تفاضل عدد ستون های logc از logb با عدد ستون 
است. لگاريتم تقسيم دو عدد برابر است با تفاضل مقسوم عليه از مقسوم .

log b
c

 = log b - log c :داريم b.c <0 براي

استفاده از ماشين حساب :

اهداف: 
 آشنايي با تقريب اعشاري لگاريتم يك عدد.

 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي محاسبة لگاريتم يك عدد.
 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي انجام محاسبات شامل لگاريتم

 تقويت مهارت قطع كردن تقريب اعشاري اعداد.
loga - logb و log(a - b) : درك نامساوي بودن 
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 log8 ≈ 0/90 و log2 ≈ 0/30 و log6 ≈ 0/77 : با استفاده از ماشين حساب داريم
بنابراين :

0/77 ≠ 0/90 - 0/3 → log(8-2) ≠ log8 - log2 
→ log(a - b) ≠   log a - log b

حل كار در كلاس 5 

اهداف : كسب مهارت در استفاده از خواص لگاريتم، تقویت مهارت در محاسبة 
لگاريتم يك عدد

1 حاصل لگاریتم های زیر را به دست آورید.
log20- log2 = log 20 (الف

2
 = log10=1

log0⁄001 = log 1 (ب
1000

 = log1 - log1000 = 0-3= -3
 2

log b = log bc
c

   
= log ×b c

c
   

= log b
c

   
+ log c

log b
c

   
 = log b - log c 					    بنابراين:
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هدف موضوعی:
درک خواص لگاریتم،
مهارت ها و فرایندها:

1 مقایسه کردن،
2 الگویابی،
3 استدلال،

4 تعمیم دادن،
5 ارتباطات.

حل فعاليت 6 

1  جدول تكميل شده:

log bnlog bbnnb

42100002100

51100000510

-3-10/00130/1

21
2

100410

nxx10nxn10x

  log bn برابر عدد ستون  log bو n 2  در هر سطر حاصل ضرب اعداد ستون های
مي باشد. این لگاریتم هر توان از کی عدد با حاصل ضرب توان در لگاریتم آن عدد 

برابر است.
 log bx = x log b : داريم x و هر عدد حقیقی b < 0 يعني : براي
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حل كار در كلاس 6
در محاسبة  مهارت  لگاريتم، كسب  از خواص  استفاده  در  مهارت  اهداف: كسب 

لگاريتم يك عدد. 
1 حاصل لگاریتم های زیر را به دست آورید.

log2005 - log25 =5 log200- 5 log2= 5 log (الف 200
2

=5log100 = 10

log  (ب 
 
 

5
10

10
= 5log 1

10
= - 5

2

-log12+2log2 (ج 1
2

log36 + log125 = log12 + log22-log 36 +log125 

= log × × 
  
12 4 125

6
= log100=2

)b . c . x < 0(2 عبارات زير را به صورت کی لگاريتم بنويسيد
4log6 + 5log b - 1 )الف

2 log c = log64 + log b5 - log c = log b
c

4 56   

log x2 - log x =2log x - log x = log x (ب
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هدف موضوعی:
درک خواص لگاریتم،
مهارت ها و فرایندها:

1 مقایسه کردن،
2 الگویابی،
3 استدلال،

4 تعمیم دادن،
5 ارتباطات.  

1 نقطه چين ها را در جدول زیر تكميل كنيد :  

loga b
b
a

log
loglog alog bab

221210100

1
3

1
331100010

1
2

1
211

21010

3
2

3
2231001000
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 loga b و log
log

b
a

2 با مقايسة اعداد دو ستون آخر مي توان گفت در هر سطر مقادير 
مساوي هستند.

می توانید  باشند  داشته  را  قوی تری  استدلال  آمادگی  هنرجویان  که  صورتی  در 
نتیجه بالا را به صورت زیر نیز برای آنها بیان کنید.

b = ac ⇒ log b = log ac = c log a ⇒ c = log
log

b
a

. loga b = 
log
log

b
a

از طرف دیگر تساوی b = ac به معنای آن است که c = loga b، پس 

استفاده از ماشين حساب:

اهداف: 

 آشنايي با تقريب اعشاري لگاريتم يك عدد.
 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي محاسبة لگاريتم يك عدد در 

مبناي دلخواه.
 كسب مهارت در استفاده از ماشين حساب براي انجام محاسبات شامل لگاريتم.

 تقويت مهارت قطع كردن تقريب اعشاري اعداد.
log58 = log8 ÷ log5 ≈ ۱/۲۹

حل كار در كلاس7 :
اهداف: كسب مهارت در استفاده از خواص لگاريتم، کسب مهارتِ نمایش لگاریتمی 

کی عدد.

log53= log525 + log53 = log5 (25 × 3) = log575 + 2 (الف

log (ب
log

4
3

 = log34
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حل مسائل: 
اهداف: استفاده از خواص لگاريتم

مهارت ها و فرایندها: مهارت انجام محاسبات با لگاریتم

log (الف 5  + log 2 = log ( 5 × 2 ) = log 10 = log
1
210 = 1

2
log 4000 - log 4 = log 4000 (ب

4 = log1000 = 3

2log50 + 2log2 = 2 (log50+log  2)= 2log (50 × 2) = 2log100 = 4 (پ

5log x - log y = log x5 - log y = log (ت x
y

5

3log a + 2log b - log z - log a2 + log4 = log a (ث b
za

3 2

2
4 = log ab

z

24

log43 = log4256 + log43 = log4(256 × 3) = log4 768 + 4 (ج

log35 = log381 - log35 = log3 - 4 (چ
81
5

 = log316/2

مهارت ها و فرایندها:
انجام محاسبات با لگاریتم

اهداف: استفاده از خواص لگاريتم
مهارت ها و فرایندها: انجام محاسبات با لگاریتم

log4 = 2log2 ≈ 2 × 0/301 = 0/602 (الف
log (2 × 3) = log2 + log3 ≈ 0/301 + 0/477 = 0/778 (ب
log18 = log (9 × 2) = 2log3 + log2 ≈ 2 × 0/477 + 0/301 = 1/255 (پ
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log (ت 2
3

= log2 - log3 ≈ - 0/176

log5 = log10 (ث
2  = log10 - log2 ≈ 0/699

log45 = log (9 × 5) = 2log3 + log5 ≈ 1/653 (ج

مهارت ها و فرایندها: ارزیابی کردن
اهداف: ارزيابي كردن، مقايسه كردن

اين مسئله اشاره به اشتباهات متداولي دارد كه هنرجويان معمولاً در محاسبات 
مرتكب مي شوند.

log (الف
log = ≠10 1 1

100 2 10
	

log100 + log0/01 = log(100 × 0/01) = log1 = 0 (ب

log (ج log ×
log (log )

(log )

= = =  ≠
= = 

2
2 2

2 2

1000 2 1000 2 3 6
1000 1000

1000 3 9
  

log log ×
log (log )

(log )
≠= = =  → ≠

= = 

2
2 26 9

2 2

1000 2 1000 2 3 6
1000 1000

1000 3 9

مهارت ها و فرایندها: استدلال کردن، مهارت تعمیم دادن، مهارت استفاده از ابزار
كردن،  ارزيابي  اعشاري،  تقريب  كردن  گرد  حساب،  ماشين  از  استفاده  اهداف: 

مقايسه كردن.

/ /
log /

log log /
log /

log( ) log /

≠
≈ 

× ≈  →≈ 
                      × = ≈ 

1 911 2 77
20 1 30

20 30 1 911
30 1 47

20 30 600 2 77

log( ) log log log(a b) log a log b× ≠ × → × ≠  ×  20 30 20 30
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اهداف: حل مسئله، استفاده از ماشين حساب.

log220 = log
log

20
2

= log 20 ÷ log 2 ≈ 4/32

مطالب بیشتر دربارۀ لگاریتم
در اینجا برخي از كاربردهاي لگاریتم را مطرح می سازیم كه به سایر نقش هاي ديگر 

اين مفهوم اشاره دارند.
حسابداري: قانون بنِفورد بیان مي كند در فهرست عددهایی که در بسیاری 
از پدیده های زندگی واقعی رخ می دهند، قانوني حاكم است كه قانون رقم اول نيز 
گفته مي شود طبق اين قانون تعداد تكرارهاي اعدادِ 1 تا 9 در اولين رقم از سمت 

راستِ داده ها به طور يكنواخت توزيع نشده است بلكه توزيع لگاريتمي دارد.
امروزه این قانون در حسابرسی های قانونی به شکل گسترده ای مورد استفاده قرار 
می‌گیرد، چرا که اگر حساب ها با قانون بنفورد مطابقت نداشته باشند به این معنی 

خواهد بود که حساب ها و اعداد به احتمال فراوان جعلی هستند. 
این قانون به ظاهر عجیب در بسیاری از داده ها برقرار است، مثلاً در صورت حساب های 
برق، شمارة خیابان ها، قیمت سهام، مقدار جمعیت، آمار مرگ ومیر، طول رودخانه ها، 
ثابت های فیزکی و ریاضیات، و فرایندهایی که از توزیع توانی پیروی میک نند )که 
از پایه ای که عددها در آن بیان  در طبیعت بسیار فراوان اند(. این قانون مستقل 

می شوند برقرار است.
از  است. پس  یافته  فراوانی  کاربرد  مالی  و مسائل  بهره مرکب  تعیین  در  لگاريتم 
اختراع لگاریتم اویلر رابطه بین عدد e و بهره مرکب را دریافت و فهمید که حد 
بهره به سمت عددی متناسب )یا مساوی در شرایط خاص( ، که همان عدد e است 

میل میک ند.
صوت: حساسيت گوش انسان در ارتباط با بسامد ) فركانس( است هرچه شدت 
صوت بيشتر باشد انرژي دريافت شده توسط گوش انسان بيشتر است و انسان صدا 
را بلندتر احساس مي كند با اين حال بلندي صوت احساس شده با انرژي دريافت 
شده توسط گوش انسان نسبت مستقيم ندارد يعني اگر انرژي دريافت شده دو برابر 
شود، بلندي احساس شده دو برابر نمي شود به همين دليل براي بلندي احساس 
شده توسط گوش از واحد تراز شدت صوت استفاده مي شود اين واحد )دسي بل، 
شنوايي(  )آستانة  مبنا  صوت  به  صوت  شدت  نسبت  از  لگاريتمي  صورت  به  بل( 

مي باشد. از اين واحد شدت صوت در موسيقي )هنر( استفاده می شود.
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زلزله است مقدارِ  آزاد شده در کانون  انرژی  بیانگر میزان  زلزله: مقیاس ریشتر 
نگار  لرزه  کی  در  شده  ثبت  امواج  اندازه  لگاریتمِ  محاسبه  از  زلزله،  کی  ریشترِ 
به دست می آید. بنابراین اندازه امواجی که منجر به زلزله ای به بزرگی ۵ در مقیاس 
ایجاد  ریشتری   ۴ زلزله  کی  که  است  امواجی  اندازه  برابر   10 می شود،  ریشتر 
میک ند. میزان انرژی ای که توسط کی زلزله آزاد می گردد، می تواند بسیار بسیار 
زیاد باشد! انرژی ای که از کی زلزلۀ ۵ ریشتری آزاد می گردد، ۶/13 برابر انرژی آزاد 

شده از کی زلزله ۴ ریشتری است.

ورود  از  ناشی  زمینی  نوسانات  که  است  دستگاهی  نگار  لرزه 
امواج لرزه ای را همراه با علائم بسیار دقیق زمانی ثبت می کند.

شيمي: مقدار pH محلول ها )كه شاخصي براي بيان شدت اسيدي يا قليايي آنهاست( 
به صورت رابطه اي لگاريتمي از تراكم يا غلظت يون هيدروژن بيان مي شود.

براي اندازه گيري قدمت بقاياي موجودات زنده از نيمه عمر عنصر كربن 14 )مدت 
زماني كه طول مي كشد تا مقدار كربن 14 نصف شود( استفاده مي شود. موجودات زنده 
تا زماني كه در قيد حيات هستند ميزان كربن 14 و كربن 12 در بدن آنها برابر است 
به محض اينکه يک موجود زنده م ىميرد، کربن 14 به تدريج و با سرعت بسيار کم، از 
بين مى رود؛ در حالى که مقدار کربن 12 ثابت است. قدمت موجود زنده با استفاده 

از رابطة لگاريتمي درصد کربن 14 باقيمانده و نيمه عمر كربن 14 تعيين مي شود.

شهر سوخته نام بقایای شهری باستانی است که در فاصله شهرهای زابل و زاهدان در استان 
سیستان و بلوچستان کنونی واقع شده است. این شهر در ۳۲۰۰ سال پیش از میلاد پایه گذاری 
شده و مردم این شهر در چهار دوره بین سال های ۳۲۰۰ تا ۱۸۰۰ پیش از میلاد در آن سکونت 

داشته اند.
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پودمان پنجم
آمار توصیفی
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طرح کلی مفاهیم پودمان پنجم )نقشة مفهومی(

داده هاي نمونه

ميانه
مدل سازي دو متغيره

چارك ها
ابر پراكنش

خط رگرسيوننمودار جعبه اي

تحليل داده ها

اهداف کلی
 آشنايي با روش هاي مدل سازي و تحليل داده هاي دو متغيره

 استفاده از شاخص هاي مركزي براي تحليل داده ها

پیش نیازهای پودمان
 آشنايي با مختصات يك نقطه

 مهارت نقطه يابي در صفحه مختصات
 مهارت كار با نمودار تابع هاي خطي

 آشنايي با ميانگين و موارد استفاده از آن
Excel مهارت كار با نرم افزار 
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دي
اين

فر
ی 

ها
رد

دا
تان

اس

مثالتوصيف فرايندفرايند

ئله
مس

ل 
تبيين مناسب نبودن ميانگين در توصيف وضعيت پرداخت ساخت دانش رياضي از طريق حل مسئلهح

حقوق ها و نياز به معرفي شاخصي جديد 

استراتژي هاي  بهک ارگیري  و  شناخت 
استفاده از معادله و نمودار در پيش بينيمختلف براي حل کردن مسائل

مي
كلا

ط 
تبا

و ار خود  ریاضی  تفکرات  سازمان دهی 
ارائه توضيح براي معناداري مقدار پيش بيني در برون يابي انتقال آن به دیگران

از زبان ریاضی  براي بیان نظریات خود 
مدل سازي به كمك معادله خط بهترين برازشبه طور دقیق استفاده کند.

ات
 اثب

ل و
دلا

ست
ا

انواع مختلف استدلال و روش هاي اثبات 
را  آنها  و  برند  بهک ار  و  کرده  انتخاب  را 

ارزیابی کنند.

ارائه دليل براي چرايي وجود تفاوت بين مقدار پيش بيني 
شده توسط معادله و به كمك خط بهترين برازش

لات
صا

و ات
ها 

وند
از پي بیرون  مضامین  سایر  در  را  ریاضیات 

چهارچوب موضوع ریاضیات )کاربردها در 
علوم دیگر( تشخیص داده و بهک ار گیرند.

تفسير وضعيت هاي زندگي روزانه به كمك ميانه و نمودار 
جعبه اي

پیوستگی بین موضوع هاي ریاضی )اتصال 
جبر و آمار(

ارتباط بين جبر )معادله خطي( و آمار )ابر پراكنش و خط 
بهترين برازش(

ي ها
ماي

ازن
بازنمایی هاي مناسب ب جهت حل مسئله 

استفاده مناسب از نمودار جعبه ايرا انتخاب نموده، معنی کند و بهک ارگیرد.

از بازنمایی ها براي مدل سازي و مقایسه 
مدل سازي به كمك خط بهترين برازشپدیده هاي فیزیکی و ریاضی استفاده کند.

كر
 تف

اي
ت ه

هار
ر م

پيش بيني به كمك درون يابي و برون يابيپيش بيني كردنساي

تصميم گيري و تصميم سازي به كمك تحليل هاي آماريتصميم سازي

مقايسه موارد استفاده ميانگين و ميانهمقايسه كردن

پرورش تفكر واگرا به كمك طرح مسئلهتفكر واگرا
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بخش اول: خط بهترين برازش

اهداف بخش
 آشنايي با نمودار پراكنش به عنوان نموداري براي مدل سازي نمونه های دو متغیره

 آشنايي با خط بهترين برازش به عنوان ابزاري براي پيش بيني 
Excel رسم خط بهترين برازش به كمك 

 پيش بيني تغييرات متغيرها توسط خط بهترين برازش
براي تصميم گيري  قدرتمند  ابزاري  آماري  احساس كه روش هاي  اين  پرورش   

هستند.

پیش نیازهاي بخش
 آشنايي با مختصات يك نقطه

 مهارت نقطه يابي در صفحه مختصات
 مهارت كار با نمودار تابع هاي خطي

Excel مهارت كار با نرم افزار 
واژه هاي كليدي: نمودار پراكنش، خط بهترين برازش

نگاه کلی به بخش
هنرجويان  اول  قسمت  در  است.  شده  طراحي  قسمت  دو  در  بخش  اين  مطالب 
از روش هاي مدل سازي  يكي  عنوان  به  برازش  بهترين  و خط  پراكنش  نمودار  با 
خط  كاربرد  با  هنرجويان  دوم  قسمت  در  مي شوند.  آشنا  متغيره  دو  نمونه هاي 
بهترين برازش براي پيش بيني مقادير يك كميت با داشتن مقادير متناظر كميت 
و  همبستگي  و  رگرسيون  مفهوم  آموزش  بخش،  اين  مي شوند. هدف  آشنا  ديگر 
ضريب همبستگي نيست؛ بلكه هدف كاربرد اين نمودار در مدل سازي وضعيت هاي 
تصميم گيري  براي  ابزاري  به عنوان  آماري  روش هاي  و درك  مسئله  و حل  آشنا 
است. به منظور دستيابي به اين هدف از دانش پيشين هنرجو در ارتباط با معادله 
خط و تابع خطي و آشنايي وي با نرم افزار Excel كمك گرفته مي شود. در تحليل 
وضعيت هاي مختلف به كمك روش هاي آماري، موارد بسياري وجود دارند كه لازم 
است ارتباط بين متغيرها مورد بررسي قرار گيرد. در اين كتاب با متغيرهاي پيوسته 
كار مي كنيم.  هدف اين است كه رابطه اي پيدا كنيم كه بتوانيم مقادير يكي از 
كميت ها را با داشتن مقدار كميت ديگر پيدا كنيم. به عبارت ديگر بايد ديد كه آيا 
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مي توان يكي از كميت ها را به صورت تابعي رياضي از كميت ديگر بيان كرد يا خير.
فرض کنید برای دو کمیت به صورت نمونه ای مقادیر متناظر y i را برای کمیت دوم 
به ازای مقدار x i برای کمیت اول به دست آورده باشیم. براي پيدا كردن بهترین 
رابطه خطي بین این دو کمیت، از روش كمترين مربعات استفاده مي شود. در اين 
روش اگر معادله اين خط را  با y=ax  +b نمايش دهيم، مقدار به دست آمده از روی 
این معادله به ازای x i عموماً با مقدار نمونه ای متناظر y i براي كميت دوم متفاوت 
 b و a است. مي خواهيم مجموع خطاهاي به دست آمده حداقل باشد. يعني مقادير
 a مينيمم شود. اگر مشتق نسبت به Σ(ax  i+b   -  y i)2را طوري پيدا كنيم كه عبارت
و مشتق نسبت به b را مساوي صفر قرار دهيم، مي توانيم مقادير a و b را محاسبه 
كنيم. این عملیات در نرم افزارهای آماری خود به خود انجام می شود و ما خودمان 

را درگیر این محاسبات نخواهیم کرد.
لازم است به اين نكته توجه شود كه براي هر تعداد نقطه در صفحه و با هر شكلي 
از پراكندگي مي توان خط رگرسيون را رسم كرد ولي لزوماً اين خط ممكن است 
مدل مناسبي براي داده ها نباشد. به عبارت ديگر ممكن است داده ها از يك مدل 
خطي پيروي نكنند. مشاهده نمودار پراكنش مي تواند ما را به تشخيص مدل برازش 

داده ها هدايت كند. در اين كتاب ما صرفاً مدل خطي برازش را در نظر داريم.

ورود به مطلب
براي ورود به مطلب موقعيتي آشنا در توليد محصول و يك سؤال طرح مي شود. 
فعاليتي كه در ادامه آمده است به هنرجویان كمك مي كند تا فرايند پاسخگويي به 
سؤال طرح شده را بهتر درك كنند. در اين مرحله مي توانيد از هنرجويان بخواهيد 
تا وضعيت هاي مشابهي كه در آنها دو كميت مرتبط را مي توانند مدل سازي كنند 

)مرتبط با رشته و يا علاقه شان( مطرح كنند.

فعالیت آموزشی
هدف اين فعاليت آشنايي با خط بهترين برازش است. با توجه به اينكه معادله خط 
به كمك نرم افزار پیدا مي شود، پر كردن ستون هاي خطا و مجذورات خطاها كمك 
مي كند تا درك بهتري نسبت به اين خط پيدا شود. از هنرجويان بخواهيد در مورد 
اينكه كدام خط بهترين تقريب را ارائه مي كند يا آيا مي توان همه داده ها را به طور 

معناداري با يك خط تقريب زد، بحث كنند. 
در صورتي كه وقت باشد، مي توانيد قبل از اين فعاليت نمونه اي كه در آن دو كميت 
رابطه خطي دارند و در نتيجه نقاط نمودار پراكنش دقيقاً روي خط واقع مي شوند 

را طرح كنيد.
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اهداف موضوعی:
1 آشنایی با نمودار پراکنش،

2 آشنایی با خط بهترین برازش،
3 درک وجود خطا در استفاده از خط بهترین برازش،

مهارت ها و فرایندها:
1 پیوندها و اتصال ها،
2 استفاده از نرم افزار،

3 تقریب زدن،
4 استدلال کردن،

5 تفکر بصری،
6 بازنمایی ها،
7 ارتباطات، 
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حل فعالیت 1

1 هنرجو نقاط را روی صفحه مختصات مشخص میک ند.

2 مشاهده می شود نقاط روی کی خط راست قرار ندارند. 

به صورت  راست  در سؤال، کی خط  ارائه شده  توضیحات  به  توجه  با  هنرجو   3
تقریبی بین نقاطی که مشخص کرده است، رسم  میک ند. در شکل بعد این خط 

رسم شده است.

5 به وسیله Excel و با توجه به دستورالعمل داده شده خط و معادله آن به  4 و
صورت زیر است:

	
y = 2/ 7749x - 9/1942
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با توجه به جدول زیر پاسخ سؤال های 6 تا 8 به صورت زیر است: 

6  ستون 'y در جدول کامل شده است.
به طور مثال اگر x =14/  80 باشد طبق معادله خط.

	
y =2/  7749x - 9/1942
	
y' =2/7749×(14/ 80) - 9 /1942 ≈ 31/87

7 خیر. زیرا خط دقیقاً از روی نقطه ها عبور نمیک ند.

e 8 برابر 'y - y می باشد که در جدول ستون مربوط به e کامل شده است.

9 حاصل جمع خطاها باید مشخص کند که چقدر در محاسبات خطا داریم اما 
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در اینجا به علت منفی و مثبت بودن خطاها حاصل جمع مجموع واقعی خطاها را 
نشان نمی دهد.

10 حاصل جمع مجذور خطاها )جمع ستون e2( برابر 84/23 است.

11 چون برخی از خطاها منفی و برخی مثبت هستند بنابراین مجذور خطاها را 

حساب میک نیم تا همۀ خطاها در محاسبۀ خطای کل لحاظ شود و برآورد درستی 
از خطاهای کل انجام شود.

در ادامه به مفهوم داده های پرت می رسیم. توجه به نمودار پراکنش و خط بهترین 
قابل  برازش می توان نقط هایی را مشخص کرد که نسبت به سایر داده ها تفاوت 
ملاحظه ای دارند که داده های پرت می باشند. در ارتباط با تأثير داده هاي پرت در 

كلاس گفت وگو كنيد. 

اهداف موضوعی:
1 تشخیص دادۀ پرت با استفاده از جدول و نمودار داده ها.

2 درک نقش دادۀ پرت در تعیین خط بهترین برازش  
مهارت ها و فرایندها:
1 استفاده از نرم افزار،

2 مقایسه و ارزیابی کردن،
3 استدلال کردن،

4 بازنمایی ها،
5 تفکر بصری،

6 ارتباطات،
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3 ابتدا ستون مربوط به "y را با توجه به معادله خط جدید در جدول کامل  2 و 
کرده و سپس با استفاده از آن اعداد ستون "e' = y - y در جدول زیر وارد میک نیم.

4  حاصل جمع مجذور خطاها )جمع ستون e'    2( برابر 19/52 است. این عدد 
در مقایسه با عدد به دست آمده از قسمت )10( در فعالیت1 خطای کمتری را 

نشان می دهد.

حل فعالیت 2
 از جدول، دوباره خط را رسم میک نیم و معادله  

  
/
/

17 6
46 8 1  با خارج کردن نقطه 

آن را به دست می آوریم.
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5  چون جمع مجذورات خطای 'e از جمع مجذورات خطای e کوچ کتر است 
فعالیت1  در    

  
/
/

17 6
46 8 نقطه  وجود  اختلاف  این  علت  است.  مناسب تر  بنابراین 

می باشد.
در این فعالیت با خارج کردن داده ای که با سایر داده ها تفاوت قابل ملاحظه ای دارد 
)داده پرت( خطا کمتر شده و درک بهتری از وضعیت خواهیم داشت. شیب خط 
برازش y =1/7499 x + 6/  9584 مثبت است که نشان می دهد هرچقدر اندازه دور 

مچ دست بیشتر باشد، اندازه دور گردن هم بیشتر خواهد شد.

نمودار  یادگیری  واقعی.  بین دو کمیت در کی زمینه  ارتباط  هدف: درک وجود 
پراکنش و خط بهترین برازش 

معادله خط بهترین برازش به صورت y =0/  8032 x + 12/ 883 است با توجه به 
این معادله نیز اگر وزن اولیه 72 یکلوگرم را به جای x قرار دهیم وزن نهایی تقریباً 
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برابر با 71 است این موضوع را نیز می توان از روی شکل مشاهده کرد. 

هدف: درک ارتباط بین دو کمیت از روی نمودار و ارائه استدلال برای تأثیر دو کمیت 
روی یکدیگر

در این مثال از روی نقاط شکل )الف(، کی خط می گذرد یعنی کاملًا رابطه خطی 
دارند. شیب خط منفی است که مشخص کننده این است که با زیاد شدن مقادیر 

روی محور x  ها، مقادیر روی محور y   ها کاهش میی ابد.
نقاط شکل )ب(، دارای خط بهترین برازش هستند که شیب آن مثبت است یعنی 

با افزايش مقادير روي محور x  ها، عموماً مقادير روي محور y ها افزايش مي يابد.
نقاط شکل )پ(، هیچ خط برازشی نمی تواند رابطه بین کمیت ها را به خوبی توصیف کند.
دقت پیش بینی از روی نمودار )الف( بیشتر از دقت پیش بینی از روی نمودار )ب( است.
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اهداف موضوعی:
1 رسم نمودار پراکنش

2 یافتن خط بهترین برازش و استفاده از آن
3 تشخیص دادۀ پرت،
4 پیوندها و اتصال ها،

5 استفاده از نرم افزار،  
6 مقایسه کردن،

7 استدلال،
8 ازریابی،

9 بازنمایی،
10 ارتباطات،

هدف: .
1و2ـ نمودار پراکنش و خط بهترین برازش را توسط نرم افزار Excel رسم میک نیم.

3ـ با توجه به نمودار اگر تعداد هنرجویان 40 نفر باشد از نقطه 40 روی محور 
طول ها خطی نقطه چین به صورت عمود میک شیم تا خط برازش را قطع کند و از 
آنجا خطی نقطه چین به صورت افقی میک شیم که تقریباً عدد 58 درصد را روی 
محور نشان می دهد. یعنی پیش بینی میک نیم 58 درصد هنرجویان کلاس 40 
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نفره قبول شوند.
یا اگر در معادله خط بهترین برازش یعنی y = -0/ 3085 x + 70/127 به جای 
x عدد 40 را قرار دهیم درصد قبولی y = 57/ 787 خواهد شد. شیب خط برازش 
منفی است که نشان می دهد هرچقدر تعداد هنرجویان کلاس بیشتر شود درصد 

قبولی در امتحان پایان سال، رسم خواهد شد.
4ـ بهتر است این داده را کنار بگذاریم زیرا در این صورت درک بهتری از وضعیت 

به ما می دهد.
 را کنار می گذاریم و دوباره خط بهترین برازش را رسم میک نیم. 

  
60
70 5  ـ داده 

با ادامه دادن خط برازش مشاهده میک نیم که اگر کلاس 40 نفره باشد تقریباً 22 درصد 
قبول خواهند شد.

اگر در معادله خط بهترین برازش یعنی y = -1/ 8987 x + 98/298 به جای x عدد 
40 را قرار دهیم درصد قبولی y ≈ 22/35 خواهد شد. در این رابطه شیب خط 
برازش منفی است که نشان می دهد هرچقدر تعداد هنرجویان کلاس بیشتر شود 

درصد قبولی در امتحان پایان سال، پایین تر خواهد آمد.
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مهارت ها و فرایندها:
درک ارتباط بین کمیت ها از روی نمودار،

پرورش تفکر بصری، ارتباط
هدف: پیدا کردن خط بهترین برازش و رابطه بین دو کمیت x و y و تأثیر آنها 

روی یکدیگر
هيچ گونه  x  ها  محور  روي  مقادير  تغييرات  كه  مي شويم  متوجه  اول  نمودار  در 
اطلاعاتي درباره تغييرات مقادير روي محور y  ها به ما نمي دهد. در اين وضعيت 
یعنی  داد.  نشان  راست  خط  يك  با  خوبي  به  نمي توان  را  كميت  دو  بين  رابطه 

نمی توان گفت رابطه بین دو کمیت افزایشی یا کاهشی است.
در نمودار دوم بین دو کمیت می توان خط بهترین برازش را در نظر گرفت. شیب 
افزایش مقادیر روی محور x  ها، مقادیر روی محور  با  این خط مثبت است یعنی 

y  ها، افزایش خواهد داشت.
در نمودار سوم بین دو کمیت می توان خط بهترین برازش را در نظر گرفت. شیب 
x  ها، مقادیر روی محور  افزایش مقادیر روی محور  با  این خط منفی است یعنی 
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y  ها، کاهش خواهد داشت.

مهارت ها و فرایندها:
ارتباطات،

پرورش تفکر بصری،
هدف: سازماندهی تفکرات ریاضی و استدلال جهت پیدا کردن خط بهترین برازش

سومدوماول
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در ردیف دوم، نمودار سمت چپ خط بهترین برازش را نشان می دهد زیرا تعداد 
نقاط دو طرف خط برازش تقریباً برابر است. همچنین با افزايش مقادير روي محور 
x  ها، مقادير روي محور y  ها كاهش مي يابد یعنی هر چه زمان بیشتری رانندگی 

شود مسافت تا مقصد کمتر خواهد شد.

مهارت ها و فرایندها:
 استدلال کردن، بازنمایی های چندگانه، پیوند و استدلال ریاضی با خارج ریاضی، 
ارتباطات، مهارت کار با ابزار، حل مسئله به روش هندسی، مهارت تخمین زدن، 

پرورش تفکر بصری، 
هدف: تشخیص و بهک ارگیری ریاضیات در روابط بین اندازه های دو کمیت در بدن انسان 

الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش به صورت زیر است: 
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ب( بله. با توجه به نمودار با زیاد شدن مقدار طول قد )مقادیر روی محور xها(، 
فاصله بین نوک انگشتان )مقادیر روي محور   yها(، افزایش مي يابد. 

پ( خط بهترین برازش در قسمت )الف( توسط Excel رسم شده و معادله 
خط بهترین برازش y = 1/ 1165 x + 19/597 است.

ت( اگر به طور مثال طول قد دانش آموز 175 باشد فاصله بین دو انگشتان او از 
طریق معادله خط برابر است با:

=
→

x 175
y = 1/1165(175) - 19/ 597 =

→
x 175  y ≈ 175/79

با استفاده از نمودار هم این مقدار را به صورت تقریبی می توان به دست آورد. به 
این صورت که روی محور x  ها از عدد 175 خطی عمودی )موازی محور y  ها( رسم 
کرده تا خط برازش را قطع کند سپس از محل برخورد، خطی افقی )موازی محور 

x  ها( رسم کرده و هر کجا محور y  ها را قطع کند، جواب است.
ث( بله. زیرا خط بهترین برازش رابطه را در حالت کلی نشان می دهد و با توجه 
به اینکه تمام نقاط لزوماً روی این خط قرار ندارد، در واقع تخمینی از اندازه های 

واقعی به ما می دهد.

هدف: انتقال تفکر و پیدا کردن رابطه خطی بین نمرات دو درس
مهارت ها و فرایندها:

استدلال  تفکر بصری،  پرورش  ابزار،  با  کار  به روش هندسی، مهارت  حل مسئله 
کرد، بازنمایی های چندگانه، پیوند و استدلال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات،   

مهارت پیش بینی
الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:
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ب( بله ـ زیرا هر دانش آموز که نمره ریاضی خوبی دارد، نمره علوم او نیز خوب 
است و برعکس

پ( خط بهترین برازش در نمودار بالا رسم شده است. و معادله خط آن به صورت 
y = 0/ 6169 x + 4/ 7979 است.

ت( اگر نمره ریاضی دانش آموزی 14 باشد با توجه به نمودار و نقاط خط چین 
روی آن، نمره علوم او تقریباً 13/5 می شود. همچنین می توان این عدد را از معادله 

خط به صورت زیر حساب کرد:
y = 0/6169(14) - 4/ 7979 =

→
x 175  y ≈ 13/43

هدف: پیدا کردن خط بهترین برازش و پیش بینی از روی آن. تشخیص نقاطی که 
وضعیت غیر معمول دارند. مقایسه وضعیت های مختلف

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، پرورش تفکر بصری، مهارت کار با ابزار،  استدلال کرد، بازنمایی های چندگانه، 

پیوند و استدلال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات، مهارت پیش بینی و مقایسه
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ب( بله ـ تقریباً اگر نمره ریاضی دانش آموز بالا برود، نمره زبان هم بالا می رود.
پ( خط بهترین برازش در قسمت )الف( رسم شده است که با توجه به شکل اگر 
دانش آموزی نمره ریاضی 15 بگیرد نمره زبان او تقریباً 11/6 می شود. همچنین با 

استفاده از معادله خط می توان این مقدار را به صورت زیر محاسبه کرد:
y = 0/ 2084(15) + 8/  4052   →   y ≈ 11/  5

ت( با توجه به شکل قسمت )الف( بین نمرات زیر با بقیه هماهنگی دیده نمی شود.

نمره ریاضی213

نمره زبان1818

ث( با حذف دو داده، نمودار پراکنش و خط بهترین برازش به صورت زیر است:

الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:
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با توجه به شکل بالا اگر دانش آموزی نمره ریاضی 15 بگیرد نمره زبان او تقریباً 10/6 
می شود. با استفاده از معادله خط می توان این مقدار را به صورت زیر محاسبه کرد:

y = 0/  447(15) + 3/8475   →   y ≈ 10/5
و  می آید  به دست  داده ها  از  بهتری  درک  پرت  داده های  حذف  با  زیرا  ـ  بله  ج( 
همان طور که در شکل مشاهده می شود خط برازش به صورت بهتری بین داده ها 
قرار می گیرد یعنی نیمی از داده ها بالای خط و نیم دیگر پایین خط قرار می گیرند.

مهارت ها و فرایندها:
خارج  با  ریاضی  استدلال  و  پیوند  بصری،  تفکر  پرورش  چندگانه،  بازنمایی های 

ریاضی، مهارت کار با ابزار، مهارت پیش بینی
هدف: پیدا کردن خط بهترین برازش و پیش بینی با استفاده از آن 

الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:
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ب( با توجه به نمودار سايز كفش مردي كه قد او 180 سانتي متر است تقریباً برابر 
44/5 می باشد.

پ( با توجه به معادله خط ، طول قد فردی با رد پای 58 به صورت زیر است:
// / /

/
= −= + → = → ≈yy x x x58 58 6 09690 2132 6 0969 243 4

0 2132
با توجه به معادله خط بهترین برازش، قد او تقریباً 243 سانتی متر است.

مهارت ها و فرایندها:
استدلال کردن، ارتباطات

هدف: بهک ارگیری استدلال
خیر ـ زیرا خط بهترین برازش باید تا حد ممکن کمترین فاصله را تا نقاط رسم 
شده در نمودار برازش داشته باشد. فقط در صورتی می تواند درست باشد که همۀ 

نقاط برازش روی کی خط باشند.
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بخش دوم: برون‌يابي و درون‌يابي

اهداف بخش
 آشنايي با فرايند برون‌يابي
 آشنايي با فرايند درون‌يابي

 پيش‌بيني مقادير به كمك درون‌يابي و برون‌يابي
 تشخيص منطقي بودن پيش‌بيني‌ها به كمك برون‌يابي

پیش نیازهاي بخش
 مهارت كار با نمودار تابع‌هاي خطي

واژه‌هاي كليدي: درون‌يابي، برون‌يابي

نگاه کلی به بخش
در اين بخش دو فرايند درون‌يابي و برون‌يابي براي پيش‌بيني مقادير مورد بررسي 
قرار مي‌گيرند. هنرجويان بايد به اين درك برسند كه به مقادير پيش‌بيني شده كه 
به كمك درون‌يابي )در بازه‌اي كه داده در اختيار داريم( به‌دست مي‌آيند مي‌توان 
اعتماد كرد ولي هرچه از ابتدا و انتهاي اين بازه دور شويم، مقاديري كه به كمك 
منطقي  غير  و حتي  نباشند  اعتماد  قابل  است  ممكن  مي‌آيند  به‌دست  برون‌يابي 

باشند. 

ورود به مطلب
مي‌شود.  طرح  بانكداري  و  اقتصاد  عرصه  در  موقعيتي  مطلب  به  ورود  براي 
به  اندازه مي‌توان  تا چه  از مدل‌سازي خطي،  است كه پس  اين  سؤال طرح  شده 
پيش‌بيني‌هاي انجام شده اعتماد كرد. مي‌توانيد از وضعيت‌هاي مشابه مانند رابطه 
قد با سن صحبت كنيد كه نشان مي‌دهد اگر با برون‌يابي بخواهيم قد يك فرد را 
در 90 سالگي پيش‌بيني كنيم، مقدار پيش‌بيني شده كاملًا غير واقعي خواهد بود.

فعالیت آموزشی
با  ارتباط  در  است.  برون‌يابي  و  درون‌يابي  فرايند  با  آشنايي  فعاليت  اين  هدف 
در كلاس  برازش  بهترين  به كمك خط  آمده  به دست  پيش‌بيني‌هاي  معناداري 

گفت و گو كنيد. 
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اهداف موضوعی:
1 در کمفهوم درونی ابی و برونی ابی با استفاده از خط بهترین برازش

2 آشنایی با محدودیت های استفاده از خط بهترین برازش برای برونی ابی.
مهارت ها و فرایندها:

1 پیوندها و اتصال ها،
2 استفاده از نرم افزار،

3 مقایسهک ردن،
4 ارزیابی،

5 بازنمایی ها،
6 ارتباطات.
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حل فعالیت:

1 نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:

2 با استفاده از نمودار اگر نرخ سود 10/5 درصد باشد مقدار سرمایه تقریباً برابر 
20 میلیون تومان خواهد شد.

3 با استفاده از نمودار و در صورت ادامه دادن خط بهترین برازش، اگر نرخ سود 
12درصد باشد مقدار سرمایه تقریباً برابر 14/5 میلیون تومان خواهد شد.

4 در صورت ادامه دادن خط بهترین برازش، اگر نرخ سود به 18درصد برسد خط 
زیر محور x ها می‌رود و مقدار سرمایه عددی منفی می‌شودی عنی حدود 7- خواهد 

شد و این غیر واقعی و بی‌معنی خواهد بود.
5 در قسمت )2( پیش‌بینی به واقعیت نزدکی‌تر است. زیرا نرخ سودهاییک ه در 
جدول داده شده حداقل 5 و حداکثر 11 است و نرخ سود 10/5 در بین این دو 

عدد قرار دارد.
اعداد  بین  شده  داده  سود  درصد  اگر  می‌کندک ه  در ک هنرجو  فعالیت  این  در 
به  پیش‌بینی  باشد،  داشته  قرار  جدول(  در  سود  بیشترین  و  )کمترین  5  تا  11 
داده  سود  درصد  اگر  می‌نامند.  درون‌یابی  را  حالت  این  است  نزدکی‌تر  واقعیت 
شده بین اعداد 5 تا 11 )کمترین و بیشترین سود در جدول( قرار نداشته باشد، 

پیش‌بینی ممکن است از واقعیت دور شودک ه این حالت را برون‌یابی می‌نامند.
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با توجه به اینکه بعد از مدتی، معمولاً رشد طولی متوقف می شود وی ا میزان افزایش 
طول در واحد زمانک اهش میی ابد، پیش بینی طول گیاه با استفاده از این نمودار 

بعد از 10 روز )برونی ابی(، ممکن است دقیق نباشد.
معنادار  بودنی ا  معنادار  برای  استدلال  و  برون‌یابی  حالت  در  پیش‌بینی  هدف: 

نبودن وضعیت پیش‌بینی شده
ناحیه  از  بیرون  وضعیت  برای  نمودار  روی  از  پیش‌بینی  بیانک نندۀ  مثال  این 

مشخص شده )برون‌یابی( است.

اهداف:
1 تقویت مهارتی افتن خط بهترین برازش،

2 تقویت مهارت پیش بینی وضعیت ها بهک م کدرونی ابی و برونی ابی،
3 پیوندها و اتصال ها،
4 استفاده از نرم افزار،
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5 مقایسهک ردن،
6 ارزیابی،

7 بازنمایی ها،
8 ارتباطات.

  نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است: 1

  بهک م کنمودار اگر نرخ مصرف اکسیژن Mmol / Kg / Min 14 باشد، دما  2
تقریبا  C°15 خواهد شد. این وضعیت درون‌یابی است، زیرا نرخ مصرف اکسیژن 14 

بین دو عدد 4/5 و 23 قرار دارد.

  معادله خط بهترین برازش به صورت y =1/2865x - 5/4277 استک ه در آن  3
x دما و  y میزان مصرف اکسیژن می‌باشد.

               x  = 0°C        →     y   ≈ -5/4
                 x  = 17°C      →     y   ≈ 16/4
               x  = 50°C      →     y   ≈ 58/9
               x  = 150°C    →     y   ≈ 187/5
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4 پیش بینی مقدار اكسيژن در دمای C°17 از درون‌یابی است زیرا حداقل دمای 
 150°C و   50°C و   0°C دماهای  است.   20°C حداکثر  و   5/5 °Cشده داده  جدول 

برون‌یابی است، زیرا بین دو مقدار دمایC° 5/5 و C°20 قرار ندارند.

5 پیش‌بینی در دمای C°0 معنی ندارد زیرا مصرف اکسیژن نمی‌تواند منفی باشد.
دما  این  در  زیرا  نیست  معنادار  و  بوده  واقعی  غیر   150°C دمای  در  پیش‌بینی 

خرچنگ نمی‌تواند داخل آب باشد و می‌سوزد.
پیش‌بینی در دمای C°50 برون‌یابی استک ه معنادار بوده و در واقعیت می‌تواند 

اتفاق بیفتد.
پیش‌بینی در دمای C°17 درون‌یابی است و در واقعیت می تواند اتفاق بیفتد.

 مهارت ها و فرایندها:
استدلالک ردن، مهارتک ار با ابزار، حل مسئله، پرورش تفکر بصری، پیوند و اتصال 

ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات، مهارت پیش بینی، بازنمایی های چندگانه
جهت  استدلال  و  گیاه  رشد  طبیعی  موقعیت  در  برون‌یابی  و  درون‌یابی  هدف: 

معنادار بودنی ا نبودن پیش‌بینی
الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در صفحه بعد رسم شده است:
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ب( هر چه فاصله لامپ از گياه بیشتر باشد، سرعت فتوسنتز کمتر است.

پ( معادله خط بهترین برازش به صورت y  = -0/3461x + 48/678 استک ه در 
آن x فاصله لامپ از گیاه بر حسب متر و y تعداد حباب‌ها در دقیقه است. می‌توان 

تعداد حباب‌ها را در فاصله 10 سانتی‌متریی ا 0/1 متری حسابک رد:
y  = -0/3461(0/1) + 48/678          →           y   ≈ 48/64

ت( 2 سانتی‌متر برابر 0/02 متر است و برون‌یابی است زیرا فاصله لامپ از گیاه در 
جدول برحسب سانتی‌متر از 20 تا 100 است. 
)100≥ فاصله لامپ بر حسب سانتی‌متر ≥20(

y  = -0/3461(0/02) + 48/678       →       y    ≈ 48/67
پیش‌بینی این وضعیت تقریباً مشابه قسمت قبل استی عنی وقتی لامپ به گیاه 
خیلی نزد کیمی‌شود تغییر در تعداد حباب‌ها ایجاد نمی‌شود و پیش‌بینی واقعی 

به نظر نمی‌رسد و درست نیست.
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مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، استدلالک ردن، بازنمایی های چندگانه، پیوند و اتصال ریاضی با خارج 
ریاضی، ارتباطات،  مهارت پیش بینی، مهارت جست و جو در منابع اضافه، پرورش 

تفکر بصری
جهت  موجود  واقعی  وضعیت  با  مقایسه  و  ورزشی  موقعیت  در  برون‌یابی  هدف: 

معناداری پیش‌بینی
الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:

ب( معادله خط بهترین برازش به صورت زیر است:

/ / /== − + → ≈xy x y140 475 13 175 6 52
یعنی پس از 14 هفته زمان به پایان رساندن مسیر برابر 6/52 ثانیه خواهد شدک ه از 
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روی نمودار هم می‌توان آن راک ه به صورت خط چین مشخص شده، مشاهدهک رد.

پ( رکورد جهانی دو 100 متر برابر 9/58 ثانیه است و پیش‌بینی غیر واقعی بوده  و 
درست نیست.

ت( برای این پیش‌بینی از برون‌یابی استفاده شده است. خیر. زیرا از دامنۀ داده های 
جمع آوری شده در برونی ابی خیلی دور شده ایم و هیچ انسانی نمی‌تواند با این سرعت 

بدود.

مهارت ها و فرایندها:
بازنمایی های  استدلالک ردن،  اضافه،  منابع  در  جست و جو  مهارت  مسئله،  حل 

چندگانه، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی،  ارتباطات،  مهارت پیش بینی

جهت  موجود  واقعی  وضعیت  با  مقایسه  و  ورزشی  موقعیت  در  برون‌یابی  هدف: 
معناداری پیش‌بینی
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ب( معادله خط بهترین برازش به صورت زیر است:  )x سال و y تعداد شرکتک نندگان( 
y  =2/6456x   - 5104/5

x   = 2004    →     y   ≈ 197
x   = 2016    →     y   ≈ 229

پ( با مراجعه به اینترنت می‌بینیم در سال 2004 تعداد 201ک شور و در سال 
2016 تعداد 207ک شور شرکتک رده‌اندک ه با پیش‌بینی‌هاکی ی نیستند. علت 
این اختلاف این استک ه سال‌های 2004 و 2016 در محدوده سال‌هاییک ه در 
جدول آمده،ی عنی از سال 1948 تا2000 نیستند و برون‌یابی می‌باشند و در 

برون‌یابی ممکن است پیش‌بینی درست نباشد.
          / / xy x y== − → ≈20282 6456 5104 5 ت(                                             260
که این پیش‌بینی معنادار نیست زیرا از دامنه داده های جمع آوری شده دور شده ایم.

الف( نمودار پراکنش و خط بهترین برازش در زیر رسم شده است:
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بخش سوم: ميانه

اهداف بخش
 آشنايي با ميانه به عنوان يكي از شاخص‌هاي مركزي براي تحليل داده‌هاي يك 

نمونه
 استفاده از ميانه براي تحليل داده‌ها

 درك موارد استفاده از ميانه در مقايسه با ميانگين

پیش نیازهاي بخش
آشنايي با ميانگين

واژه‌هاي كليدي: ميانه

نگاه کلی به بخش
در اين بخش با درك اين موضوع كه ميانگين هميشه شاخص خوبي براي توصيف 
بيان  با  مي‌شود.  مطرح  ميانه  نام  به  معرفي شاخص جديدي  لزوم  نيست،  نمونه 
وضعيتي در زندگي روزانه، نمونه‌اي از تصميم گيري براساس شاخص‌هاي مركزي 
معرفي مي‌شود. ميانه »مقدار يا عددي« است كه تعداد داده‌هاي قبل و بعد از آن 
با هم برابر است. نكته اول در تأكيد بر واژه »مقدار« به جاي »داده« اين است كه 
ميانه ممكن است در بين داده‌ها نباشد )وقتي تعداد داده ها زوج است( به همين 
دليل از مقدار صحبت مي‌كنيم. برخي اوقات شنيده مي‌شود كه ميانه داده‌اي است 
كه نصف داده‌ها از آن بيشتر و نصف داده‌ها از آن كمتر است و اين جمله اشتباه 
ميانه  از  داده‌ها  نيمي از  از  كمتر  است  ممكن  داده‌ها،  تكرار  در صورت  زيرا  است 
كمتر يا بيشتر باشد. يا گاهي از جملات مطلقی مانند اينكه ميانه داده‌ها را نصف 
مي‌كند يعني %50 داده‌ها قبل و بعد آن قرار دارد صحبت مي‌شود که اين درصد‌ها 

1− قبل و 

2

n تقريبي است نه مطلق. براي مثال اگر تعداد داده‌ها فرد باشد، تعداد 

بعد از ميانه قرار دارند كه تقريباً %50 داده‌ها است. بنابراین، اگر بخواهيم با زبان 
درصد از داده‌ها صحبت كنيم بهتر است از »  تقريباً« استفاده كنيم. پس از تدریس 
این مفهوم در زمان مناسب، از هنرجویان بخواهيد با مثال اشكال دو عبارت بالا 

را نشان دهند.
نكته‌ايک ه در كار با ميانه بايد به آن توجه كرد اين است كه ميانه صرفاً به برابري 
تعداد داده‌ها بعد و قبل از آن توجه دارد و به بزرگي و كوچكي داده‌ها كاري ندارد. 
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يعني در حالت كلي نسبت به اندازه داده‌ها حساسيت ندارد )برعكس ميانگين كه 
با تغيير هر داده، مقدار آن تغيير مي‌كند(.

مي‌توانيد از هنرجويان بخواهيد كه مثال هايي ارائه كنند كه با تغيير اندازه داده‌ها، 
ميانه تغيير نكند.

از ميانه و تعميم‌هاي آن مانند چارك‌ها، ده کها، و صدك‌ها مي‌توان در مسائل 
اقتصادي استفاده كرد. براي مثال برای آنکه بدانند چه درصدي از افراد جامعه از 
يك دهم درآمد ملي بهره مي‌برند از دهك‌ها استفاده میک نند، يا برای شناخت 

اینکه نمره نصف هنرجويان از چه نمره‌اي كمتر است از ميانه استفاده مي‌شود. 

ورود به مطلب
قرار  شرايطي  در  را  هنرجو  كه  است  شده  طرح  موقعيتي  مطلب  به  ورود  براي 
تحليل  براي  يك شاخص  عنوان  به  ميانگين  دانستن  با  شود  متوجه  كه  مي‌دهد 
وضعيت نمي‌تواند به خوبي تصميم‌گيري كند. مشابه چنين وضعيتي را می‌توان با 
طرح سؤال‌هايی درک لاس ایجادک رد، مانند: قضاوت شما درباره عملكرد كلاسي 
كه نيمي  از هنرجويان آن نمره بالاتر از 17 گرفته‌اند چيست؟‌ آيا اگر توزيع نمرات 
هنرجوياني را نيز كه نمره آنها كمتر از 17 است، بدانيم، مي توانيم قضاوت بهتري 
داشته باشيم؟ اگر نيمي  از هنرجويان نمره كمتر از 10 گرفته باشند و نمره شما 

11 باشد، در مورد عملكرد شما چه مي‌توان گفت؟ 

فعالیت آموزشی

براي  خوبي  توصيف  ميانگين  كه  است  مواردي  با  آشنايي  فعاليت  اين  هدف 
تصميم‌گيري ارائه نمي‌كند و در نتيجه لزوم معرفي شاخص ميانه طرح مي‌شود. 

اهداف موضوعی:
در کنقش میانه در توصیف وضعیت داده ها و لزوم استفاده از آن،

مهارت ها و فرایندها:
1 حل مسئله،

2 پیوندها و اتصال ها،
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3 مقایسهک ردن.

حل فعالیت 4
 0/9 ، 1 ، 1/1 ، 1/2 ، 1/3 ، 1/7 ، 1/8 ، 3/2 ، 5/8                  1

2 عدد 1/3 میلیون تومان جواب است زیرا چهار عدد قبل از آن و چهار عدد بعد از آن 
قرار دارند.ی عنی تقریبا  ٪50 حقوق ها بزرگ تری ا مساوی با 1/3 میلیون تومان است. در این 
مسئله عدد میانه در کبهتری از حقوقک ارکنان نسبت به عدد میانگین به ما می دهد.

هدف:ی ادگیری میانه 
در این مثال هنرجو عدد تکراری 3 را مشاهده می‌کندک ه باید دو بار نوشته شود و 

سپس میانه به دست می‌آید.
در گفت و گو بین دبیر و دانش‌آموزان، دبیر می‌خواهد حقوق طاها )1/5( را به لیست 
حقوقک ارکنان اضافهک نند و چون تعداد داده‌ها زوج می‌شود چالشی در پیداک ردن 

عدد میانه به‌وجود می‌آید. 
اگر دانش آموزان لیست حقوق‌ک ارکنان را با اضافهک ردن حقوق طاها )1/5( دوباره 

بنویسند به صورت زیر خواهد شد:

0/9 ، 1 ، 1/1 ، 1/2 ، 1/3 ، 1/5 ، 1/7 ، 1/8 ، 3/2 ، 5/8

دانش آموزان مشاهده می‌کنند پس از مرتبک ردن، با دو قسمتک ردن داده‌ها هیچ 
عددی در وسط باقی نمی‌ماند بنابراین دنبال میانه می‌گردند. آنها ممکن است هر 
عددی مانند 1/35، 1/38 و غیره راک ه بین 1/3 و 1/5 هستند به عنوان میانه بیان 
کنند اما باید بدانندک ه به صورت قراردادی میانگین دو داده 1/3 و 1/5 را میانه 

می‌گیرندک ه برابر 1/4 است.
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هدف:ی ادگیری میانه با مثال‎های متفاوت
در این مثال هنرجوی اد می‌گیرد زمانیک ه داده‌ها تعدادشان زوج شود مفهوم میانه 

تغییر نمی‌کند بلکه با تعیین قرارداد، کی عدد به عنوان میانه محاسبه می‌شود.

میانۀ مصرف این خانواده ها برابر 13 است زیرا:
8 ، 10 ، 13 ، 13 ، 14 ، 14 ، 15

هدف:ی ادگیری میانه با مثال‎های متفاوت
در این مثال پس از مرتبک ردن داده‌ها مشخص می‌شودک ه میانه 13 است. میانه 
13 به این معنی استک ه مصرف نان تقریباً 50 درصد خانواده‌ها بیشتر از 13 عدد 

در هفته است.

هدف: سازماندهی تفکرات ریاضی درباره میانه و میانگین و استدلالک ردن

اهداف موضوعی:
1 تقویت مهارتی افتن میانه،

2 پیوندها و اتصال ها،
3 حل مسئله،

4 استدلالک ردن،
5 تفکر واگرا
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هدف: تمرین و استدلال 
1 داده‌ها را ازک وچ کبه بزرگ مرتب می‌کنیم :

2    3    3    4    5    6    7    8

=+/ میانه =4 5
4 5

2
چون تعداد داده‌ها زوج است پس از مرتبک ردن داده‌ها میانگین دو داده وسط 

برابر میانه است

2 اگر تعداد داده‌ها بدون تکرار و زوج باشد، عدد میانه در داده‌ها قرار ندارد.
3 چون عددها مرتب هستند و تعداد داده‌ها فرد است پس عدد میانه در داده‌ها 
قرار دارد و در جای هفتمی عنی در دایره قرار می‌گیرد. چون تعداد شرکتک نندگان 

عدد طبیعی است پس در مربع می‌تواند عدد 17ی ا 18 قرار داشته باشد.
11  ،  12  ،  13  ،13    ،  14  ،  15  ،  17 ،     ،  18  ،  19  ،  19  ،  20  ،  20

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله

هدف: سازماندهی تفکرات و ارائه مثال 
هر تعداد فرد داده‌ می‌تواند پاسخ درست باشد به طور مثال 12 ، 10 ، 9 ، 4 ، 3ک ه 

میانه برابر 9 است و در بین داده‌ها قرار دارد.
هر تعداد زوج داده‌ می‌تواند پاسخ درست باشد به طور مثال 20 ، 20 ، 18 ، 15 

+ است و در بین داده‌ها قرار ندارد. =18 20
19

2
که میانه برابر 

2 اگر همه داده ها 2 برابر شوند، میانه چه تغییری میک ند؟
مهارت ها و فرایندها:

مهارت مقایسه و الگویابی
هدف: مقایسه و استدلال و الگویابی

می‌توان تعدادی داده مثال زد مانند:  14 ، 10 ، 9 ، 7 ، 5ک ه میانه برابر 9 است.
اکنون داده‌ها را 2 برابر می‌کنیم: 28 ، 20 ، 18 ، 14 ، 10ک ه میانه برابر 18 است. 
حالا با مقایسه می‌توان فهمیدک ه میانه هم 2 برابر می‌شود. برای تعداد زوج نیز 

می‌توان مثال آورد.
به صورتک لی اگر a , b , c سه عدد مرتب شده باشند b میانه خواهد شدک ه با 2 
برابر شدن به صورت 2a .2b .2c خواهد شدک ه میانه برابر 2b می‌شود. برای تعداد 

زوج نیز این نتیجه حاصل خواهد شد.
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مهارت ها و فرایندها: مهارت مقایسه و ارزیابیک ردن، پیوند و اتصال ریاضی با 
خارج ریاضی،  ارتباطات

هدف: بهک ارگیری میانه، مقایسه و استدلال
72 ، 71 ، 70 ، 70 ، 70 ، 69 ، 66 ، 66 ، 65 ، 63 ، 60 ، 58 ، 55 : ورزشکار 

اول
      75 ، 72 ، 71 ، 70 ، 70 ، 68 ، 68 ، 65 ، 65 ، 60 ، 59 ، 58 : ورزشکار 

دوم
میانه تعداد پرتاب‌‎های ورزشکار اول برابر 66 و میانه تعداد پرتاب‌‎های ورزشکار دوم 

برابر 68 است. 
میانه نشان می دهدک ه تقریباً %50 پرتاب ها بیشتر از میانه و تقریباً %50 پرتاب ها 
کمتر از میانه هستند. دامنه تغییرات پرتاب های هر دو ورزشکار برابر است پس در 
ارزیابیک مکی نمیک ند. میانگین پرتاب های ورزشکار اول تقریباً 65/7 و میانگین 
پرتاب های ورزشکار دوم تقریباً 66/7 است. میانه، میانگین و بالاترین پرتاب ورزشکار 
دوم از ورزشکار اول بیشتر استک ه عملکرد بهتر ورزشکار دوم را نشان می دهد.

مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، تعمیم دادن
هدف: مقایسه و استدلال

الف( میانگین برابر 5/3 و میانه برابر 5 است.
ب( داده‌ها به صورت مقابل خواهند شد: 90 ، 5 ، 3

 میانگین برابر 32/6 و میانه برابر 5 است.
با مقایسه دو قسمت بالا می‌توان نتیجه‌ گرفت:

پ( با تغییرکی ی از داده‌ها میانگین همواره تغییر میی ابد. 
ت( میانه بهک وچکی و بزرگی داده‌های قبل و بعد از خود بستگی ندارد.
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مهارت ها و فرایندها: ارتباطات

هدف: ارتباطک لامی
میانه 17 مشخصک ننده آن استک ه تعداد داده‌های بعد از میانه و قبل از میانه با 
کیدیگر برابرند اما در مورد بیشترین وک مترین نمره و سایر نمره‌ها هیچ اطلاعاتی 

به ما نمی‌دهد. 

مهارت ها و فرایندها: ارتباطات

هدف: استدلال و ارتباطک لامی
می‌توان گفت دانش‌آموزانک لاس با میانه 17، وضعیت بهتری دارند زیرا حداقل نیمی 
ازک لاس نمره 17ی ا بیشتر گرفته اند. اما درک لاس دیگر حداقل نیمی ازک لاس نمره 
12ی ا بیشتر گرفته اند، هرچند در مورد نمره‌های زیر 17 نمی‌توان نظری ارائهک رد و 

ممکن است نمره‌های بیشتر از 12 هم خیلی خوب نباشند.

مهارت ها و فرایندها: 
استدلالک ردن،  پرورش تفکر واگرا

هدف: بهک ارگیری میانه، میانگین و استدلال 
چون میانگین 5 داده برابر 17 است پس مجموع داده‌ها برابر 85 = 17 × 5 است. 
میانه در جایگاه سوم باید قرار داشته باشد و عدد 14 است. با این شرایط چهار داده 

دیگر را باید بنویسیم. 

و و 14 و و

می‌توان پنج عدد 45 ، 15 ، 14 ، 9 ، 2ی ا پنج عدد 50 ، 17 ، 14 ، 2 ، 2 و غیره 
را در نظر گرفت. بنابراین مسئله جواب‌های زیادی دارد.
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بخش چهارم: نمودار جعبه‌اي

اهداف بخش
 آشنايي با چارك‌ها

 آشنايي با نمودار جعبه‌اي
 كسب مهارت رسم نمودار جعبه‌اي

 تحليل نمودار جعبه‌اي
 تفسير و توصيف وضعيت‌ها به كمك نمودار جعبه‌اي

پیش نیازهاي بخش
 آشنايي با دامنه تغييرات

واژه‌هاي كليدي: چارك اول، چارك سوم، نمودار جعبه‌اي

نگاه کلی به بخش
در اين بخش پس از معرفي چارك هاي اول و سوم، با مقايسه شاخص هاي عددي 
جعبه‌اي  نمودار  شود.  معرفي  شاخص‌ها  اين  از  هندسي  تعبيري  مي‌شود  سعي 
بهتر است مثال‌هايي زده شود  را تركيب مي كند.  شاخص‌هاي عددي و هندسي 
كه كمترين مقدار، بيشترين مقدار و چارك‌هاي برابر دارند ولي توزيع آنها يكسان 
نيست. از هنرجويان بخواهيد نمودار جعبه‌اي را با نمودارهاي ديگر مقايسه كنند. 
اين مقايسه باعث مي‌شود درك بهتري از موارد استفاده، نقاط قوت و ضعف نمودار 

پيدا كنند. 
براي تحليل  براي مثال عملكرد دو كلاس،  نمودارهاي جعبه‌اي مختلف،  مقايسه 

داده‌ها مورد تأكيد است. 
در معرفي چارك‌ها نيز، ملاحظاتي كه در ارتباط با ميانه مطرح شد بايد در نظر 
گرفته شوند. به اين نكته بايد توجه داشت كه چارك دوم در واقع همان ميانه است. 
نام چارك دوم  از  است، معمولاً  مقدار  اين  توصيف  واژه رسمي  براي  ميانه  چون 

استفاده نمي‌شود و از آن با ميانه نام برده مي‌شود. 

ورود به مطلب
براي ورود به مطلب موقعيتي طرح شده است كه در آن عملكرد دو كلاس با هم 
سريع  بيان  در  هندسي  ارائه  و  نمودارها  نقش  مقايسه  اين  در  مي‌شوند.  مقايسه 
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اطلاعات مشخص مي‌شود. 

فعالیت آموزشی
هدف اين فعاليت آشنايي با چگونگي رسم نمودار جعبه‌اي و توصيف وضعيت به 

كمك تفسير نمودار جعبه‌اي است. 

اهداف موضوعی:
1 آشنایی با نمودار جعبه ای،

2 توصیف وضعیت داده ها با استفاده از نمودار جعبه ای،
مهارت ها و فرایندها:

1 حل مسئله،
2 پیوندها و اتصال ها،

3 مقایسهک ردن،
2 بازنمایی ها.

پاسخ‌های )1، 2 و 3 (

10 ، 10 ، 10 ، 10 ، 12 ، 12 ، 15 ، 15 ، 17 ، 17 ، 17 ، 17 ، 19 ، 19 ، 20، 20

            C=11 D =18                                   M =16 
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20 9 8 7 6 18 19 10      
 

11 12 13 14 15 16 17 

M C D A B 

که روی شکل آن‌ها را مشخص می‌کنیم.

D بعد ازD قبل ازD و C بینC بازه نمراتقبل از

درصد تعداد نمرات دانش آموزان25755025

هدف: تحلیل نمودار جعبه‌ای و پراکندگی بین چارک‌ها
میانه و چار کاول و چار کسوم داده‌ها را به چهار قسمت تقریباً مساوی از نظر 
مشخص  هرقسمت  طول  بودن  بلندتر  نمودار  روی  از  می‌کندک ه  مشخص  تعداد 

کننده پراکندگی بیشتر در آن قسمت است.

 

20 9 8 7 6 18 19 10      
 

11 12 13 14 15 16 17 

M C D A B 

4( نمودار به صورت زیرک امل شده است:
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هدف: بهک ارگیری ریاضیات در تحلیل وضعیت تصادفات رانندگی 
در این مثال برای هنرجو دامنه تغییراتی ادآوری شده‌است تا فاصله تغییرات داده‌ها 
مشخص گردد سپس به رسم نمودار با نام گذاریک ه بعد از فعالیت 5 داده  شده 
پرداختیم. توصیف نمودار جعبه‌ای در آخر توضیح داده شده‌است. بلندتر بودن خط 
سمت راست جعبه نسبت به خط سمت چپ جعبه نشان دهنده پراکندگی بیشتر 

تعداد تصادفات در آن قسمت است.
جایگاه میانه را می‌توان به صورت زیر حسابک رد:

 تعداد داده ها
2

 تعداد داده ها < جایگاه میانه برای داده‌ها با تعداد زوج< 
2

 +1

 1+ تعداد داده ها = جایگاه میانه برای داده‌ها با تعداد فرد
2

در مثال بالا تعداد داده‌ها 20 است پس جایگاه میانه بین داده‌های دهم وی ازدهم 

20 اگر تعداد داده‌ها 15 تا باشد جایگاه میانه 

2
20 < جایگاه میانه< 

2
است. 1+ 

ی عنی میانه هشتمین داده است. + =15 1
8

2
برابر با هشت است زیرا 

هدف: مقایسه نمودارهای جعبه‌ای باکی دیگر در کی موضوع 
در این مثال مقایسه نمودارهای جعبه‌ای نمره‌های ریاضی سهک لاس انجام شده 

است.
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28 6 4 2 0 24 26 8    
   

10 12 14 16 18 20 22 

M  1 3  

اهداف:
1 تقویت مهارت محاسبه چار کها،

2 تقویت مهارت رسم نمودار جعبه ای،
3 تقویت مهارت تفسیر وضعیت داده ها با استفاده از نمودار جعبه ای،

4 حل مسئله،
5 بازنمایی ها،

6 پیوندها و اتصال ها،
7 استدلالک ردن،
8 مقایسهک ردن،

9 ارتباطات،
10 تفکر بصری.

ابتدا داده‌ها را مرتب می‌کنیم:

0 ، 0 ، 0 ، 1 ، 2 ، 2 ، 3 ، 5 ، 5 ، 8 ، 9 ، 12 ، 15 ، 16 ، 25

الف(                                                                     Q1 =1 = چار کاول
                           M =5 = میانه
                           Q3 =12 = چار کسوم                 

ب( تقریباً % 50 داده‌ها بین Q1 و Q3 یعنی داخل جعبه قرار دارند.

پ( با توجه به نمودار، پراکندگی در میزان بارندگی بعد از میانه بیشتر مشاهده 
است،ی عنی  بلندتر  چپ  سمت  دنباله  به  نسبت  راست  سمت  دنباله  می‌شود. 
از  بیشتر  بارش  بیشتر است. 50 درصد روزها  این قسمت  بارش‌ها در  پراکندگی 

24
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11 12 13 14 15 16 17 

M 1 3 

پ( با توجه به نمودار، پراکندگی در میزان بارندگی بعد از میانه بیشتر مشاهده 
است،ی عنی  بلندتر  چپ  سمت  دنباله  به  نسبت  راست  سمت  دنباله  می‌شود. 
از  بیشتر  بارش  بیشتر است. 50 درصد روزها  این قسمت  بارش‌ها در  پراکندگی 

24

5  میلی متر و 25 درصد روزها بارش بیشتر از 12 میلی متر داریم.
هدف: بازنمایی و ارتباطک لامی

الف( میانه برابر 8 است.

ب( چار کاولی ا Q1 برابر 6 است. % 25 داده‌ها قبل از آن و %75 داده‌ها بعد از 
آن قرار دارند.

پ( Q3 =12 و این عدد چار کسوم استک ه نشان می‌دهد %25 داده‌ها بعد از آن 
و %75 داده‌ها قبل از آن قرار دارند.

ت( تقریباً پنجاه درصد

ث( پراکندگی بیشتر داده‌ها 

هدف: بازنمایی و استدلال
نمودار جعبه‌ای کلاس کوشش:
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نمودار جعبه‌ایک لاس تلاش:

   

 

 20 9 8 7 6 18 19 10      
 

11 12 13 14 15 16 17 

M 1 3 

با توجه به نمودارهاک لاس تلاش عملکرد بهتری دارد چون 75 درصد دانش آموزانش 
بالایک لاس  از 25 درصد  بالایک لاس هم  و 25 درصد  بیشتر گرفته اند  از 14 

کوشش بهتر عملک رده است،ک لاس تلاش، عملکرد بهتری دارد.

مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، پرورش تفکر بصری
هدف: بازنمایی

الف( 60 
Q3 - Q1 =80-50=30 )ب

پ( تقریباً %75 داده‌ها قبل از چار کسومی عنی Q3 = 80 قرار دارند.

مهارت ها و فرایندها:
حل مسئله، استدلالک ردن، پرورش تفکر بصری، ارتباطات



191

هدف: مقایسه نمودارهای جعبه‌ای و استدلال

الف( با توجه به نمودار جعبه ایک لاس 1 پراکندگیک متری دارد.

ب( تقریباً 11

پ(ک لاس 1. زیرا %50 از داده هایک لاس 1ک ه بعد از میانه قرار دارند )نسبت به 
کلاس 2( به هم نزد کیتر هستند )که بیشتر از میانهک لاس 2 هم هستند(.

ت( خیر

مهارت ها و فرایندها:
استدلالک ردن، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی

هدف : استدلال 
با اطلاعات مسئله نمی‌توان نمودار جعبه‌ای راک امل رسمک رد فقط می‌توانیم مکان 
 Q1 و Q3 کوتاه‌ترین و بلندترین قد و میانه را مشخصک نیم. با داشتن فاصله بین

فقط طول جعبه مشخص می‌شود و محل Q1 و Q3 مشخص نمی شود.

مهارت ها و فرایندها:
پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات

هدف: مقایسه و استدلال 
ابتدا داده‌ها را مرتب می‌کنیم:

3/7 ، 3/8 ، 3/8 ، 3/9 ، 3/9 ، 4 ، 4 ، 4/2 ، 4/6 ، 4/7 ، 5/1 ، 5/2

M=4       و             Q1 =3/85       و       Q3 =4/65  )الف
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ب( چون عدد 4/1 از میانه )M=4( بیشتر است، مشخص می‌کندک ه در بین افراد 
قند خون بالایی داریم و باید مراقب قند خون خود برای حفظ سلامتی باشیم.

مهارت ها و فرایندها: 
بازنمایی های چندگانه، پیوند و اتصال ریاضی با خارج ریاضی، ارتباطات

هدف: بازنمایی و استدلال
ابتدا داده‌ها را مرتب می‌کنیم:

3 ، 4 ، 4 ، 5 ، 5 ، 5 ، 6 ، 7 ، 7 ، 8 ، 8 ، 9 ، 9 ، 10 ، 10 ، 11 ، 12

M =7     و    Q1 =5    و   Q3 =9/5

3 2 1 12 13 4    
   

5    6   7    8   9  10   11 

M  1 3  

تقریباً نیمی از غلاف‌ها بیشتری ا مساوی 7 دانه در خودشان دارند و %75 غلاف‌ها بیشتری ا 
مساوی 5 دانه دارند و هیچ غلافی خالی نیست بنابراین غلاف‌هایک فیت خوبی داشته‌اند.
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