
مقدمه
در اىن قسمت که شامل سه فصل است با الفبای نظرىۀ گراف ها وکاربردهاىش آشنا 
مى شوىم. عمدتاً از طبىعت جذاب گراف ها استفاده مى کنىم، شهود را به کار مى بندىم و با 
مثال های ملموس و معماهای گوناگون مفاهىم را روشن مى سازىم. در عىن حال دربست 
تسلىم شهود نمى شوىم و در مواردی اثبات دقىق قضاىا را ارائه مى دهىم. گاه از کاربردهاىى 
استفاده مى کنىم که ممکن است تاحدی بدىهى به نظر برسند، اما هرگز معماها و مسائل 
ظاهراً کوچک را که انگىزه بخش اند دست کم نمى گىرىم، زىرا در موارد بسىاری اىن گونه 
مسائل سرآغاز اىده ها و حتى نظرىه های مهم رىاضى بوده اند. از دانش پژوهانى که دورۀ 
اندازند و برای  را به کار  انتظار دارىم ذهن پوىای خود  را پشت سرگذاشته اند  دبىرستان 
پاسخگوىى به سؤال های عدىده ای که خود طرح مى کنند، ىا پرسش هاىى که در متن مطرح 
مى شوند ابتدا مثال های ساده و بعد رده های خاص گراف ها را مورد توجه قرار دهند و 
مطمئن باشند که در اىن زمىنه مى توانند مسائلى را مطرح کنند که در عىن سادگى بىان، 

بزرگ ترىن رىاضىدانان نىز از حل آنها عاجز باشند.

گراف ها و کاربردهای آن    ١ 
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در اىن فصل با بىان چند مثال زمىنه را براى تعرىف انواع گراف ها آماده مى کنىم و آن را با ارائهٔ 
چند تعرىف و قرارداد پاىان مى دهىم.

1ـ1ـ چند مثال
در قرن هىجدهم مىلادى شهر کونىگسبرگ از دو ساحل ىک رودخانه و دو جزىره تشکىل شده 
بود. در آن زمان هفت پل اىن چهار منطقه را به هم وصل مى کردند. معماى زىر سال ها شهروندان را 
سرگرم کرده بود: آىا امکان دارد با آغاز از ىکى از اىن مناطق در شهر گشتى زد، از هر پل ىک بار و 
تنها ىک بار گذشت، و به مکان اول بازگشت؟ اوىلر در سال 1736 با حل مسألهٔ پل هاى کونىگسبرگ 
نظرىهٔ گراف ها را بنىان گذاشت. وى به هر ىک از اىن چهار منطقه نقطه اى از صفحه را تخصىص داد 
و به ازاى هر پل بىن دو منطقه، پاره خط ىا کمانى بىن دو نقطهٔ متناظر با آنها رسم کرد. بدىن ترتىب مطابق 

شکل 1 به مدلى رىاضى دست ىافت و به سادگى پاسخ معما را که منفى است درىافت.

شکل 1ــ نماى شهرکونىگسبرگ و گراف مربوط به آن
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سه شکل مربوط به مثال 1

  شکل 4    شکل 3 شکل 2  

امروزه اىن مدل را ىک گراف ىا، به سبب وجود »چند« به اصطلاح خط بىن دو نقطه، به طور 
دقىق تر ىک گراف چندگانه مى نامند. اىنک ما هم مى توانىم مسائل مختلفى را به زبان نظرىهٔ گراف ها 

بىان کنىم.
مثال 1: فرض مى کنىم پنج تىم به نام هاى d،  c،b، a و e باىد دو  به  دو با ىکدىگر مسابقه بدهند. 

پس از چندى مى بىنىم که:
a با c ،b و e مسابقه داده )  و بر همگى پىروز شده است(.

b با a و d روبه رو شده )  و از هر دو شکست خورده است(.
c با d، a و e مسابقه داده )  بر d و e پىروز شده و از a شکست خورده است(.

d با c، b و e بازى کرده )  و b و e را شکست داده و از c شکست خورده است(.
e با c، a و d مسابقه داده است )پىروزى ها و شکست هاى e قبلاً مشخص شده اند(.

اىن وضعىت را مى توانىم به صورت ىک نمودار در صفحه مشخص کنىم. به ازاى هر تىم ىک 
نقطه در نظر مى گىرىم و دو نقطه را با پاره خط ىا کمانى به هم وصل مى کنىم هرگاه تىم هاى متناظر با هم 

مسابقه داده باشند. شکل 2 مدل مربوط به اىن وضعىت را نشان مى دهد.
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ممکن است به اىن وضعىت نمودار دىگرى هم نسبت داد و آن نمودار مربوط به مسابقات انجام نشده 
است. براى اىن کار باز هم به ازاى هر تىم ىک نقطه در نظر مى گىرىم و اىن بار دو نقطه را با پاره خطى به هم 
وصل مى کنىم هرگاه دو تىم مربوط با هم بازى نکرده باشند. نمودار مربوط به اىن وضعىت که در شکل 3 
نماىش داده شده است نشان مى دهد که براى تکمىل اىن دور از مسابقات سه مسابقه دىگر باىد برگزار شوند.

فرض مى کنىم که اىن مسابقات حتماً باىد برنده هم داشته باشند.)برندگان را قبلاً مشخص کرده اىم(. 
لذا مى توانىم هنگام رسم شکل 2 به جاى مثلاً پاره خط، پاره خطى جهت دار رسم کنىم که جهت آن از 
برنده به سوى بازنده باشد. با اىن ترتىب شکل 4 به دست مى آىد. اىن گراف نشان مى دهد که مثلاً تىم e از 
سه تىم c ،a و d شکست خورده و هنوز برنده نشده است. چنىن گرافى را گراف جهت دار مى نامىم.	
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	مثال 2: در درس شىمى دىده اىم که به هىدروکربن هاى اشباع شده نمودارهاىى نسبت مى دهند 
تا ساختار شىمىاىى آنها را به نماىش بگذارند. در شکل 5 چند نمونه از اىن هىدروکربن ها را که فرمول 

عمومى آنها CnH2n+2 است مى بىنىد.

شکل 5     ــ چند نمونه از هىدروکربن ها

C4H10  :اىزوبوتان C4H10  :بوتان CH4 :متان  C2H6 :اتان 
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مثلاً نمودار مربوط به اتان که چگونگى پىوند کربن ها و هىدروژن ها را نشان مى دهد ظرفىت کربن 
و هىدروژن را نىز مشخص مى کند. در شکل 5 مى بىنىم که با چهار کربن و ده هىدروژن دو هىدروکربن 
اشباع شدهٔ »مختلف« وجود دارند. بىش از دو تا چى؟ طبىعتاً پاسخ به اىن سؤال براى nهاى بزرگتر از 

	 4 آسان نىست.  
مثال 3: شرکتى ماىل است براى چهار شغل تمام وقت A3 ،A2 ،A1 و A4 کارمند استخدام 
کند. پنج نفر به نام هاى B4 ،B3 ،B2 ،B1     و  B5 براى تصدى اىن شغل ها داوطلب مى شوند که طبق 

فهرست زىر برخى صلاحىت تصدى بىش از ىک کار را دارند:
B1 مى تواند سه شغل A2 ،A1 و A3 را اداره کند.

B2 مى تواند دو شغل A3 و A4 را بپذىرد.

B3 قادر است هر ىک از شغل هاى A3 ،A2 و A4 را انجام دهد.

B4 و B5 هم مى توانند تنها متصدى شغل A3 باشند.

آىا با اىن پنج نفر، شرکت مى تواند براى پست هاى خالى متصدى پىدا کند؟ اىن مسأله چند جواب 
دارد؟ 

براى بررسى اىن وضعىت باز هم ىک مدل مى سازىم. به اىن صورت که در صفحه، چهار نقطه 
متناظر با چهار شغل موردنظر و پنج نقطهٔ دىگر متناظر با پنج داوطلب مذکور در نظر مى گىرىم و مطابق 
شکل 6 هر نقطهٔ i ≥ 5 ،bi ≤1، را با پاره خط ىا پاره خط هاىى به نقاطى چون j ≥ 4 ،aj ≤1، در صورتى 
وصل مى کنىم که داوطلب Bi که با نقطهٔ bi در تناظر است صلاحىت انجام شغل Aj را که با نقطهٔ aj در 

تناظر است داشته باشد.
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واضح است که براى تصدى A1 تنها ىک داوطلب وجود دارد و لذا اىن شغل به B1 تخصىص 
داده مى شود. حال تنها B3 براى تصدى A2 باقى مى ماند. چون B2 و B3 تنها داوطلبان احراز پست 
A4 هستند و B3 قبلاً به کار A2 گماشته شده است، A4 باىد الزاماً به B2 سپرده شود. حال براى تصدى 

 B1 پس اىن مسأله تنها دو جواب دارد و شرکت مجبور است .B5 و B4 :دو داوطلب باقى مى مانند A3

را به کار B3 ،A1 را به کار B2 ،A2 را به کار A4 و B4 ىا B5 را به کار A3 بگمارد.  

1ـ2ـ چند تعرىف و قرارداد
در زندگى پىچىدهٔ امروزى به مسائل فراوانى برمى خورىم که براى حل آنها مجبورىم از مدلى 
رىاضى مانند گراف استفاده کنىم. لذا لازم است اىن وضعىت ها را به صورت مجرد درآورىم و با الهام 
گرفتن از همىن مسائل به بررسى وىژگى هاى اىن مجردات بپردازىم. نظرىهٔ گراف ها به همىن ترتىب به وجود 

آمده و به سرعت در حال رشد و شکوفاىى است.
همان گونه که دىدىم گراف ها انواع گوناگون دارند. مثلاً برخى جهت دار و برخى چندگانه اند. برخى هم 
نامتناهى اند، به اىن معنا که بى نهاىت نقطه ىا بى نهاىت خط دارند. اىنک در بىن انواع گراف ها تعرىف رسمى 
ساده ترىن نوع را ارائه مى کنىم. در اىن قسمت تقرىباً همه جا سروکار ما با همىن گراف هاى )ساده( است.

تعرىف: گراف )سادۀ( G زوجى مرتب چون )V,E( است که در آن V مجموعه اى متناهى 
 V است. اعضاى V زىرمجموعه اى از مجموعهٔ تمام زىرمجموعه هاى دو عضوى E و ناتهى است و
را رأس هاى G و اعضاى E را ىال هاى G مى نامىم. مجموعهٔ رأس هاى G را با V(G) و مجموعهٔ 

ىال هاى آن را با E(G) هم نماىش مى دهىم.
به ىاد داشته باشىد که هر عضو ىک مجموعه تنها ىک بار در آن ظاهر مى شود. مثلاً نمى نوىسىم 

.}a, b{ بلکه مى نوىسىم }a, a, a, b ,b{
مثال 4: اگر V= {a, b , c, d, e} و E= {{a, d} , {b, c}, {b, e}} آن گاه بنا به تعرىف، 

G=(V, E) گرافى است که پنج رأس و سه ىال دارد.   	 

شکل 6    ــ گراف مربوط به مثال 3
b4 b5b3b2b1

a4a 3a 2a1
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 {u, v} براى سادگى، به جاى ،{u, v}∈E(G) و u , v∈V(G) ،G قرار داد: اگر در گراف
مى نوىسىم uv و مى گوىىم در G دو رأس u و v مجاورند. در اىن صورت گاهى گفته مى شود رأس 
 u از رأس uv ىال G واقع است. اصطلاح راىج دىگر اىن است که در uv بر ىال )v همچنىن رأس( u

)همچنىن از رأس v( مى گذرد ىا مرور مى کند. رأس هاى u و v دو سر ىال uv نام دارند.
مثال 5: اگر V= {a, b , c, d, e} و E= {ab,ac, ae, bd, cd, ce, de} آن گاه بنا به تعرىف، 
G=(V, E) گرافى است که پنج رأس و هفت ىال دارد. در اىن گراف مثلاً دو رأس a و b مجاورند زىرا 
ab∈E ولى دو رأس b و e مجاور نىستند، زىرا be∉E. واضح است که در اىن گراف از رأس a سه 

	 ىال و از رأس b دو ىال مى گذرد.  
توجه دارىد که هر گراف را مى توان با ىک نمودار، موسوم به نمودار گراف، نىز نماىش داد. 
براى اىن کار به ازاى هر رأس G نقطه ىا داىرهٔ کوچک دلخواهى، مثلاً در صفحه، در نظر مى گىرىم و دو 
نقطهٔ متماىز را با پاره خط ىا کمانى به هم وصل مى کنىم به شرطى که مجموعهٔ متشکل از دو رأس متناظر 
با آن دو نقطه عضوى از E باشد. ىک نمودار گراف مثال 4 را در شکل 3 و ىک نمودار گراف مثال 
5 را در شکل 2 نماىش داده اىم. شکل 6 نمودارى از گراف G=(V, E) را نماىش مى دهد که در آن:

V= {a1, a2 , a3, a4, b1, b2, b3, b4, b5} 	
E= {a1b1, a2b1 , a2b3,a3b1, a3b2, a3b3, a3b4, a3b5, a4b2, a4b3} 	

در اىن گراف از رأس a3 پنج ىال مرور مى کنند؛ ولى از هر ىک از دو رأس a1 و b5 تنها ىک 
ىال مى گذرد.

مثال 6: اگر V(G) = {a, b , c, d} و E(G) = {ab , ac, bd} آن گاه G گرافى است که چهار 
رأس و سه ىال دارد. 

سه نمودار از اىن گراف را در شکل هاى زىر رسم کرده اىم.
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سه نمودار مربوط به گراف مثال 6
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  شکل 9شکل 8  شکل 7  
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شکل 10ــ گراف مربوط به مثال 7

واضح است که در شکل هاى 8 و 9 نقطهٔ برخورد کمان هاى ac و bd متناظر با هىچ رأس اىن 
	 گراف نىست.  

نقطه  را  به همىن دلىل رأس  و  آن ىکى مى گىرىم  با خود  را  نمودار گراف  براى راحتى گاهى 
وىال را خط هم مى نامىم. توجه دارىد که نمودار گـراف براى درک بهتر مطلب رسم مى شود و باىد 

حتى الامکان ساده باشد.
 E(G) = {v1v2, v1v3 , v2v3} و  V(G) = {v1, v2 , v3, v4, v5} با G مثال 7: فرض کنىد گراف
 G با هىچ رأس دىگر v4 پنج رأس و سه ىال دارد. در اىن گراف مثلاً رأس G داده شده است. آن گاه

	 مجاور نىست. نمودار G به صورت زىر است که سه »بخش جدا از هم« دارد.  

v4

v2

v5

v3

v1

مثال 8: گراف مربوط به بوتان که در شکل 5 رسم شده است 14 رأس و 13 ىال دارد. اىن 
گراف تنها ىک »بخش« دارد و در آن مثلاً رأسى وجود دارد که دقىقاً با چهار رأس دىگر مجاور است 

	 ولى به طور مثال رأسى وجود ندارد که دقىقاً با سه رأس دىگر مجاور باشد.  
توجه کنىد که اگر در تعرىف گراف )سادهٔ( G تغىىر کوچکى بدهىم تعرىف گراف جهت دار به دست 

مى آىد که کاربردهاى فراوان دارد.
تعرىف: گراف جهت دار G زوجى مرتب چون )V,E( است که در آن V مجموعه اى متناهى 

و ناتهى است و E زىرمجموعه اى از مجموعهٔ تمام زوج هاى مرتب متشکل از اعضاى V است.
 V= {a, b , c, d, e} مى توانىم به هر گراف جهت دار هم نمودارى نسبت دهىم. به عنوان مثال، اگر
و E= {(a, b) , (a, c), (a, e), (c, d) , (c, e) , (d, b) , (d, e)} آنگاه )V,  E( گراف جهت دارى است که 
 u, v∈V نمودار آن در شکل 4 نماىش داده شده است. توجه دارىد که در ىک گراف جهت دار به ازاى هر

با شرط  u ≠ v حداکثر دو به اصطلاح ىال جهت دار ىکى از u به v و دىگرى از v به u وجود دارند1.

1ــ در تعرىف گراف جهت دار بسىارى از مؤلفان E را مجموعه اى از زوج هاى مرتب متشکل از اعضاى متماىز V مى گىرند. بدانىد 
که با اىن شرط مثلاً با 2 رأس 3 و با 8 رأس 1،793،359،192،848 گراف جهت دار »متفاوت« وجود دارند!



8
ریاضیات گسسته

1ـ3ـ تمرىن ها
1ــ در مثال 3 اگر علاوه بر شراىط داده شده، B5 قادر به انجام کار A4 نىز باشد شرکت به چند 

طرىق مى تواند پست هاى خالى را پر کند؟
2ــ در مثال 3 اگر علاوه بر شراىط داده شده، B2 قادر به انجام کار A2 نىز باشد شرکت به چند 

طرىق مى تواند پست هاى خالى را پر کند؟ )پاسخ 4 است.(
3ــ مسلماً دبىرستان شما در مسابقه هاى زىادى شرکت مى کند. ىکى از مسابقه ها را در نظر بگىرىد 

ودر پاىان گراف ىا گراف جهت دار مربوط به آن را مشخص کنىد.
4ــ گراف G= (V,  E) با V = {v1, v2 , v3, v4, v5, v6, v7} و 

                  E= {v1v2, v1v4 , v2v3 , v2v4 , v3v4 , v5v6}  را در نظر بگىرىد.
الف( نمودار اىن گراف را رسم کنىد.

ب( اگر اىن رأس ها هفت شهر و اىن ىال ها جاده هاى موجود بىن اىن شهرها را نماىش دهند، آىا 
تنها با عبور از اىن جاده ها مى توان از هر شهرى به شهر دىگر سفر کرد؟

پ( اىن گراف از چند »بخش جدا از هم« تشکىل شده است؟ )پاسخ 3 است.(
5   ــ در زبان عربى کلمهٔ »شجر« به معناى درخت است و درخت گراف خاصى است که بعداً در 
فصل 3 بررسى خواهد شد. دربارهٔ ارتباط بىن »شجره نامهٔ خانوادگى« و گراف ها چه مى دانىد؟ شجره نامهٔ 

خانوادگى خود را رسم کنىد.
6   ــ شش بازهٔ باز )6,9( , )3,8( , )3,4( , )2,5( ,)1,4( , )0,2( از اعداد حقىقى داده شده اند. با 
اىن بازه ها گرافى چون G مى سازىم که رأس هاىش متناظر با اىن بازه ها باشند و دو رأس G با اىن شرط 
مجاور باشند که بازه هاى مربوط متماىز باشند و اشتراک آنها تهى نباشد. مثلاً چون اشتراک بازه هاى 
)0,2( و )1,4( تهى نىست رأس هاى مربوط باىد مجاور باشند. اما چون اشتراک بازه هاى )0,2( و )2,5( 
تهى است رأس هاى مربوط به اىن دو بازه نباىد مجاور باشند. )چنىن گرافى را گراف بازه ها مى نامىم.(

الف( نمودار گراف بازه هاى داده شده را رسم کنىد.
ب( با معرفى پنج بازهٔ مناسب نشان دهىد گراف شکل 3 را مى توان گراف بازه ها دانست.

پ( نشان دهىد گراف شکل 2 نمى تواند گـراف بازه ها باشد؛ ىعنى، پنج بازهٔ باز نمى توان ىافت که 
گراف مربوط به آنها، طبق تعرىف، »همان« گراف شکل 2 باشد.

توجه: گراف هاىى که از بازه ها به دست مى آىند در باستان شناسى، ژنتىک و در تحلىل ادبى کاربرد 
دارند. درک عمىق اىن کاربردها مستلزم آگاهى از زمىنه هاى مربوط است.
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مجلۀ رىاضى

مى گوىند در روزگاران پىش نقشه کش ها از اىن »  واقعىت  « آگاه بودند که هر 

نقشۀ جغرافىاىى مسطح ىا کروی را مى توان با حداکثر چهاررنگ طوری رنگ کرد که 

مناطق »مجاور« رنگ های متفاوت داشته باشند. شاىد هم مسألۀ چهاررنگ از تراوشات 

ذهن رىاضىدانان باشد. به هر تقدىر، نخستىن مرجع مکتوب اىن مسأله نامهٔ مورخ 

23 اکتبر 1852 مىلادی اِ . دمورگن به وىلىام همىلتن است. مسألۀ چهار رنگ که 

به »مرض« چهاررنگ هم شهرت ىافت بىش از ىک قرن به طور جدی ذهن بسىاری را 

به خود مشغول داشت و در نظرىهٔ گراف ها معادل های بسىاری برای آن مطرح شد.

سرانجام در سال 1977 مىلادی ک. اَپِل وو. هَکِن با استفاده از قضىه های 

فراوان و 1200 ساعت از وقت ىکى از سرىع ترىن کامپىوترهای زمان اىن مسألهٔ 

سرکش را مهار و »قضىهٔ« چهاررنگ را »ثابت« کردند. اما، هنوز هم مرض چهاررنگ 

شىوع دارد و بسىاری به فکر ارائهٔ اثباتى سنتى و حتى الامکان ساده برای آن هستند.


