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مقدمه

نظرىهٔ اعداد ىکى از شاخه های زىبا و جالب رىاضى است که رىشه در تارىخ بشر دارد 

و به دلىل زىباىى و کاراىى همواره مورد علاقه بوده است. پىشرفت های علوم دىگر مانند 

کامپىوتر و رمز  نگاری که تکىه بر نظرىهٔ مقدماتى اعداد دارند، به شادابى و زنده بودن اىن 

شاخه از دانش بشری کمک کرده اند. 

در اىن قسمت مباحثى مقدماتى از نظرىهٔ اعداد را ارائه مى دهىم و انتظار دارىم 

دانش آموزان عزىز با توجه به محتوای غنى اىن رشته و نىز تأثىر مثبت حل مسائل آن در 

جهت تقوىت تفکّر رىاضى، مسائلى جالب از نظرىهٔ اعداد را انتخاب و حل کنند.

نظریۀ  اعداد    2 
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4 ـ1ـ برخى از اصول نظرىۀ اعداد
نظرىهٔ اعداد شاخه اى از رىاضىات است که بىشتر به خواص اعداد طبىعى 

١,2,3,...
مى پردازد. در مورد چگونگى به وجود آمدن اعداد طبىعى اطلاع درستى در دست نىست، اما شواهدى 
وجود دارند که نشان مى دهند بشر اوّلىه اعداد طبىعى را براى شمارش مورد استفاده قرار داده است و 

به تدرىج روش هاىى را براى نماىش اعداد و انجام محاسبات اختراع کرده است.
شمارش گوسفندان قبل از رفتن به چرا و پس از بازگشت آنها با استفاده از مفهوم تناظر ىک به 
ىک بىن مجموعهٔ گوسفندها و زىرمجموعه اى از اعداد طبىعى، ىا به صورت ىک انگشت، ىا ىک علامت 
روى سنگ و ىا کنار  گذاشتن ىک تکه چوب به جاى هر گوسفند، حتى هنوز هم گاهى به طور ابتداىى 
معمول است. اىن عمل که براى تهىهٔ آمار و حتى رأى گىرى هاى ساده هم به کار مى رود از شواهد اوّلىهٔ 

شناخت اعداد طبىعى است.
دنبالهٔ اعداد طبىعى از 1 شروع مى شود و هر عضو دىگر آن با افزودن ىک واحد به عدد قبلى 

به دست مى آىد.
در سال هاى گذشته، با مجموعهٔ اعداد طبىعى 

N = {1,2,3,...}  

4 
صل

ف



26
ریاضیات گسسته

و عمل هاى جمع و ضرب آنها و با وىژگى هاى اىن دو عمل اصلى و نىز با عمل تفرىق روى مجموعهٔ 
اعداد صحىح 

Z = {..., -3 , -2 , -1, 0 , 1 , 2 , 3, ...}  
آشنا شده اىم.

ما در اىنجا ساختار اعداد صحىح را به روش اصل موضوعى مطرح نکرده بلکه فقط  اصل 
زىربناى  عنوان  به  را  رىاضى«  »استقراى  موضوع  اصل  آن  معادل  ىا  و  »خوش ترتىبى«  موضوع 

قضىه هاى نظرىهٔ اعداد بىان مى کنىم.

اصل خوش ترتىبى
 ،S ≠ ∅ و S ⊂ N هر زىرمجموعهٔ ناتهى از اعداد طبىعى داراى کوچک ترىن عضو است، ىعنى اگر

 ،S متعلق به s وجود دارد که به ازاى هر s0 مانند S آن گاه عضوى از
s0 ≤ s  

)کوچک ترىن عضو مجموعهٔ A را عضو ابتداى مجموعهٔ A هم مى نامند(١.

اصل استقرای رىاضى
هر زىر    مجموعهٔ S از N که داراى دو خاصىت زىر باشد، با مجموعهٔ N برابر است:

1∈S )الف
.n + 1∈S آن گاه ،n∈S ب( هرگاه

با پذىرفتن هرىک از اصل هاى فوق مى توان اصل دىگر را به   عنوان ىک قضىه اثبات کرد.

4ـ2ـ معادل های اصل استقرای رىاضى
معادل هاى دىگرى براى اصل استقراى رىاضى وجود دارند که برخى را در اىنجا مطرح مى کنىم:

الف( فرض کنىم )n(P عبارتى دربارهٔ عدد طبىعى n باشد. اگر )P)1 درست باشد و به ازاى هر 
 n به ازاى هر عدد طبىعى P)n( نتىجه شود، آن گاه P)n+1( درستى ،P)n( از درستى n عدد طبىعى

درست است.

١ــ نماد s0 = min S براى کوچک ترىن عضو مجموعهٔ S به کار مى رود.
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تعمىم اىن مطلب به صورت زىر است:
ب( فرض کنىم )n(P عبارتى دربارهٔ عدد صحىح n باشد. اگر به ازاى ىک m∈Z ، )P)m درست 
باشد واگر به ازاى هر n ≥ m، از درستى )n(P درستى )n+1(P نتىجه شود، آن گاه )P)n به ازاى هر 

عدد صحىح n ≥ m درست است.
مى توان ثابت کرد که الف، ب و اصل استقراى رىاضى دو به دو معادل اند. 

درکتاب جبر و احتمال، مثال هاى متعددى وجود دارند که ما را با نحوهٔ استفاده از اصل استقراى 
رىاضى آشنا مى کنند. در اىنجا ذکر ىک نکته را ضرورى مى دانىم:

در اثبات به روش استقرا باىد درستى هر دو شرط بررسى شوند. مثلاً، عبارت زىر را درنظر بگىرىد:
1 + 3 + 5 + … + )2n-1( = n2 + 3  

اگر چه گام دوم استقراى رىاضى )ىعنى اثبات درستى به ازاى n + 1، با فرض درست بودن به 
ازاى n( برقرار است ولى هىچ عدد طبىعى n در اىن عبارت صدق نمى کند.

همان طور که گفتىم مى توان ثابت کرد که اصل خوش ترتىبى و اصل استقراى رىاضى معادل اند. 
ىعنى مى توان به دلخواه ىکى را اصل گرفت و دىگرى را به عنوان قضىه ثابت کرد؛ مثلاً دارىم:

قضىۀ 1: اصل استقراى رىاضى از اصل خوش ترتىبى نتىجه مى شود.
 .P = N مى خواهىم ثابت کنىم .n +1∈P آن گاه n∈P 1 و اگر∈P، P ⊂ N اثبات: فرض کنىم
 t0 ≠ 1 .مى نامىم t0 کوچک ترىن عضوى دارد که آن را T لذا .T = N -P ≠ ∅ اگر چنىن نباشد پس
)چرا؟(، پس t0 -1 ∈N و t0-1< t0، لذا t0 -1 ∉ T، ىعنى t0 -1 ∈ P پس t0 -1 +1 = t0 ∈ P، که 

     .P = N در تناقض است. در نتىجه t0 ∈ T با
 

اصل استقرای قوی رىاضى
هر زىرمجموعهٔ S از N که داراى دو خاصىت زىر باشد، با مجموعهٔ N برابر است:

1∈S )الف
.n∈S باشند، آن گاه S در n ب( اگر اعداد طبىعى کوچک تر از

اصل استقراى قوى رىاضى با اصل استقراى رىاضى و در نتىجه با اصل خوش ترتىبى معادل 
است. براى نشان دادن نحوهٔ استفاده از اصل استقراى قوى رىاضى، به مثال زىر توجه کنىد:

مثال 1: چند جملهٔ اول دنبالهٔ موسوم به دنبالۀ اعداد لوکا عبارت اند از:
1   ,    3  ,   4 ,   7   ,   11 ,   18   ,  29   ,   47   ,  ...  
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اگر جملهٔ nام را با Ln نماىش دهىم اىن دنباله از به اصطلاح »رابطهٔ بازگشتى« زىر 
Ln = Ln-1 + Ln-2            n ≥ 3  

و شراىط اولىهٔ

L2 = 3 , L1 = 1  
،n به دست مى آىد. با استفاده از اصل استقراى قوى رىاضى ثابت مى کنىم که به ازاى هر عدد طبىعى 

 n
nL ( )< 7

4  
، آن گاه S∋1 و S∋2. )چرا؟( حال اگر n ≥ 3 و به ازاى هر  n

nS n : L ( ) = ∈ < 
 

7

4
N اگر 

. پس  n
nL ( ) −

− < 2
2

7

4
n و 

nL ( ) −
− < 1
1

7

4
k وقتى که k∈S، k < n، آن گاه 

n n n n
nL ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −< + = + <1 2 27 7 7 7 7

1
4 4 4 4 4  

      . n
nL ( )< 7

4
ىعنى n∈S. پس S = N. لذا براى هر عدد طبىعى n دارىم، 

 
4ـ3ـ تقسىم پذىری

ىکى از چهار عمل اصلى روى اعداد صحىح، تقسىم است. مى دانىم حاصل تقسىم دو عدد 
صحىح الزاماً ىک عدد صحىح نىست. مثلاً، حاصل تقسىم 12- بر 5، عدد صحىح نىست. در مواردى 
حاصل تقسىم عددى بر عددى دىگر ىک عدد صحىح مى شود مثل 12 و 6. در اىن حالت مى گوىىم 
عدد 6 عدد 12 را مى شمارد، ىا عدد 12 بر 6 تقسىم پذىر است. در واقع 12 ىک مضرب 6 است: 

2 * 6 = 12. در حالت عمومى تعرىف زىر را ارائه مى دهىم:
تعرىف: عدد صحىح a را بر عدد صحىح b ≠ 0، تقسىم پذىر ىا )بخش پذىر( گوىىم هرگاه عدد 
صحىحى مانند q ىافت شود به گونه اى که a = bq. در اىن صورت مى نوىسىم b|a و چنىن مى خوانىم: 
a بر b تقسىم پذىر است١ و ىا b  ىک شمارنده ىا مقسوم علىه a است. هرگاه a بر b تقسىم پذىر نباشد 
. در حالت b = 0، چون به ازاى هر q، q∈Z * 0 = 0، مى توان تعرىف تقسىم پذىرى  b | a مى نوىسىم 

را گسترش داد و عبارت »0 بر0 تقسىم پذىر است« را نىز پذىرفت. 

١ــ هرگاه  a بر b تقسىم پذىر باشد مى گوىىم b عدد a را مى شمارد )عاد مى کند(، ىا a مضرب b است، ىا b ىک سازهٔ )عامل( a است.
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در مثال فوق q = 2، a = 12، b = 6 و 2 * 6 = 12 و مى نوىسىم 12|6. از تعرىف بالا نتاىج 
زىر به دست مى آىند:

الف( صفر بر هر عدد b، تقسىم پذىر است.
ب( اعداد 1 و 1-، هر عدد صحىح را مى شمارند. )چرا؟(

با توجه به مفهوم رابطه که در سال هاى قبل با آن آشنا شده اىم، مى توان تقسىم پذىرى را به عنوان 
ىک رابطه با وىژگى هاى زىر بر مجموعهٔ اعداد صحىح درنظر گرفت.

.a|a پس ،a = a * 1 دارىم a 1ــ اىن رابطه بازتابى است، زىرا براى هر عدد صحىح
2ــ اىن رابطه تراىاىى است، ىعنى اگر a|b و b|c، آن گاه a|c. براى اثبات مى گوىىم: ىک عدد 

صحىح q وجود دارد که b = aq و ىک عدد صحىح ′q وجود دارد که ′c = bq. در نتىجه 
c = )aq(q′ = a)qq′(  

.a|c ىعنى
|6 2 3ــ اىن رابطه متقارن نىست، چون مثلاً 6|2 ولى 

4ــ اىن رابطه پاد متقارن نىست، چون مثلاً 2|2- و 2-|2 ولى 2≠2-. 

4ـ4ـ چند وىژگى تقسىم پذىری
با قضىه هاى زىر وىژگى هاى عمدهٔ تقسىم پذىرى را ارائه مى دهىم:

قضىۀ 2: به ازاى اعداد صحىح a و b، اگر a|b، آن گاه 
-a|-b )پ   a|-b )ب  -a|b )الف

 .|a| ≤ |b| آن گاه ،b ≠ 0 ث( اگر  .a|mb ،m ت( به ازاى هر عدد صحىح
b = aq = )-a()-q( اثبات: اگر a|b بنا به تعرىف b = aq. در نتىجه  

و نىز
-b = a)-q( = )-a(q  

m∈Z پس الف، ب و پ برقرارند. علاوه بر آن براى
mb = m)aq( = a)mq(  

.a|mb پس
 |q| ≥1 پس ،q ≠ 0 در نتىجه b ≠ 0 ولى .|b| = |a| |q| پس b = aq براى اثبات قسمت آخر چون

     .|a| ≤ |b| ىعنى
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c و b ،a قضىۀ 3: به ازاى اعداد صحىح
الف( اگر a|1، آن گاه a = ±1 )تنها مقسوم علىه هاى عدد 1، اعداد 1و 1- هستند(.

.a = ± b آن گاه ،b|a و a|b ب( اگر
.a|mb + nc دارىم ،n و m آن گاه به ازاى اعداد صحىح و دلخواه ،a|c و a|b پ( اگر

 a = 0 آن گاه ،|a| = 0 اما اگر .|a| = 1 و ىا |a| = 0 ىعنى |a| ≤ 1 آن گاه ،a|1 اثبات: الف( اگر
.a = ±1 در نتىجه .|a| = 1 0| پس ولى 1

ب( اگر a|b و b|a آن گاه عدد صحىح q وجود دارد که aq = b و عدد صحىح ′q وجود دارد 
که ′a = bq. پس:

b = aq = b)qq′(  

 .q′ = ±1 و لذا q′|1 ىعنى ،qq′ = 1 آن گاه b ≠ 0 اگر .a = b = 0 و در نتىجه a = 0 ًالزاما b = 0 اگر
a = ±b پس

پ( اگر a|b و a|c آنگاه عدد صحىح q وجود دارد که b = aq و عدد صحىح ′q وجود دارد که 
′c = aq. به ازاى اعداد صحىح دلخواه m و n دارىم

mb + nc = maq + naq′  
               = )mq + nq′(a  

پس:
a|mb +nc  
                                                                                                                           

 ـ  5   ـ الگورىتم تقسىم 4
اگر عدد صحىح a بر عدد طبىعى b تقسىم پذىر نباشد، در انجام تقسىم باقىمانده اى به جز صفر 
پىدا مى شود. کلىّت مسئله اگرچه ىک الگورىتم نىست ولى هنوز اسم سنتى خود »الگورىتم تقسىم« را 

حفظ کرده و عبارت است از:
قضىۀ 4: )الگورىتم تقسىم(: اگر a ىک عدد صحىح و b ىک عدد طبىعى باشد، آن گاه اعداد 

ىکتاى q ∈Z و r وجود دارند که 
a = bq + r , 0 ≤ r < b  

)q خارج قسمت، r باقىمانده، a مقسوم و b مقسوم علىه نامىده مى شوند.(
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اثبات: نخست نشان مى دهىم که r ، q ∈Z وجود دارند و پس از آن ىکتا بودن آنها را ثابت 
مى کنىم. چون b ، a و q اعداد صحىح اند، S = {a - bq > 0 : q ∈Z} ىک زىرمجموعه از اعداد 
طبىعى است. نشان مى دهىم که S تهى نىست و اصل خوش ترتىبى را به کار مى برىم. به ازاى عدد صحىح 

a - bq > 0، q = -|a| - 1؛ زىرا
a - bq = a + b|a| + b ≥ a + |a| + 1 ≥ 1 > 0  

پس به ازاى اىن مقدار  a - bq ∈ S ،q. لذا S داراى کوچک ترىن عضو است. کوچک ترىن 
عضو اىن مجموعه را r مى نامىم. در اىن صورت عددى صحىح مانند q وجود دارد که r = a - bq. ىعنى: 

a = bq + r  
اگر r > b، آن گاه

r - b = a - b )q + 1( ∈ S  
ولى چون b > 0 پس r - b < r که متناقض با کوچک ترىن بودن r است، پس r ≤ b. حال اگر 

r = b مقدار q1 = q + 1 را درنظر مى گىرىم. در اىن صورت
a = bq1  

که به جاى r1 = 0، r را درنظر مى گىرىم. پس همواره r < b ≥ 0. براى اثبات ىکتا بودن، فرض کنىم 
چنىن نباشد، ىعنى

a = bq1 + r1        0 ≤ r1 < b      ,      a = bq2 + r2      0 ≤ r2 < b  
پس:

0 = b)q1 - q2( + r1 - r2  
ىا

r2 - r1 = b)q1 - q2(  
ىعنى b |r2 - r1. اگر r2 - r1 ≠ 0، آن گاه |b ≤ |r2 - r1. از سوى دىگر 

-b < r2 - r1 < b  
ىعنى:

|r2 - r1| < b  
که اىن با |b ≤ |r2 - r1 تناقض دارد. پس r2 - r1 = 0. ىعنى r2 = r1 و چون q1 - q2 = 0، b ≠ 0 ىعنى 

      .q2 = q1

.b|a آن گاه ،r = 0 توجه کنىد که هرگاه
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qمثال 2: براى a = 1028 و b = 34، دارىم  = =  
1028

30
34  

، جزء صحىح عدد حقىقى x است.( x   )در اىنجا منظور از نماد 
r = 1028 - 30 * 34 = 8 و 

پس: 
1028 = 34 * 30 + 8  

 ىکى از کاربردهاى قضىهٔ الگورىتم تقسىم، دسته بندى اعداد برحسب باقىماندهٔ تقسىم آنها بر عدد 
طبىعى و ثابت b است.

مثال 3: باقىماندهٔ هر عدد صحىح بر 2، عدد 0 ىا 1 است. اىن مطلب اعداد صحىح را به دو 
دسته تقسىم مى کند. تمام اعدادى را که باقىماندهٔ آنها بر 2 ،  0 است، ىعنى 2 آنها را مى شمارد زوج و 

 Z = [0]2  [1]2 بقىهٔ اعداد را فرد مى نامند. ىعنى مى توان نوشت: 
که در آن

[0]2 = {n ∈Z: n = 2q, q ∈Z} = {n ∈Z :2|n}  
مجموعهٔ اعداد زوج، و 

[1]2 = {n ∈Z: n = 2q + 1, q ∈Z} = {n ∈Z : | n2 }  
                                                                                                                         

مجموعهٔ اعداد فرد است. 
به همىن ترتىب هر عدد صحىح را مى توان تنها به ىکى از صورت هاى

4q , 4q + 1, 4q + 2 , 4q + 3  
نوشت، که در آن q ∈Z. اىن مطلب اساس مبحث همنهشتى است که در سال گذشته با آن آشنا شده اىم.

4ـ6   ـ نماىش اعداد صحىح
استفاده از دستگاه دهدهى )اعشارى( متداول ترىن صورت نماىش اعداد است. اعداد طبىعى را 

مى توان به صورت ضراىب توان هاى 10 نماىش داد. مثلاً عدد 34765 عبارت است از:
3 * 104 + 4 * 103 + 7 * 102 + 6 * 101 + 5 * 100  

شاىد ىکى از دلاىل نماىش اعداد در دستگاه دهدهى ىا به اصطلاح در »مبناى ىا پاىۀ 10« وجود 
10 انگشت دست بوده که در شمارش طبىعى به کار مى رفته است. اىن نحوهٔ نماىش را ابتدا هندى ها 
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قبل از سال 800 مىلادى اختراع کرده اند. اىن مطلب را محمدبن موسى خوارزمى در کتاب »جمع و 
تفرىق، بر طبق حساب هندى« شرح داده و نماىش رقم صفر با نماد 0 هم براى اولىن بار در اىن کتاب آمده 
است. اروپاىى ها اىن دستگاه را هندى ــ عربى مى نامند. دستگاه دىگرى هم که در رىاضىات  اسلامى 
وجود داشته، دستگاه شصت شصتى بوده که مسلمان ها فکر آن را از بابلى ها گرفتند و آن را تکمىل 
کردند. مبناى اىن نماىش عدد شصت بوده است، که در ارتباط با محاسبات نجومى و تقسىم ساعت به 
60 دقىقه و دقىقه به 60 ثانىه است. با نماىش اعداد در مبناى 2 هم که در نماىش داخلى کامپىوتر به کار 

مى رود آشنا هستىم.
به طور کلى هر عدد طبىعى بزرگ تر از 1 مى تواند مبنا باشد.

قضىۀ 5: اگر b ىک عدد طبىعى بزرگ تر از 1 باشد، هر عدد طبىعى n را مى توان به طرىقى 
ىکتا به صورت 

n = akbk + ak-1bk-1 + ... + a1b + a0  
.ak ≠ 0 0 و ≤ aj ≤ b -1، j = 0,1,2,..., k ىک عدد حسابى١است و براى هر k نماىش داد، که در آن

اثبات: اگر الگورىتم تقسىم را متوالىاً به صورت زىر به کار گىرىم، قضىه ثابت مى شود. ابتدا 
n را بر b تقسىم مى کنىم.

n = bq0 + a0            0 ≤ a0 ≤ b -1  
 q0 = bq1 + a1           0 ≤ a1 ≤ b -1 حال q0 را بر b تقسىم مى کنىم 

اىن عمل را ادامه مى دهىم
 q1 = bq2 + a2                 0 ≤ a2 ≤ b -1  
 qj = bqj + 1 + aj + 1           0 ≤ aj + 1 ≤ b -1  

در دنبالهٔ …,q0, q1, q2 دارىم:
n > q0 > q1 > q2 > ... ≥ 0  

)دقت کنىد: qj > qj + 1 مگر وقتى کـه qj + 1= 0، چون در غىر اىن حالت، a  j + 1 ≥ 0، b > 1 و 
qj + 1 ≥ 1، پس  

)qj = bq  j + 1 + a  j + 1> q  j + 1  

 لذا اىن کار را حداکثر تا n مرحله مى توان ادامه داد. چون دقىقاً n - 1 عدد صحىح مختلف بىن 
١ــ هر عدد صحىح نامنفى را حسابى گوىند.

…
…
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صفر و n وجود دارند. پس در مرحله اى qk = 0 و دارىم:
qk-1 = b * 0 + ak     ,      0 ≤ ak ≤ b -1  

اگر به ترتىب به جاى هر  q0 ،q1 ،q2،… ،qk-2 ،qk-1 حاصل تقسىم آن را بنوىسىم، فرمول موردنظر 
به دست مى آىد و بدىهى است که ak ≠ 0، زىرا اگر ak = 0 آن گاه qk-1 = 0، و ىک مرحلهٔ قبل از آن توقف 

مى کردىم. اثبات ىکتاىى اىن نماىش را در مقاطع تحصىلى بالاتر خواهىد دىد.      
)در اىن حالت n را به صورت زىر نماىش مى دهند:

n = )akak-1ak-2... a1a0(b  
 b ها را ىک رقم در مبناىai مى نامند. هرىک از b در مبناى n اىن نماىش را١، نماىش عدد

گوىند و k +1، تعداد ارقام عدد n در مبناى b است و مى گوىند n در مبناى k + 1، b رقم دارد.(
نماىش اعداد در دستگاه دودوىى، ىا در مبناى 2، به دلىل کاربرد آن در کامپىوتر و نىز تناظرى 
که در رابطه با پرتاب سکه در احتمال دارد بسىار جالب است. علاوه بر آن، قضىهٔ 5 در رابطه با پىدا 

کردن باقىماندهٔ تقسىم بر برخى از اعداد به کار مى رود. به مثال زىر توجه کنىد.
مثال 4: قاعدۀ پىدا کردن باقىماندۀ تقسىم بر 3 ىا 9
اگر A = )an ... a1a0(10 مى دانىم اىن عدد برابر است با

A = an * 10n + an-1 * 10n-1 + ... + a1 * 10 + a0  

=
nn

n n( )a ( )a ( )a a
−

−+ + + + + + +
1

1 1 099 9 1 99 9 1 9 1
 

    


n n

n n n n( a a a ) a a a a
−

− −= + + + + + + + +
1

1 1 1 1 09 111 1 11 1


     
پس باقىماندهٔ تقسىم A بر 9  )ىا 3( برابر است با باقىماندهٔ مجموع 

an + an-1 + ... + a1 + a0  
بر 9 )ىا 3(. به روش مشابه، قاعدهٔ پىدا کردن باقىماندهٔ تقسىم ىک عدد بر 11 را نىز مى توان پىدا کرد. 

)چگونه؟(    

k است. ka a ...a a−1 1 0 ١ــ در برخى از کتاب ها نماىش اىن عدد به صورت 
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4ـ7ـ تمرىن ها
1ــ کوچک   ترىن و بزرگ ترىن عضو مجموعه هاى زىر را در صورت وجود پىدا کنىد:

A = {x ∈Z: 0 ≤ x < 5}  )الف
C = {x ∈Z: 0 < x ≤ 1}     )  ب
E = {x ∈Z: 0 ≤ x < 1}     )  پ

.١ )s ≤ s1 داشته باشىم s ∈ S که براى هر ،s1 ∈ S عبارت است از S ٔبزرگ ترىن عضو مجموعه(
2ــ زىرمجموعه اى از اعداد صحىح مثال بزنىد که کوچک ترىن عضو نداشته باشد.

3ــ ثابت کنىد که هر مجموعهٔ ناتهى از اعداد صحىح و از پاىىن کراندار، داراى کوچک ترىن 
عضو و هر مجموعهٔ ناتهى از اعداد صحىح و از بالا کراندار داراى بزرگ ترىن عضو است.

)ىادآورى مى کنىم که A ⊂ Z از بالا کراندار است اگر عددى مانند n ∈ Z ىافت شود که به 
ازاى هر  a ≤ n ، a ∈ A و همچنىن A ⊂ Z از پاىىن کراندار است اگر عددى مانند n ∈ Z ىافت شود 

).n ≤ a ، a ∈ A که براى هر
4ــ خاصىت ارشمىدسى:

ثابت کنىد اگر a و b دو عدد طبىعى باشند، آن گاه ىک عدد طبىعى n وجود دارد به طورى که 
.na ≥ b

n براى اعداد طبىعى n و k ≤ n ≥ 0 همىشه عدد طبىعى است. 
k

 
 
 

5 ــ ثابت کنىد 

6  ــ الف( براى n ≥ 2، ثابت کنىد:
n n +       

+ + + =       
       

2 3 1

2 2 2 3


 
،m ≥ 2 ب( با استفاده از قسمت الف و اىنکه براى هر عدد طبىعى

m
m m

 
+ = 

 
22

2  
ثابت کنىد که

n( n )(n )n + ++ + + =2 2 2 2 1 1
1 2

6


 

١ــ  نماد s1 = maxS  براى بزرگ ترىن عضو مجموعهٔ S به کار مى رود.
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7ــ کدام ىک از اعداد زىر بر 22 تقسىم پذىرند؟
ب( 444 الف( 0 

ت( 32516- پ( 1716 
.ac|bd ثابت کنىد c|d و  a|b ،c ≠ 0،a ≠ 0اعداد صحىح باشند و d و c، b، a 8     ــ الف( اگر

.ac|bc اگر و تنها اگر a|b اعداد صحىح باشند، آن گاه c ≠ 0 و b ،a ب( نشان دهىد اگر
 …،m2 ،m1 آن گاه براى اعداد صحىح دلخواه a|bi ،i = 1,2,...,n پ( ثابت کنىد اگر براى هر

و mn دارىم
a| m1b1 + m2b2 + ... + mnbn  

9ــ خارج قسمت و باقىمانده را در الگورىتم تقسىم هرىک از اعداد زىر، وقتى که بر 17 تقسىم 
شوند به دست آورىد.

ب( 44- الف( 100 
10ــ الف( ثابت کنىد حاصل جمع دو عدد صحىح زوج و همچنىن حاصل جمع دو عدد صحىح 

فرد، زوج است.
ب( ثابت کنىد حاصل ضرب دو عدد فرد، فرد است.

11ــ الف( ثابت کنىد حاصل ضرب هر دو عدد به صورت 4q + 1 و همچنىن حاصل ضرب هر 
)q ∈ Z ( .4 استq + 1 4، به صورتq + 3 دو عدد به صورت
ب( ثابت کنىد منبع هر عدد فرد به صورت 8q + 1 است.

12ــ نشان دهىد حاصل ضرب دو عدد به صورت 6q + 5 به صورت 6q + 1 است.
13ــ ثابت کنىد حاصل ضرب 3 عدد طبىعى متوالى بر 6 تقسىم پذىر است.

14ــ الف( عدد 236 را در مبناى 7 بنوىسىد.
ب( عدد 2)10010011( برابر چه عددى در مبناى 10 است؟

پ( عدد 1864 را در مبناى 2 بنوىسىد.
ت(  عدد 16)a35b06( را در مبناى 10 بنوىسىد.

)دقت کنىد که اگر مبنا بىشتر از 10 باشد، ارقام بىشتر از 9 را به ترتىب با d، c، b، a و … نماىش 
مى دهند، ىعنى مثلاً در مبناى e = 14، d = 13، c = 12،b = 11، a = 10 ،16 و f = 15. البته گاهى 

هم عدد بالا را با 16)6 0 11 5 3 10( هم نماىش مى دهند.(
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مجلۀ رىاضى

دستگاه اعداد رمزی را ابتدا ىونانى ها به کار گرفتند. در اىن دستگاه، اعداد 

را با حروف نماىش مى دادند. در دورهٔ بعد از ظهور اسلام نىز به وفور از حروف ابجد 

استفاده مى شد و محاسباتى با آنها صورت مى گرفت. اىن طرىقۀ محاسبه را حساب 

جُمّل مى گوىند و جدول آن به شرح زىر است :

ی ط ح زو هـدج بالف
١٢٣٤٥٦٧٨٩١٠

ص فعسنملک
٢٠٣٠٤٠٥٠٦٠٧٠٨٠٩٠

غظضذخثتشرق
١٠٠٢٠٠٣٠٠٤٠٠٥٠٠٦٠٠٧٠٠٨٠٠٩٠٠١٠٠٠

تارىخ  مادهٔ  عنوان  به  حوادث  تارىخ  ضبط  در  ابجدی(  )حساب  جُمّل  حساب 

به کار مى رود.


