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6  ـ1ـ مفهوم همنهشتى
مفهوم همنهشتى را در سال هاى قبل دىده اىم. در زىر خلاصه اى از آنچه را که خوانده اىم بىان 

داشته و قضیه هاى مربوط به آن را مطرح مى کنىم.
مسائلى از قبىل روزهاى هفته، ساعت و ماه که حالت گردشى داشته و با افزودن عدد ثابتى )7روز، 
24 ساعت و ىا 12 ماه( به وضعىت و شراىط قبلى برمى گردند به عنوان مثال هاىى عملى از نظرىهٔ همنهشتى 

هستند که در اواىل قرن نوزدهم به وسىلهٔ گاوس معرفى شد.
تعرىف: فرض مى کنىم m ىک عدد طبىعى باشد، دو عدد صحىح a و b رابه پىمانهٔ m همنهشت 

گوىند هرگاه a-b مضرب m باشد، ىعنى a-b بر m تقسىم پذىر باشد.
همنهشت بودن دو عدد a و b به پىمانهٔ  m را به صورت هاى زىر نماىش مى دهند:

a  ≡ b ) m  ٔپىمانه(
و ىا 

m
a b≡  

و مى خوانند » a همنهشت با b به پىمانۀ m است١«
8، زىرا  ≡/ مثال 1: )پىمانهٔ 6( 16 ≡  34، زىرا   18 =  16 -  34 بر 6 تقسىم پذىر است. ولى )پىمانه6ٔ( ٥

3=  5  -  8 بر 6 تقسىم پذىر نىست.     

١ــ حتى در مورد اعداد حقىقى مثلاً در مورد مقادىر زاوىه ىا طول کمان )برحسب رادىان( در داىرهٔ مثلثاتى )پىمانهٔ  x ≡ y (2π به کار 
مى رود.

6 
صل

ف
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توجه کنىد که نقىض )پىمانهٔ a  ≡ b  (m  را چنىن مى نوىسند:
a   ≡  b ) m  ٔپىمانه( 	

همان طور که در سال قبل دىدىم، همنهشتى ىک رابطهٔ هم ارزى روى مجموعهٔ اعداد صحىح 
است و لذا رابطهٔ همنهشتى به پىمانهٔ m، مجموعهٔ Z  را به دسته هاى هم ارزى افراز مى  کند. مجموعهٔ 

 ىا Z m و مجموعهٔ تمام اعداد صحىحى را که با a همنهشت 
m
Z تمام دسته هاى همنهشت به پىمانهٔ m را با 

a نماىش مى دهند. به پىمانهٔ m هستند با ]a[ ىا 
]a[ ىک دستهٔ هم ارزى و a نماىندهٔ اىن دسته است. اگر b عضو دىگرى از دستهٔ هم ارزى باشد، 

دارىم ]a] = [ b[ و به طور کلى مى توان ثابت کرد که 
 ]a] = [ b[ 	

اگر و تنها اگر
a  ≡ b ) m  ٔپىمانه( 	

مثلاً در همنهشتى به پىمانهٔ 6 دارىم:
]15 [ = ]3[= ]-3[ =  … 	
]-٧[ =]١[ = ] ٥[ =  … 	

  	
اگر چه در دسته هاى همنهشتى، هر عدد از ىک دستهٔ همنهشتى مى تواند نماىندهٔ آن دسته انتخاب 
به عنوان نماىنده  به هر دستهٔ همنهشتى را  شود اما معمولاً کوچک ترىن عدد صحىح غىرمنفى متعلق 

انتخاب مى کنند.
نکته: بنا به تعرىف، از )پىمانهٔ a   ≡  b (m  نتىجه مى شود  که a - b مضرب m است. ىعنى عدد 
صحىح k موجود است به طورى که a - b  = mk ىا a =b  + mk. ىعنى تمام اعداد صحىحى که با b به 

پىمانهٔ m همنهشت اند با افزودن مضربى از m بر b به دست مى آىند. بنابراىن:
[b] = { b + mk :k ∈Z  } 	

	مثال 2: مجموعهٔ تمام اعداد صحىح که به پىمانهٔ 7 با عدد 4 همنهشت اند عبارت است از:
[4] = { 4 +7k :k ∈Z  }={...,-10,-3,4,11,18,...} 	

  	
با توجه به آنچه گفته شد گزاره هاى زىر همگى معادل اند.
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ــ a به پىمانهٔ m با b همنهشت است.
ــ a و b به پىمانهٔ m همنهشت اند.

 a   ≡  b (m ٔــ )پىمانه
]a] = [b[ ــ

ــ a و b در ىک دستهٔ همنهشتى به پىمانهٔ m قرار دارند.
ــ  a-b  مضربى از m است.

m|(a-b) ــ
و با استفاده از الگورىتم تقسىم مى توان ثابت کرد که همهٔ گزاره هاى فوق با گزارهٔ زىر معادل اند:

ــ باقىمانده هاى تقسىم a و b بر m با هم برابرند. )چرا؟(

6   ـ2ـ برخى از وىژگى های همنهشتى
رابطهٔ همنهشتى داراى وىژگى هاى مشابهى نظىر جمع و ضرب در Z است. موارد زىر را قبلاً 

خوانده اىم.
 c آن گاه براى هر عدد صحىح ،a   ≡  b (m ٔ1ــ اگر )پىمانه

a+ c   ≡  b +c (m ٔپىمانه( 	
 a   ≡  b (m ٔآن گاه )پىمانه ،a+ c   ≡  b +c (m ٔ2ــ اگر )پىمانه

3ــ اگر )پىمانهٔ a   ≡  b (m و )پىمانهٔ c   ≡  d (m، آن گاه
ac   ≡  b d (m ٔو )پىمانه a+ c   ≡  b + d (m ٔپىمانه( 	

4ــ هرگاه )پىمانهٔ a1   ≡  b1 (m و … و )پىمانهٔ an   ≡  bn (m، آن گاه
 a1 + a2 +... +  an  ≡  b1 + b2 +... +  bn   (m ٔپىمانه( 	

و 
a1a2 ...  an  ≡  b1b2...bn   (m ٔپىمانه(                                                                         

.an   ≡  bn (m ٔپىمانه( ،n  ≥ 1 آن گاه براى هر a   ≡  b (m ٔ5   ــ هرگاه )پىمانه
مثال 3: مطلوب است باقى ماندهٔ 230 بر 17

از 16  = 24 و )پىمانهٔ 17) 1-  ≡   16 نتىجه مى شود که )پىمانهٔ 17) 1-  ≡   24 اما )پىمانهٔ 17) 7(1-)  ≡   7(24( 
یعنی )پىمانهٔ 17) 1-    ≡   228 از طرف دىگر دارىم )پىمانهٔ 17) 4  ≡   24 و درنتىجه

)پىمانهٔ 17)٤-   = ٤×(١-) ≡22× 228  =   230 	
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اما )پىمانهٔ 17) 13  ≡   4-، پس )پىمانهٔ  17) 13  ≡   230ىعنى باقى ماندهٔ 230 بر 17، عدد 13 است.
  	

c 6  ـ3   ـ تقسىم طرفىن ىک رابطۀ همنهشتى بر
،c آنگاه براى هر عدد صحىح ،a   ≡  b (m ٔمى دانىم که هرگاه )پىمانه

ac   ≡  bc (m ٔپىمانه( 	
  ac   ≡  bc (m ٔاگر )پىمانه ،c حال عکس اىن مطلب را بررسى مى کنىم. ىعنى آىا براى هر عدد صحىح

آنگاه )پىمانهٔ a   ≡  b (m؟ ابتدا به مثال زىر توجه کنىد:
/≡ اما قضىهٔ 

33 21

3 3
مى دانىم )پىمانهٔ 6) 21  ≡   33 ىعنى )پىمانهٔ 6) ٣×7  ≡   3×11 ولى )پىمانهٔ 6( 

زىر را در اىن مورد دارىم: 
قضىۀ 1: در رابطهٔ همنهشتى )پىمانهٔ  ac   ≡  bc (m دارىم

ma b(
d

≡ )پىمانهٔ  	
.d = (m,c) که در آن

اثبات: از فرض نتىجه مى شود که عدد صحىح k وجود دارد که
ac  -  bc = mk 	

ىعنى:
	)a  -  b) c = mk 	

اگر طرفىن اىن تساوى را بر d =(m,c) تقسىم کنىم، خواهىم داشت:

c m(a b) k
d d

− = 	

پس    )چرا؟(   m c( , )
d d

=1 چون  و  مى شمارد.  را  c(a b)
d

− عدد   ، m
d

صحىح  عدد  ىعنى 

یعنی: m (a b)
d

−

	a  ≡  b ( m
d

)پىمانهٔ   	
 	
مثال 4: از )پىمانهٔ  6) 2  ≡   8 نتىجه مى شود )پىمانهٔ  3) 1  ≡   4                                   
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 ax+by = c 6  ـ4ـ حل معادلۀ سىالۀ خطى
سؤال دىگرى که مطرح مى شود اىن است که آىا مى توان معادلهٔ 

)1(    ax +  by  =  c 	
را که با معادلهٔ همنهشتى

 ax   ≡  c (b ٔپىمانه( 	
هم ارز است، در Z حل کرد؟ در اىن معادله a,b,c∈Z. به عبارت دىگر، آىا مى توان عددهاى صحىحى 

چون x0, y0 را ىافت که
)2 (   ax0+ by0 = c 	

اگر عددهاى صحىح x0, y0 وجود داشته باشند که در رابطهٔ ) 2( صدق کنند، آن گاه مى گوىىم 
معادلۀ سىالۀ خطى ax + by = c جواب دارد. در اىن رابطه قضىهٔ زىر را دارىم:

قضىۀ 2: معادلهٔ سىالهٔ خطى ax+by = c در مجموعهٔ Z جواب دارد اگر و تنها اگر بزرگ ترىن 
مقسوم علىه مشترک a و b، عدد c را بشمارد.

اثبات: اگرd  =  (a,b) و d|c آن گاه عدد صحىح k وجود دارد که c  =  dk و چون d بزرگ ترىن 
مقسوم علىه مشترک  a و b است،d  =  am + bn که در آن. m, n∈Z بنابراىن

c  =  dk  =a(mk) + b(nk) 	
 ax + by = c صدق مى کنند. پس ax + by = c  ٔدر معادله y0= nk و  x0= mk ىعنى اعداد صحىح
داراى جواب است. برعکس اگر ax + by = c داراى جواب باشد، اعداد صحىح y0 و x0 وجود دارند 

 d|ax0 + by0 درنتىجه d|b و d|a اما چون .  ax0+  by0= c که
    .d|c ىعنى

	مى توان ثابت کرد که اگر d = (a,b)  و x0 و y0 ىک جواب براى معادلهٔ خطى ax+by  =  c باشد، 
.k  ∈ Z  است که در آن bx x k

d
= +0 ay و  y k

d
= −0 آن گاه تمام جواب هاى آن به صورت 

در مثال های زىر، روش هایى را براى حل معادله هاى سىاله نشان مى دهىم:
مثال 5: شخصى مى خواهد با بنُ، 5100 رىال کتاب بخرد. اگر بنُ ها، 500 رىالى و 200 رىالى 

باشند، چند بنُ 500  رىالى و چند بنُ 200 رىالى باىد بپردازد؟
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حل مسأله مستلزم پىدا کردن اعداد صحىح نامنفى x و y است که براى آنها
200x  +  500y =  5100 	

ىا
	2x  + 5 y = 51 	

چون 1= (5,2) و 51|1، معادلهٔ فوق جواب دارد. مى نوىسىم:

y y y yx y− − + − −= = = − +51 5 50 4 1 1
25 2

2 2 2
	

 .y=1-2m 1. ىا-y=2m وجود دارد که m ىک عدد صحىح است، ىعنى عددى مانند y−1

2
پس 

درنتىجه
	x=25 -2+4m +m = 5m +23 	

 m پس . m /−≥ = −23
4 6

5
m و  ≤ 1

2
ولى x و y منفى نىستند، پس 2m  ≥0-1 و 5m  +23  ≥0 ىا 

مقادىر 0 ، 1- ، 2- ، 3-    و4- را مى گىرد. ىعنى تعداد بن هاى 200 رىالى و 500 رىالى به ترتىب مى تواند 
جفت هاى زىر باشند:

9,3     7 , 8     5 ,13    3,18    1،23 	
 	

مثال 6: جواب های عمومی معادلهٔ سیالهٔ 7x +  5y  =11 را بیابید.

x y x , x


≡+ = ⇒ ≡ ⇒ ≡
 ≡

5
5 5

5

7 2
7 5 11 7 11 2 1

11 1 	

( , )
x x x

=
⇒ ≡ + ⇒ ≡ × ⇒ ≡

2 5 15 5 5
2 1 5 2 2 3 3

	k
x k x y

=
⇒ = + ⇒ = ⇒ = −

0

0 05 3 3 2 	

x k
y k

= +
⇒  = − −

3 5

2 7 	
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مجلۀ رىاضى

تابع حسابى اوىلر

اعداد طبىعى  تعداد  از  است  عبارت   φ(n)،n برای هر عدد طبىعى   : تعرىف 
کوچک تر از ىا مساوی با n که نسبت به n اول اند. اىن ضابطه، تابعى روی اعداد 

طبىعى تعرىف مى کند که آن را تابع حسابى اوىلر مى گوىند.
k در این صورت 

kn p ... pα α= × ×1
1 اگر 

k
(n) n( ) ... ( )

p p
ϕ = − −

1

1 1
1 1 	

.φ(p)=p-1 ىک عدد اول باشد آن گاه p بدىهى است که اگر
قضىۀ اوىلر  : اگر m عددی طبىعى و a عددی صحىح باشد که 1= (a, m) آن گاه 

aφ(m)   ≡  1 (m پىمانۀ( 	
قضىۀ وىلسن : اگر p عددی اول باشد آن گاه

(p-1)!   ≡  -1 (p پىمانۀ(	

    5  ـ تمرىن ها    6
1ــ دو عدد a و b به صورت هاى زىر نوشته شده اند:

a=7k+5  ,  b =7k ́-2 	
دستهٔ همنهشتى a  +2b را به پىمانهٔ 7 مشخص کنىد.

.a   ≡  b (d  ٔباشد، نشان دهىد )پىمانه m ىک مقسوم علىه d  و a   ≡  b (m ٔ2ــ هرگاه )پىمانه
3ــ ثابت کنىد

.a   ≡  r (m ٔپىمانه( باشد، آن گاه m بر a باقى ماندهٔ تقسىم  r اگر )الف
ب( اگر )پىمانهٔ a   ≡  b (m و c عدد صحىح باشد، آن گاه

ac   ≡  bc (m ٔپىمانه( 	
a   ≡  c-b (m ٔآن گاه )پىمانه ،a+b   ≡  c (m ٔپ( اگر )پىمانه
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ت( اگر m و c نسبت به هم اول باشند و )پىمانهٔ a c  ≡  bc (m، آن گاه
a   ≡ b (m ٔپىمانه( 	

 b و a 4ــ ثابت کنىد که براى هر دو عدد صحىح
(a   ±b)2=  a2+b2 (ab ٔالف( )پىمانه

(a   ±  b)3=  a3±b3 (ab ٔب( )پىمانه
5  ــ ثابت کنىد 1-211 بر 23 تقسىم پذىر است.

6   ــ آخرىن رقم سمت راست هرىک از اعداد 3424 و 7101 را به دست آورىد.
7ــ براى هرىک از معادلات سىالهٔ زىر ىا تمام جواب ها را به دست آورىد و ىا ثابت کنىد جواب 

ندارد.
17x  +  13y  =100 )ب 	2x  +  5y  =11 )الف

60x  +  18y  =97 )ت 	21x  +  14y  =147 )پ
8   ــ پستخانه اى فقط تمبرهاى 140 و 210 رىالى براى فروش دارد. براى چسباندن تمبر به 
بسته هاىى که مقدار تمبر لازم براى آنها هرىک از مقادىر زىر است، در صورت امکان ترکىبى از اىن دو 

نوع تمبر تعىىن کنىد.
ب( 4000 رىال الف( 3500 رىال	

مجلۀ رىاضى
برای اعداد طبىعى n  ≥3 معادلهٔ سىالهٔ xn  +  yn   =  zn هىچ جواب غىربدىهى در 

بىن اعداد صحىح ندارد.
بسىاری ازمطالعات و پىشرفت های نظرىهٔ اعداد مدىون تلاش برای حل اىن 
مسأله بوده که فرما در قرن هفدهم در حاشىهٔ کتاب حساب دىوفانتوسى خود ادعا کرده 
که اىن مسأله را حل کرده است. در سال 1993 با استفاده از نظرىه های پىشرفتهٔ 
رىاضى آندرو واىلز حلى برای آن ارائه کرد که پس از چندی اشکالى در آن پىدا شد. 
ولى سرانجام در سپتامبر 1994 )شهرىور ماه 1373( اشکال اىن حل به وسىلهٔ 

خود واىلز و با همکاری ىکى از همکارانش به نام تىلر برطرف شد.
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