
91
دوره پیش دانشگاهی

9  ـ1ـ متغىر تصادفى گسسته 
به طورى که قبلاً گفتىم در هر آزماىش تصادفى، فضاى نمونه اى را مشخص مى کنىم و به رخداد 
هر پىشامد آن عددى بىن 0 و 1 به عنوان احتمال نسبت مى دهىم. حال مى خواهىم مجموعهٔ دىگرى را 

به جاى فضاى نمونه اى قرار دهىم. ابتدا به مثال هاى زىر توجه کنىد. 
مثال 1: وقتى سکه اى را مى اندازىم، S داراى دو برآمد رو و پشت است. تابع X را بدىن 
صورت تعرىف مى کنىم که حوزهٔ تعرىف )دامنه( آن مجموعهٔ S با دو عضو رو و پشت و حوزهٔ مقادىر 

)برد( آن دو عدد 0 و 1 از محور اعداد حقىقى باشد. به عبارت دىگر 
 X )0 = )رو 	
 X )1 = )پشت 	

شکل 1  

9 
صل

ف
پشت 

رو  

10

چنىن تابع X را متغىر تصادفى مى گوىىم که دو مقدار 0 و 1را اختىار مى کند. چون احتمال رخداد 
1 است پس X=0 که نماىش سادهٔ 0 = )رو( X است و در واقع نمادى براى رخداد برآمد رو 

2
برآمد رو 

1 است. در واقع به جـاى جدول را 
2

1 و همىن طور احتمال X = 1 برابر 
2

است، داراى همان احتمال 
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قرار     مى دهىم. xiهـا مـقـادىر X و piهـا احتمال هـاى متناظر بـا آنهـا هستند. تـوجه کردىد کـه فضاى 
نـمـونـه اى،}پشت، رو{ = S، جاى خود را به مجموعهٔ }1 ، 0{ داده است.                                               

	مثال 2: در انداختن ىک تاس همگن مجموعهٔ S داراى 6 برآمد است. به هر برآمد S، احتمال 
1 را نسبت مى دهىم. اگر X تابعى باشد که بر هر برآمد S عددى صحىح از 1 تا 6 را که همان اعداد 

6
حک شده بر وجوه تاس اند نسبت دهد، ىعنى بر هر برآمد S نقطه اى از محور اعداد حقىقى را نسبت 
دهىم، متغىر تصادفى X با مقادىر صحىح 1 تا 6 به وجود مى آىد که احتمال هر مقدار آن، همان احتمال 

برآمد S متناظر با آن است )شکل 2(. پس جدول زىر براى رىزش تاس نتىجه مى شود.

شکل 2 

پشت      رو      برآمد 

1       احتمال
2

        1
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مثال 3: بر فضاى نمونه اى S، در مثال قبل، مى توان متغىر تصادفى دىگرى را تعرىف کرد. 
تابع X را تابعى بگىرىد که شماره هاى 1 ، 2 ، 3 و 4 را با نقطهٔ به طول 1 و شمارهٔ 5 را با نقطهٔ به طول 2، 

و شمارهٔ 6 را با نقطهٔ به طول 3 از محور اعداد حقىقى متناظر کند )مطابق شکل 3(.
در اىن صورت 

 X )1 ٔشماره( = X )2 ٔشماره( = X )3 ٔشماره( = X )4 ٔ1 = )شماره 	
 X )5 ٔ2 = )شماره 	
 X )6 ٔ3 = )شماره 	

 




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بنابراىن جدول احتمال زىر به دست مى آىد. 

توجه کنىد که رخداد )X = 1( ىعنى رخداد پىشامد }  شمارهٔ 4 ،  شمارهٔ 3، شمارهٔ 2، شمارهٔ 1 {، 
4 است. 	 

6
و مى دانىم اىن پىشامد داراى احتمال 

در متغىرهاى تصادفى اىن سه مثال، تعداد مقادىرى که هر متغىر اختىار مى کرد متناهى بود. متغىر 
تصادفى را در احتمال مقدماتى به صورت زىر تعرىف مى کنند: 

 X بر اعداد حقىقى است. اىن تابع را با S تعرىف متغىر تصادفى1 تابعى از فضاى نمونه اى
نشان مى دهىم. 

همان طور که در مثال هاى قبل دىدىم مجموعهٔ اعداد حقىقى ىک فضاى نمونه اى جدىد است. 
اگر حوزهٔ مقادىر X متناهى ىا شما را نامتناهى باشد متغىر تصادفى X را گسسته مى گوىىم. براى درک 
مطلب فرض کنىد فضاى نمونـه اى }S = }s1 , ... ,sn را دارىم و احتمال هــاىى کـه بــه ترتىب به 
برآمدها   S تخصىص داده اىم pn , ... ,p2 ,p1 باشند. تـابعى مانند X را درنظر مى گىرىم که حـوزهٔ تعرىف 
 ،S و حوزهٔ مـقـادىر آن نقاطـى از محور اعداد حقىقى است، به قسمى که هر برآمد ىا هـر پىشامد S آن

بـا نـقطه اى از محـور مـزبور متناظر باشد. در اىن صورت مطابق شکل 4،	
n kX(s ) x , X(s ) x , X(s ) x , X(s ) x , ... ,X(s ) x=  =  =  =   = 1 1 2 2 3 3 4 2 	

تابع X، متغىر تصادفى است و x2 ،x1، … و xk مقادىر آن هستند. 

شکل 3   
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1ــ در واقع متغىر تصادفى، نه متغىر است و نه تصادفى است، بلکه ىک تابع روى مدل احتمال است. 
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9 ـ2ـ تابع جرم احتمال 
تابع جرم احتمال ىک متغىر تصادفى گسسته X ، تابعى است که به هرىک از مقادىر X ، ىعنى به هر 
ىک از xiها i = 1 , 2 , ... , k احتمال P(X = xi) = pi را نسبت مى دهد. به صورت جدول، دارىم:

بدىهى است که p1 + p2 + ... + pk = 1. اگر نقاط به طول x2 ،x1، … و x3 را نقاطى مادّى 
تلقـى کنىم مـى تـوانىم p2 ، p1، ... و pk را بــه ترتىب جـرم اىن نقاط بگىرىم. بــه همىن دلىل رابـطـهٔ 	

 P(X = xi) = pi  و i = 1 , 2,... , n                                                                                     
تابع احتمال متغىر تصادفى X مى نامند. جدول بالا نشان مى دهد که  را تابع جرم احتمال ىا صرفاً 
مقدار کل احتمال 1 به چه ترتىب بىن مقادىر متغىر X توزىع شده است و آن را جدول توزىع احتمال 
مى گوىند. تعداد مقادىرى که X پذىرفته است متناهى هست. گاهى تعداد مقادىرى که X اختىار مى کند 

نامتناهى ولى شماراست. به مثال زىر توجه کنىد. 
مثال 4: جامعهٔ کودکان زىر ده سال را درنظر بگىرىد. هر کودک را براى اىنکه ببىنىد به بىمارى 

هموفىلى مبتلاست ىا نه آزماىش مى کنند. فرض کنىد متغىر تصادفى را به صورت زىر تعرىف کنىم:
 X = تعداد کودکانى که باىد آزماىش شوند تا اولىن مورد هموفىلى ظاهر شود

ببىنىم که X چه مقادىرى را انتخاب مى کند. ممکن است اولىن نفرى که در جامعهٔ مزبور آزماىش 
مى شود به هموفىلى مبتلا باشد پس در اىن صورت X = 1. ممکن است اولىن نفر مبتلا نبوده، دومىن 
نفر مبتلا باشد پس X = 2 و نظاىر آن. مى توانىد مجسم کنىد که ممکن است ىک مىلىون کودک آزماىش 
شوند و کودکى مبتلا پىدا نشود ىعنى X مى تواند بىش از ىک مىلىون هم باشد. به همىن ترتىب مقادىرى 

که X مى تواند اختىار کند شمارا بوده ولى نامتناهى است. در اىن حالت دارىم 

 P(X = xi) = pi  و i = 1, 2,...

. ىعنى باىد احتمال 1 را بىن بى نهاىت مقدار xi توزىع کرد.         i
i

p
∞

=
=∑

1

بدىهى است، 1

تذکر: هر تابع احتمال مربوط به متغىر تصادفى گسسته X داراى وىژگى هاى زىر است: 
        ii , ,... ,        P(X x )=            ≤ = ≤12 0 1 1ــ 	

 xi            x1            x2       ...      xk

 pi            p1            p2       ...      pk
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i

i
P(X x )= =∑ 1

	 
2ــ

برعکس اگر تابعى به صورت  i = 1 , 2, ... , P(X = xi) = pi داراى دو وىژگى بالا باشد ىک 
تابع احتمال است. 

مثال 5: سکه اى را متوالىاً مى اندازىم. سکه منصف نىست. تعداد دفعاتى که سکه را مى اندازىم 
تا براى اولىن بار رو ظاهر شود متغىر تصادفى X مى نامىم. 

ب( احتمال رخداد هر مقدار X چىست؟  الف( X چه مقادىرى اختىار مى کند؟ 	
الف( ممکن است در بار اول رو ظاهر شود پس X = 1. اگر بار اول رو ظاهر نشود ولى بار دوم 
رو بىاىد X = 2. به همىن ترتىب ممکن است تا پرتاب شمارهٔ 3 ، 4 ، 5 ، …، 1000 ، … براى بار اول رو 

ظاهر نشود، پس X همهٔ مقادىر صحىح طبىعى را اختىار مى کند. 
ب( فرض مى کنىم در پرتاب i ام براى اولىن بار رو بىاىد مى خواهىم احتمال اىن پىشامد ىعنى 
P(X = i) را به دست آورىم. اگر در ىک بار انداختن سکه، H معرف برآمد رو و T معرف برآمد پشت 

(i )−
              

1


TT...TH
بار

باشد، پىشامد 	
                                                                                                                      

بدىن معناست که i-1 بار متوالىاً پشت بىاىد و در i امىن بار رو ظاهر شود. باىد احتمال اىن پىشامد را که 
مستلزم رخداد i برآمد است به دست آورىم. سکه منصف نىست ىعنى احتمال رو آمدن و احتمال پشت 
1 نىست. فرض مى کنىم احتمال ظاهر شدن رو p و احتمال ظاهر شدن پشت q باشد. 

2
آمدن 

واضح است که p + q = 1. هر انداختن سکه از انداختن هاى دىگر مستقل است. حال قبل از محاسبهٔ 
احتمال موردنظر متذکر مى شوىم که اگر براى چند آزماىش تصادفى جدا از هم فضاهاى نمونه اى و 
مدل هاى احتمال را بسازىم و اگر A1 پىشامدى از فضاى اول، A2 پىشامدى از فضاى دوم، … باشد 

آن گاه شرط استقلال A2 ،A1، … از هم را به صورت زىر بىان مى کنند. 
P(A A ...) P(A ).P(A )...=1 2 1 2  	

پس، اگر براى هر انداختن سکه ىک فضاى نمونه اى درنظر بگىرىم، آن گاه مثلاً 
 P(TT) = q.q = q2 	

به همىن ترتىب:
 P(TT...T) = q.q...q = qi-1 	

(i )−
              

1


بار (i )−
              

1


بار
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شکل 5 ــ نمودار مىله اى    

و بالاخره:
 P(TT...،TH) = qi-1.p 	

         پس:  
 P(X = i) =  qi-1.p 	

	اگر i را برابر 1 ، 2 ، … بگىرىم احتمال هاى متناظر با مقادىر X به دست مى آىند. جدول زىر را 
مى توانىم بنوىسىم 

رابطهٔ i = 1 ، 2 ،… ،P(X = i) =  qi-1p تابع احتمال متغىر تصادفى X است.           
	 شما مى توانىد به مىل خود جدولى تشکىل دهىد که سطر اول مقادىر متغىر تصادفى X باشد )هر 
مقدارى که ماىل هستىد به آن نسبت دهىد( و سطر دوم آن احتمال هاىى دلخواه باشند، فقط لازم است که 

مجموع احتمال ها 1 باشد. اگر هر مقدارى 
را که متغىر تصادفى X اختىار مى کند طول 
ىک نقطه، و احتمال متناظر با آن را عرض 
بگىرىم  متعامد  محور  دو  به  نسبت  نقطه  آن 
نمودارى براى احتمال X به دست مى آورىم. 
لازم نىست که واحد طول را روى دو 
محور ىـکى بگىرىم. عـرض هاى نقاط، مقادىر 
p2 ،p1، … و pn هستند که همه بىن صفر و 

 ،… ،x2 ،x1 ىک اند. طول هاى نقاط، مقادىر
xn هستند )مطابق شکل 5(.

 xi            1            2            3        ...          i        ...
 pi             p           qp         q2p       ...      qi-1p     ...

0

p2

p1

p n

x 1 x 2 x n

P

X

در واقع مى توان طول مىله هاى بالاى xn ،… ،x2 ،x1  را احتمال هاى متناظر با آنها گرفت. اىن 
نمودار را نمودار مىله اى مى نامند. براى هر تابع احتمال گسسته مى توانىد چنىن نمودارى رسم کنىد. 
همان طور که گفتىم مى توانىم جدول هاى توزىع احتمال دلخواه فراوانى بنوىسىم اما آن جدول ها و 
مدل هاىى مورد توجه اند که ارزش کاربردى داشته باشند. ذىلاً چند توزىع احتمال مهم را ذکر مى کنىم. 

(i )−
              

1


بار
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9ـ3ـ توزىع برنولى 
وقتى لامپى را امتحان مى کنىم ممکن است سالم باشد ىا معىوب. به طور کلى وقتى کالاىى را در 
موقع خرىد امتحان مى کنىم ىا سالم است و ىا ناقص. وقتى از فردى در مورد اعتىادش به سىگار سؤال 
مى کنىم ىا سىگارى است ىا نىست. از اىن پدىده هاى دو حالتى زىادند. اگر سالم بودن کالا ىا سىگارى 
بودن فرد را با X = 1 و ناقص بودن کالا و سىگارى نبودن فرد را با X = 0 نشان دهىم متغىرى تصادفى 
دارىم که دو مقدار 0 و 1 را اختىار مى کند. اىن آزماىش هاى دو حالته را امتحان مى نامىم و فضاى 

نمونه اى هر امتحان دو برآمد دارد. رىختن سکه هم ىک امتحان است.  
ىا  و  بودن کالا  ناقص  بگىرىم احتمال   p را فرد  بودن  ىا سىگارى  بودن کالا  اگر احتمال سالم 
سىگارى نبودن فرد برابر q است. پس جدول توزىع احتمال زىر را براى هر امتحان دارىم 	                       

مرسوم است که دو برآمد امتحان را پىروزى و شکست مى نامند. برآمدى که مورد توجه است پىروزى 
نامىده مى شود. مثلاً ممکن است لامپ ها را ىک به ىک براى ىافتن لامپى معىوب امتحان کنىم، در اىن 

  

صورت ىافتن لامپ معىوب ىک پىروزى است. اىن جدول را مى توان به صورت رابطهٔ زىر هم خلاصه کرد.                        

i iP q i ,P(X i)
−              == = 

    

1 01

0 i به ازای سایر مقادیر

به طورکلى اگر پىشامد A از ىک فضاى نمونه اى را درنظر بگىرىم و رخداد A را پىروزى گرفته، 
احتمال پىروزى را p فرض کنىم، آن گاه متغىر تصادفى X که به صورت 

 X = 1    رخ دهد A اگر 	
 X = 0    رخ ندهد A اگر 	

تعرىف مى شود داراى تابع احتمال بالاست. 
متغىر تصادفى X را که تنها دو مقدار 0 و ىک را مى پذىرد متغىر برنولى و توزىع احتمال آن را 

توزىع برنولى مى گوىند. 






 xi            0            1
 pi           q             p

 p + q = ١



9  ـ4ـ تمرىن ها 
1ــ پنج سکهٔ منصف را باهم پرتاب مى کنىم. 

الف( فضاى نمونه اى را بنوىسىد. 
ب( ىک متغىر تصادفى تعرىف کنىد که تعداد »شىرها« را نشان دهد. 

پ( تابع احتمال متغىر تصادفى بند ب را بنوىسىد. 
2ــ دو تاس را باهم پرتاب مى کنىم. متغىر تصادفى X را مجموع دو عدد ظاهر شده در روى دو 

تاس تعرىف مى کنىم. 
الف( فضاى نمونه اى اىن آزماىش را بنوىسىد. 

ب( تابع احتمال X را به دست آورىد. 
پ( احتمال اىنکه X ≥ 7 باشد چقدر است؟ 

3ــ ىک تاس پرتاب مى کنىم. متغىر تصادفى X را به صورت زىر تعرىف مى کنىم. 
                                                                                اگر عدد فرد بیاید

X


= 


1

2                                                                                 اگر عدد زوج بیاید	
الف( تابع احتمال X را بىابىد. 

ب( آىا X ىک متغىر تصادفى برنولى است؟ 
4ــ سکه اى منصف را آن قدر پرتاب مى کنىم تا »شىر« بىاىد. 

الف( فضاى نمونه اى اىن آزماىش را بنوىسىد. 
ب( ىک متغىر تصادفى تعرىف کنىد که براساس آن بتوان احتمال شىر آمدن را محاسبه کرد. 

پ( احتمال اىنکه اولىن بار در آزماىش صدم، شىر ظاهر شود چقدر است؟ 
5  ــ توزىع احتمال متغىر تصادفى X به صورت زىر مشخص مى شود. 
iP(X i) i , ,

i
= =                     =   

+2
1 2 3

3 	

P(X j)= =                =   1
4 5 6

14 	
الف( جدول توزىع X را بسازىد. 

ب( نمودار توزىع را رسم کنىد. 
پ( مقدار )P)X ≤ 3 را حساب کنىد. 
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P(X j) j , ,= =                =   1
4 5 6

14



1 است. در روستاىى مردان مسن را تحت 
80

6ــ احتمال اىنکه فردى مسن مبتلا به دىابت باشد  
آزماىش قرار مى دهند. اگر متغىر تصادفى X را برابر با تعداد افرادى تعرىف کنىم که به ترتىب آزماىش 
مى شوند تا اولىن فرد دىابتى مشخص شود، تابع احتمال متغىر X را به دست آورىد. احتمال اىنکه دومىن 

نفر دىابتى باشد چقدر است؟ 
برآمد  با 3  متناظر  اگر احتمال هاى  برآمد دارد.  آزماىش تصادفى 3  نمونه اى ىک  7ــ فضاى 

1 باشد، متغىرى تصادفى روى اىن فضا تعرىف کنىد. 
6

1 و 
2

، 1
3

به ترتىب 
8  ــ نشان دهىد که تابع زىر ىک تابع احتمال است. 

[ ]P(X x) (n x) , x , , ...,n
n

= = − +         =   
2

1
2 1 1 2 	
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