
مثـلثات 4

واحدهای اندازه گیری زاویه

روابط تکمیلی بین نسبت های مثلثاتی

توابع مثلثاتی

است  ایران  ساخت  ماهوارهٔ  اولین  امید  ماهوارهٔ 
که در بهمن ماه 1387 در مدار فضا قرار گرفت. 
سطح  کیلومتری   h در  ماهواره  این  بالا  شکل  در 
خط  حول  خودش  مدار  در  و  دارد  قرار  زمین 
استوا حرکت می کند. اگر α زاویهٔ بین مرکز زمین
قابل  نقطهٔ  s و دور دست ترین  تا ماهوارهٔ   )o )نقطهٔ 
باشد  ماهواره  این  تا   )p )نقطه  زمین  کرهٔ  دید روی 
و شعاع تقریبی کرهٔ زمین 6400 کیلومتر باشد آنگاه 

cos و 
h

α =
+

6400

6400
 PA = × α6400 )بر حسب رادیان( 

فـصـل

اد
هد

 ش
ت

لو
، ک

ان
رم

ک

درس اوّل

درس دوم

درس سوم



فصل 4    مثلثات

72

واحدهای اندازه گیری زاویه

درس اوّل

 یادآوری

 اگر محیط دایره ای را به 360 کمان مساوی تقسیم کنیم، اندازهٔ زاویهٔ مرکزی روبه روی هر کدام از این کمان ها 1 درجه است. اندازهٔ هر 
کمان با زاویهٔ مرکزی روبه روی آن کمان برحسب درجه برابر است. 

 دایرۀ مثلثاتی دایره ای است به شعاع واحد که جهت مثبت آن برخلاف گردش عقربه های ساعت است. به این جهت، جهت مثلثاتی 
می گوییم. معمولاً مرکز این دایره مبدأ مختصات است.

به 24 قسمت مساوی  شکل مقابل یک دایرهٔ مثلثاتی را نمایش می دهد که 
تقسیم شده است. در جاهای خالی زاویهٔ مناسب را روی شکل مشخص 

کنید.
با آن آشنا  ادامه  اندازه گیری زاویه، واحد دیگری وجود دارد که در  برای 

می شوید.
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در فعالیت زیر رابطهٔ بین اندازهٔ زاویهٔ مرکزی رو به رو به یک کمان و طول کمان روبه روی آن مشخص می شود.

فعالیت

1 یک شیء دایره ای شکل انتخاب کنید و نخی را دور آن بپیچید و سپس باز کنید؛ طول نخ را با 
خط کش اندازه بگیرید. طول این نخ چه کمیتی از دایره را مشخص می کند؟ با استفاده از این مقدار 

شعاع دایره را به دست آورید.

2 قطعه نخی را به اندازهٔ شعاع دایره برش دهید و آن را از نقطهٔ A روی محیط آن دایره قرار دهید 
AOBرا با نقاله اندازه گیری کنید. این زاویه تقریباً چند  تا نقطهٔ B حاصل شود )شکل مقابل(. اندازه

درجه است؟
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3 دوباره این قطعه نخ را از نقطهٔ B روی محیط دایره قرار دهید تا نقطهٔ C حاصل شود و این کار 
را ادامه دهید تا نقاط F ،E ،D و G روی محیط دایره به دست آیند )شکل مقابل(. در این حالت 
FOG با زاویه ……… برابر و هر یک تقریباً ………  EOF و   ،DOE  ،COD  ،BOC

درجه است. آیا دو نقطهٔ G و A برهم منطبق می شوند؟
به این ترتیب 6 زاویهٔ مرکزی حاصل می شود که طول کمان روبه روی هر یک از آنها با ……… 

دایره برابر است. به هر یک از این زاویه ها یک رادیان می گوییم.

در تمام دایره های زیر اندازهٔ زاویهٔ مشخص شده 1 رادیان است. در هر کدام با استفاده از نقاله اندازهٔ زاویه را بر حسب درجه مشخص کنید.

AOB،1 رادیان باشد، در شکل مقابل داریم: به عبارت دیگر اگر اندازهٔ 
OA AB=
OA A B′ ′ ′=
OA A B′′ ′′ ′′=  
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1 رادیان برابر است با اندازهٔ زاویه مرکزی دایره ای که طول کمان روبه روی 
آن با شعاع آن دایره مساوی است.

٤  جدول زیر را کامل کنید.
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با استفاده از رابطهٔ بالا جدول زیر را کامل کنید:

500l سانتی متر200 سانتی متر90 سانتی متر50 متر10 متر

5r سانتی متر5 متر0/5 متر1 متر10 متر20 سانتی متر

1α رادیان1/5 رادیان3 رادیان10 رادیان20 رادیان 

کار در کلاس

همان طور که می بینید در هر ستون با تقسیم طول کمان به شعاع دایره )r(، اندازهٔ زاویهٔ مرکزی مربوط به آن بر حسب رادیان به دست می آید.
با توجه به جدول صفحهٔ قبل می توان گفت:

طول کمان روبه روی زاویه = اندازهٔ یک زاویه برحسب رادیان 
شعاع دایره

 α شعاع دایره و r ،طول کمان روبه روی زاویه l اگر
اندازهٔ زاویه برحسب رادیان باشد، آنگاه رابطهٔ بالا را 

به صورت زیر می توان نوشت:
l
r

α =

در رابطهٔ بالا  l و r هم واحدند.

 یادآوری

می دانیم نسبت محیط هر دایره به قطر آن عددی ثابت است که آن را با π نمایش می دهند و به آن عدد پی می گویند. مقدار تقریبی این عدد 
3/14 است. حال جدول زیر را کامل کنید:  

زاویه برحسب رادیان0/5 رادیان1 رادیان2 رادیان3 رادیان3/1٤ رادیان π رادیان 

زاویه برحسب درجهتقریباً ....تقریباً °57تقریباً ....تقریباً ....تقریباً ....دقیقاً 180°

زاویه  اندازهٔ  دیگر  عبارت  به  رادیان.  یا ………  درجه  با ………  است  برابر  دایره  نیم  کمان  به  روبه رو  مرکزی  زاویهٔ  اندازهٔ  بنابراین، 
نیم صفحه برابر است با ……… رادیان. در نتیجه:                                                      

رادیان = یک درجه π
180

       

O r

l

α
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به این ترتیب:
°90= …… رادیان

π = 180°  رادیان
                             …… π

3
 = ……

…… = …… رادیان  

 °30= …… رادیان

1 مطابق نمونه هریک از زاویه ها را از درجه به رادیان تبدیل کنید:

کار در کلاس
خواندنی

روز جهانی  عنوان  به  مارس  روز چهاردهم 
عدد پی نام گذاری شده است؛ زیرا اولین سه 
به صورت  تاریخ 14 مارس را  رقم این عدد 
با  مصادف  تاریخ  این  می دهد.  نشان   3/14
سالروز تولد آلبرت انیشتین نیز است. تاکنون 
بعد از ممیز عدد پی  تریلیون رقم  حدود 13 
بودن  اصم  به  باتوجه  است.  شده  محاسبه 
این عدد و بی قاعده بودن ارقام اعشاری آن 
تاریخ  جمله  از  عددی  نوع  هر  یافتن  امکان 
و  تلفن  شماره  بانکی،  حساب  شماره  تولد، 
نظایر آنها در بین ارقام آن وجود دارد. مثلًا 
تاریخ تولد مرحوم پروفسور محمود حسابی 
را  آن  می توان  که  است   1281 اسفند   3
به صورت نمایش 6 رقمی 811203 نوشت. 
می توان   mypiday.com سامانهٔ  طریق  از 
این را در بین ارقام اعشاری عدد پی یافت. 
شکل زیر ارقام عدد پی را تا رسیدن به این 
نمایش نشان می دهد. حال شما از طریق این 
ارقام  بین  در  را  خودتان  تولد  تاریخ  سامانه 

عدد پی بیابید.

اگر D اندازهٔ زاویهٔ α برحسب درجه و R اندازهٔ زاویه α برحسب رادیان باشد، آنگاه 

° = π180
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π رادیان  30°
6

               36°  ……… 
45° ………              60°  ………  
90° ………              180°  ………    

2 حال جدول زیر را با استفاده از این رابطه کامل کنید:

D )درجه( 120°24°5°

π5
4

π2
5

π
7

π
R )رادیان( 36

3 در شکل زیر در هریک از جاهای خالی زاویهٔ مناسب را برحسب رادیان مشخص کنید.
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1 هریک از زاویه های °12-، °36، °72، °105- و °315 را به رادیان تبدیل کنید و روی   
دایره مثلثاتی نشان دهید.

π6 رادیان 
5

π7 رادیان، 
8

π3 رادیان، 
4

− رادیان،  π2
5

π− رادیان، 
18

2 هریک از زاویه های 
را به درجه تبدیل کنید و به طور تقریبی روی دایرهٔ مثلثاتی نشان دهید.

π رادیان است. اندازهٔ این زاویه چند درجه است؟
20

3  زاویهٔ D بر حسب درجه برابر با 
4  دایره ای به شعاع 10 سانتی متر مفروض است. اندازهٔ زاویهٔ مرکزی مقابل به کمانی به 

طول 8 سانتی متر از این دایره چند رادیان است؟
5  درستی یا نادرستی هر یک از جملات زیر را با ذکر دلیل بررسی کنید. 

اندازه قاعدهٔ این  آنگاه  باشد،  بین دو ساق مثلث متساوی الساقینی 1 رادیان  الف( اگر زاویه 
مثلث کوچک تر از اندازهٔ هر یک از ساق های آن است.

ب( در دایره ای به شعاع 1 سانتی متر طول کمان روبه روی زاویه π رادیان تقریباً برابر با 3/14 
سانتی متر است.

π6 رادیان در ربع دوم دایرهٔ مثلثاتی قرار دارد.
5

پ( انتهای کمان زاویه 
π7 رادیان، زوایای یک مثلث را تشکیل می دهند.

36
π رادیان، 

9
π2 رادیان، 

3
ت( زاویه های 

تمرین 

خواندنی 
استفاده  با  را  رادیان  برحسب  زاویه  یک 
تقریبی  طور  به  می توان  حساب  ماشین  از 
اغلب  در  کرد.  محاسبه  درجه  برحسب 
وجود   π نماد  با  دکمه ای  ماشین حساب ها 
کافی  رادیان   1 محاسبهٔ  برای  مثلاً  دارد. 
× را به دست آوریم که  π

1801 است حاصل 
تقریباً برابر با °57/3 است. 

را  زیر  زاویه های  تقریبی  مقدار  شما  حال 
مشابه نمونه با ماشین حساب به دست آورید. 

  0/5 رادیان …………

4 رادیان
5
 

 …………

  2 رادیان …………

  3 رادیان …………

  3/14 رادیان …………

π رادیان
3
 

 …………

π رادیان
4
 

 …………

π   رادیان …………

فعالیت

شکل  مطابق  را  بین المللی  فضایی  ایستگاه 
تقریبی 400  فاصلهٔ  در  که  بگیرید  نظر  در  مقابل 
کیلومتری بالای سطح کره زمین قرار دارد. اگر 
این ایستگاه توسط ایستگاه زمینی از نقطهٔ A تا 
می سازند،   45° زاویه  زمین  مرکز  با  که   B نقطهٔ 
رصد شود، این ایستگاه چه مسافتی را در مدار 
خود از ʹA به ʹB پوشش می دهد؟ شعاع تقریبی 

کرهٔ زمین را 6400 کیلومتر فرض کنید.
1 ابتدا زاویهٔ مرکزی °45 را به رادیان تبدیل کنید.

AOB برحسب رادیان
∧

α = 45° * ……… = π = اندازهٔ زاویهٔ مرکزی 
4

رادیان   
 r = ……… 2 شعاع مدار دایره ای شکل که ایستگاه فضایی روی آن قرار دارد، برابر است با

l به طور 
r

α = π و با استفاده از رابطه   A با فرض 3/14 OB
∧

′ ′ 3 طول کمان روبه روی 
Aʹ  Bʹ طول کمان = l = π

4
 * …   5338 km                                :تقریبی برابر است با

AB

O

B′ A′

km
40

0
km

64
00

045
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با چهار ربع آن مشخص شده است. جدول زیر علامت  مثلثاتی  در شکل مقابل، یک دایرهٔ 
چهار نسبت مثلثاتی در هر ربع را نشان می دهد.

چهارم
π < α < π3 2
2

سوم 
ππ < α < 3
2

دوم
π < α < π
2

اول
π< α <0
2

ربع
         نسبت 
مثلثاتی

--++sin α

+--+cos α

-+-+tan α

-+-+cot α

                                                                          

1 جداول زیر را مطابق نمونه کامل کنید.

α زاویه α انتهای کمان روبه روی علامت نسبت مثلثاتی

75° ربع اول tan α > 0
150° sin α
210° cos α
240° cot α
285° tan α

α زاویه α انتهای کمان روبه روی علامت نسبت مثلثاتی

رادیان π3
4

ربع دوم cos α < 0

رادیان π4
5

sin α

رادیان π5
3  

tan α

رادیان π5
12  

cos α

رادیان π5
4  

cot α

ربع دومربع اول

ربع سوم ربع چهارم

فعالیت

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

o 0

0180

π
=

π=

090
2

π
= 03

270
2

y

x

o 00180

0

0

90

0270

α = 075

cosα

sinα

o

π3
4

π

π

2

π3
2

0

α =

cosα

sinα

روابط تکمیلی بین نسبت های مثلثاتی

درس دوم
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sin و انتهای کمان روبه رو به زاویهٔ α در ربع سوم باشد، محاسبات زیر را کامل کنید: −α = 1
3

2 اگر 
cosα<0                

cos2α =1 - sin2α =……                 cosα = - ـــــــــــــــ………
………

 

tan α= sin
cos

α
α =                   tan α=

cot α= tan α
1 =                  cot α=2 2

3 اگر cot α = -2 و cos α >0 سایر نسبت های مثلثاتی α را بیابید. 
حل: چون cos α >0 و cot α <0 لذا انتهای کمان α در ربع ……… واقع است. بنابراین:

sin α2
1  = 1+cot2α = ………   sin2α =  ………   sin α = −1

5
 

cos2α=1-sin2α= ………  cos α= ………  

  tan α= cot α
1  tan α= ………  

کار در کلاس

cosx و sin  x  >0 ، نسبت های مثلثاتی دیگر زاویهٔ x را بیابید. −= 4
5

1  اگر 

2 جدول زیر را کامل کنید.

3 رادیان =2π270° رادیان =360°
2
π180°= رادیان π90°= رادیان 

2
π60°= رادیان 

3
π45°= رادیان 

4
π30°= رادیان 

6
π°0 زاویه 0α رادیان =

        نسبت

0-13
2

1
2sin α 

-12
2

1cos α

tan αتعریف نشدهتعریف نشده

3
3

1cot α

……..… …… 

…...… 
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3 حاصل عبارت های زیر را به دست آورید. 

cot )الف tan sinπ π π− × =
6 3 4

   

 )ب
tan ( ) sin ( )

cos sin
cot ( ) cos ( )

° °
π π+

+ + =π π−

2 2
2 2

2 2

6 4 75 75

4 3
 

در ادامه می خواهیم ببینیم نسبت های مثلثاتی زاویه های قرینه، متمم و مکمل با هم چه ارتباطی 
دارند.

 نسبت های مثلثاتی زاویه های قرینه

دو زاویهٔ α و α - را قرینه یکدیگر می گویند. اگر در شکل مقابل، α=30°، نسبت های مثلثاتی 
OP عبارت اند از: H

∆
′ زاویه °30- در

sin (-30°) = y
r
−  = -sin 30°= −1

2

cos (-30°) = ……… = ……… = 3
2

  tan (-30°) = y
x
−  = ……… = ………

   cot (-30°) = ……… = ……… = ………

در حالت کلی:
sin (-α) = -sin α
cos (-α) = cos α
tan (-α) = -tan α
cot (-α) = -cot α

فعالیت

−π رادیان را مطابق نمونه به دست آورید.
4

1 سایر نسبت های مثلثاتی زاویهٔ 

sin( ) sinπ π− = −
4 4

                                                        

کار در کلاس

o H 0

α
−α

P(x,y)

P (x, y)′ −

r =
1

cosα

sinα

قرینۀ یک نقطه به مختصات )x  ,y( نسبت به محور 
افقی نقطه ای به مختصات )x  ,-y( است.

رادیان و

رادیان و

رادیان و

رادیان

رادیان

رادیان

o

π

π

2

π
4

π−
4

π3
2

0

− π3
2

−π

−π
2

cosα

sinα
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2 حاصل هریک از عبارت های زیر را مطابق نمونه به دست آورید.

cot ) ( cos) ( tan) ( cot cos tan−π −π −π π π π −× + = − × − = − × − =3 3 31
3 6 4 3 6 4 3 2 2

)الف ...........
cos) ( sin ) (

sin ) ( cos) (

° °

° °
− + − = =

− − −
90 270

180 360
 ..................

cot )ب ) ( tan ) (−π −π+ =
6 3

………… 
    ……… = ……… + ……… = ) ٤5° ( × sin )-60°-٤5° ( × cos )-60° ( + sin )-( cos )پ

 نسبت های مثلثاتی زاویه های مکمل

دو زاویهٔ α و β را مکمل گوییم؛ هرگاه مجموع آنها °180 یا π رادیان شود. مثلاً دو زاویهٔ °30 و °150 مکمل یکدیگرند. همچنین دو 
̋  P و انتهای  α° آنگاه با توجه به مختصات نقطهٔ  = 30 π2 رادیان مکمل یکدیگرند   )چرا؟(. در دایرهٔ مثلثاتی زیر اگر 

3
π رادیان و 

3
زاویهٔ 

کمان زاویهٔ  °150 که در ربع دوم واقع است، نسبت های مثلثاتی زاویه °150 عبارت اند از:

sin 150° = sin )180°-30°( = y = sin 30°= 1
2  

  cos 150° = cos )180°-30°( = -x = -cos 30°= - 3
2  

tan 150° = …….....…… = …….....……  
cot 150° = …….....…… = …….....……  

فعالیت

............

o 00

P(x,y)

π = 0180

π
= 03

270
2

π − α
α

( , )P x y′′ −

cosα

sinα

در حالت کلی:
  sin )π-α( = sin α

cos )π-α( = -cos α
tan )π-α( = -tan α
cot )π-α( = -cot α

کار در کلاس

1 مکمل هریک از زاویه های زیر را مشخص کنید:

π رادیان )پ °25- )ب °75 )الف
12

π− رادیان )ت 
4

رادیان

رادیان

قرینۀ یک نقطه به مختصات )x  ,y( نسبت به محور عمودی نقطه ای به مختصات )x  ,y-( است.
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π5 رادیان را مطابق نمونه به دست آورید.
6

2 نسبت های مثلثاتی زاویهٔ 
 

sin sin ( ) sinπ π π= π − = =5 1
6 6 6 2

 

cos .....................................π =5
6

……………………………

 

tan .....................................π =5
6

……………………………

cot .....................................π =5
6

 ……………………………

حاصل هریک از نسبت های مثلثاتی زیر را مطابق نمونه به دست آورید.

   tan π2
3

 = tan ( ) tanπ ππ − = − = − 3
3 3

  cos π3
4

 = cos (………….…)  = ……………

  sin 120° = sin (180° - ……) = ……………..……… = ……………

 cot (-120°) = -cot (………) = -cot (180° - ……) = ……………

 cos (135°   )  = …………………  = ………………..……   = ……………

  نسبت های مثلثاتی دو زاویه با اختلاف π رادیان

فعالیت

نسبت های مثلثاتی زاویهٔ °210 را به دست آورید.
انتهای کمان زاویه °210 در ربع سوم واقع است. در ضمن °30+°180=°210، یعنی اختلاف 
α° آنگاه با  = 30 دو زاویهٔ °210 و °30 برابر با π رادیان است. در دایره مثلثاتی مقابل، اگر 

توجه به مختصات نقطه ‴  P، نسبت های مثلثاتی زاویه °210 عبارت اند از:

sin 210° = sin (180° + 30°) = -y = -sin30° = −1
2

cos 210° = ………………    = -x = ………

tan 210° = sin
cos

°

°
210

210
 = ………

  
 
cot 210° = ………… = ………

فعالیت

رادیان

رادیان

رادیان

o
cosα

sinα

0

P(x,y)

π = 0180

π
= 03

270
2

π +α
α

= 090π
2

( , )P x y′′′ − −

رادیان

رادیان

رادیان
قرینۀ یک نقطه به مختصات )x  ,y( نسبت به مبدأ مختصات نقطه ای 

به مختصات )x  ,-y-( است.

o

π5
6

0

π

π
α =

2

π3
2

cosα

sinα
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π7 رادیان را مطابق نمونه مشخص کنید.
6

سایر نسبت های مثلثاتی زاویهٔ 

sin sin) ( sinπ π π= π + = − = −7 1
6 6 6 2

کار در کلاس

حاصل هریک از نسبت های مثلثاتی زیر را مطابق نمونه بیابید.

sin sin) ( sin° −= + = − = 2
225 180 45 45

2
  

tan 225°=.................................. 

cos) ( cos cos) (− π = = π + = =4

3
........ ...............

sin) (− π =7
6

 ..................................

cot) (π =5
4

 ..................................

  نسبت های مثلثاتی زاویه های متمم

فعالیت

در حالت کلی:
sin )π+α( = -sin α
cos )π+α( = -cos α
tan )π+α( = tan α
cot )π+α( = cot α

رادیان

رادیان

رادیان

o 0

P (x,y)

P (y,x)

π = 0180

π
= 03

270
2

2

1

= 090π
2

β

α
cosα

sinα

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان شود. مثلاً  π
2  

دو زاویهٔ α و β را متمم گوییم؛ هرگاه مجموع آنها °90 یا 
دو زاویهٔ α=30° و β=60° در دایره مثلثاتی مقابل متمم یکدیگرند. در این حالت: 

sin cos= = 1
30 60

2
 

cos sin= = 3
30 60

2
 

فعالیت

o 0

π
2

π3
2

π7
6π

α =
cosα

sinα
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فعالیت

) آنگاه سینوس یکی با  πα + β =
2

به عبارت دیگر: اگر دو زاویهٔ α و β متمم باشند)رادیان 
کسینوس دیگری و تانژانت یکی با کتانژانت دیگری برابر است. به بیان دیگر:

sin α = cos β                ,                tan α = cot β  
cos α = sin β                ,                cot α = tan β  

π رادیان
2

  نسبت های مثلثاتی دو زاویه با اختلاف 

tan cot= = 3
30 60

3
 

cot tan= =30 60 3 

زاویه ای معرفی کنید که با متمم خودش برابر باشد. برای چنین زاویه ای داریم:

sin ……  =  cos……  =  ……

tan……  =  cot……  =  ……

π رادیان متمم یکدیگرند؛ بنابراین:
2

همچنین زاویه …… و 

 sin cosπ =
2

……  = …… 

 tan cotπ =
2  

…… = ……   
در حالت کلی:

sin( ) cosπ − α = α
2

cos( ) sinπ − α = α
2

tan( ) cotπ − α = α
2

cot( ) tanπ − α = α
2

π2 رادیان را به دست آورید.
3

نسبت های مثلثاتی زاویهٔ 

π2 رادیان در ربع دوم واقع است، به دو روش می توان نسبت های 
3

چون انتهای کمان زاویهٔ  
مثلثاتی آن را یافت.

رادیان

رادیان

رادیان

o 0
π

π3
2

π
2

α

π − α
2

cosα

sinα
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. بنابراین: π π= π −2
3 3

π رادیان مکمل یکدیگرند؛ یعنی 
3

π2 رادیان و 
3

ـ زاویه  روش اول ـ

 …….………sin sin ) (π π= π − = =2 3
3 3 2

 

 
 …….…cos cosπ π= = − =2

3 3
 .……..…

 …….…tan π = = =2
3

 …….…  …….…

 ..….…  .….…cot π = = = −2 3
3 3  

یعنی  است؛  رادیان   π
2

با  برابر  رادیان   π
6

و  رادیان   π2
3

زاویهٔ  دو  اختلاف  ــ  دوم  روش 

. بنابراین با توجه به علامت نسبت های مثلثاتی در ربع دوم:  π π π= +2
3 2 6

sin sin) ( cosπ π π π= + = =2 3
3 2 6 6 2

 

cos cos) ( sinπ = = − = −2 1
3 2

 ……..…  …....…
 

 ……..…tan cotπ π= = − =2
3 6

 ……..…

 .……..…cot π = = =2
3

 .……..…  .……..…
 

در حالت کلی:

sin) ( cosπ + α = α
2

cos) ( sinπ + α = − α
2

tan) ( cotπ + α = − α
2

cot) ( tanπ + α = − α
2

کار در کلاس

نسبت های مثلثاتی زاویه °135 را به دو روش به دست آورید.

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

رادیان

o

π2
3

π

π

2

π
3
−

π3
2

0 cosα

sinα

o

π

π

2

π
6 π

2

π3
2

0 cosα

sinα

o 0
π

π3
2

π
2

α

π +α
2

cosα

sinα
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سؤالات  نقاله  کمک  به 
زیر را پاسخ دهید:

(sin 10° = sin 170° ً1 سینوس کدام دو زاویه برابر است؟                  )مثلا

π رادیان =°90 می شود؟
2

2 اختلاف کدام دو زاویه 
نسبت های مثلثاتی یک نمونه را به دست آورید.

3 آیا دو زاویه می توان یافت که دارای کسینوس یکسان باشند؟ چرا؟

4 نسبت های مثلثاتی زاویه °180 را از روی مکمل آن بیابید.

5 نسبت های مثلثاتی زاویه °135 را از روی مکمل آن بیابید.

یادآوری می کنیم برای رسم زاویه در دایرهٔ مثلثاتی نقطهٔ A در شکل مقابل مبدأ حرکت است. برخی 
از زوایا از یک دور کامل دایرهٔ مثلثاتی یعنی °360 بزرگ ترند مانند زاویهٔ 405°.

برای رسم چنین زاویه ای ابتدا در جهت مثلثاتی یک دور کامل را طی می کنیم؛ سپس ادامهٔ 
زاویه را که به اندازه °45 است رسم می کنیم. در این حالت دو زاویه °405 و °45 را هم انتها 

می نامیم.
دو زاویهٔ α و β را هم انتها گوییم؛ هرگاه اضلاع انتهایی آنها بر هم منطبق شود )شکل مقابل(. 
یا °180 است. مثلاً  π رادیان  انتها باشند، اختلاف آنها مضرب زوجی از  اگر دو زاویه هم 

  نسبت های مثلثاتی زوایا با مجموع یا تفاضل 2k  π رادیان )مضارب زوج π رادیان(

فعالیت

کار در کلاس

o

A
β

α

خواندنی
در  مؤثری  نقش   ـ اسلامی  ایرانی ـ دانشمندان 
اوایل  در  داشته اند.  مثلثات  علم  پیشرفت 
خوارزمی  موسی  محمد بن  میلادی  نهم  قرن 
جداول دقیقی از نسبت های مثلثاتی سینوس، 
وی  کرد.  معرفی  را  تانژانت  و  کسینوس 
همچنین در موضوع مثلثات روی کره پیشگام 
بوزجانی  ابوالوفا  میلادی  دهم  قرن  در  بود. 
و  داد  توسعه  را  مثلثاتی  نسبت های  جداول 
نسبت های  محاسبهٔ  برای  جدیدی  روابط 
موضوع  در  کرد.  ارائه  مثلث  حل  و  مثلثاتی 
روش مثلث بندی، ریاضی دانان مسلمان اولین 
آن  توسعهٔ  در  بسزایی  سهم  که  بودند  افرادی 
داشتند از جملهٔ آنها ابوریحان بیرونی در اوایل 
قرن یازدهم میلادی بود. وی روش مثلث بندی 
محاسبه  و  زمین  کرهٔ  اندازه گیری  برای  را 
کرد.  معرفی  مختلف  مکان های  بین  فاصلهٔ 
با  خیام  عمر  میلادی  یازدهم  قرن  اواخر  در 
به کارگیری جدول های مثلثاتی معادلات درجه 
میلادی  سیزدهم  قرن  در  کرد.  حل  را  سوم 
بود  فردی  اولین  طوسی  خواجه   نصیرالدین 
در  ریاضی  یک سبک  به عنوان  را  مثلثات  که 
یک  که  وی  درآورد.  نگارش  به  خود  کتاب 
توجه  کروی  مثلثات  به  بود،  ستاره شناس 
ارائه  این شاخه  در  را  قوانینی  و  کرد  ویژه ای 
غیاث الدین  میلادی  پانزدهم  قرن  در  نمود. 
در  را  جدیدی  قوانین  کاشانی  جمشید 
کرد.  مطرح  مثلث بندی  و  مثلث  موضوع حل 
جدول  در  سینوس  تابع  مقادیر  همچنین  وی 
توابع مثلثاتی را تا 8 رقم اعشار برای زوایای 
عدد  وی  کرد.  محاسبه   90°  ،... ،3°،2°،1°

پی را تا 16 رقم اعشاری ارائه نمود.
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زاویه های °405 و °45 هم انتها هستند؛ زیرا °360=°45-°405 )شکل سمت راست( در این 
حالت نسبت های مثلثاتی زاویه های °405 و °45 یکسان اند. چون انتهای کمان زاویهٔ °45 در 

ربع اول است، بنابراین:
sin 405°=sin )360°+45°(=sin 45°= ......
cos 405°= ............  = ...... = ......
tan 405°= ............  = ...... = ......
cot 405°= ............  = ...... = ......

بنابراین  ....π = π −5
2

3
π5 رادیان انجام دهید؛ چون  ...... 

3
حال همین بررسی را روی زاویهٔ 

π5 رادیان هم انتها هستند )شکل سمت راست(.

3
دو زاویه ...... و 

π5 رادیان در ربع چهارم است؛ بنابراین:

3
چون انتهای کمان زاویهٔ 

sin sin) ( sin) ( ....π π −π= π − = =5
2

3 3 3  
…………

cos .......π =5

3  
……………………………

tan .......π =5

3  
……………………………

cot π =5
3  

……………………………
،k در حالت کلی برای هر عدد صحیح

sin )2k   π+α( = sin α
cos )2k   π+α( =  cos α
tan )2k   π+α( = tan α
cot )2k   π+α( = cot α

مطابق نمونه هر یک از نسبت های مثلثاتی زاویه های زیر را مشخص کنید. )شکل سمت راست(
sin 750°=sin)2*360°+30°( = sin 30°= 1__

2
tan )-315°(= - tan)315°(=   -tan )360° - 45°(= - tan 45° = -1
1  cos 300°=  …...................................................…                                  
2  sin 420°=  …...................................................… 

3     tan )-225°(=    ….................................................…   
٤  cot )-330°(=  ….................................................… 

کار در کلاس

o x

y

0405

045

o x

y

π5
3

−π
3

o
x

y

0750

030

sin )2k   π-α( = -sin α
cos )2k   π-α( =  cos α
tan )2k   π-α( = -tan α
cot )2k   π-α( = -cot α
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1 حاصل هر یک از عبارت های زیر را به دست آورید:
=)210°( + cot )240°-( cos )ب               = tan 135° + cot 120° )الف

= )540°-( sin 630° + tan )پ

 = )720°( + cot )-600°( + tan 720° - tan )-600°-( cos )ت

(sin )ث ( cos) (π π− =25 23

3 4              
sin )ج cos

sin ) ( tan) (

π π−
=− π − π+

3 5
4 6

3 4
4 3

2 جدول زیر را کامل کنید:

330°300°240°225°210°150°135°120°
x زاویه

           نسبت

sin x

cos x

tan x

cot x

3 بدون استفاده از ماشین حساب درستی تساوی های زیر را بررسی کنید.
324°(= cos 36°-( cos )ب                                                 sin 840°= sin 60° )الف

sin 875°= sin 155° )ت                                                                    1000°( = tan 80°-( tan )پ

4 در تساوی های زیر به جای x یک زاویهٔ مناسب قرار دهید:

)20°+  x( sin x   =cos )الف tan )ب  ) ( cot ) (π π+ = +2
18 9

x x
 

x تنها یک مقدار می توان یافت؟ جواب خود را با جواب های دوستان خود  آیا برای زاویهٔ 
مقایسه کنید.

خواندنی ) کار با ماشین حساب(
نمونه  مطابق  حساب  ماشین  از  استفاده  با 
رادیان   π

8
زاویه های  مثلثاتی  نسبت های 

بیابید.  تقریبی  طور  به  را  رادیان   π3

8
و 

)ماشین حساب باید در حالت رادیان باشد(.
sin cos /π π=3

0 9239
8 8



زیر  مثلثاتی  نسبت های  از  یک  هر  حاصل 
را با ماشین حساب به     طور تقریبی به   دست 

آورید.
tan 20° و sin π

15  
 و cos 105° و

tan π3

4
cos و  π5

9
 tan170° و 

تمرین

5   sin π =11
4  

…...................................................… 
                                 

6  cos) (− π =7
4

….................................................... 

o 00180

0

0

90

0270

sinx

cosx
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1 جدول روبه رو را کامل کنید. 
مجموعهٔ زوج های مرتب حاصل در جدول مقابل یک تابع به صورت زیر مشخص می کند.

 
) , ( ,) , ( ,) , ( ,) , ( ,) , (π =  

 
00

6
f

2 نقاط حاصل در جدول را در شکل زیر مشخص کنید.

فعالیت

توابعی نظیر تابع سینوس با ضابطهٔ y  = sin x و تابع کسینوس با ضابطهٔ y  = cos x نمونه هایی از توابع مثلثاتی اند که در این درس با نمودار 
آنها آشنا می شوید.

 رسم تابع سینوس

y

x

1

0 π π
2

1
2

1

0 π π
3

π
2

π
4

1
2
1
4

3
4

y

x
π
6

π5
6

y  =sin xxمختصات نقطه

)0,0(00

……π
6

……π
2

……π5
6

……π

( به جدول بالا، شکل زیر به دست می آید. π3

4
( و )... و  π2

3
3 و 

2
(، ) π

3
(، )... و  π

4
2 و 

2
3 با افزودن نقاط )

) /3 1 7 2/ و  1 4 )با فرض 

... ... ... ... ... ......

توابع مثلثاتی

درس سوم
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٤ نقاط حاصل در شکل را به ترتیب به یکدیگر وصل می کنیم تا شکل 
مقابل به دست بیاید. با افزودن تعداد نقاط جدول فوق در بازه ]π , 0[ این 
شکل به طور دقیق تری به دست می آید. شکل حاصل نمودار تابع سینوس 

با ضابطهٔ  y  = sin x را در این بازه مشخص می کند.

6 با توجه به شکل های فوق، نمودار تابع با ضابطه y  = sin x در بازه ]2π و 0[ در شکل زیر رسم شده است. حال با توجه به این شکل 
جدول زیر را دربارهٔ مقدار این تابع در هر بازه تکمیل کنید.

,π π  
3

2
2

, π π  
3

2
,π π  2

, π 
  
0

2

مقدار تابع سینوس از 0 به 1 افزایش می یابد.

مقدار تابع سینوس در ربع اول مثبت است.

k   ϵ، که در درس قبل آشنا شدید می توان گفت:  ،sin )x  +2k   π( = sin x  ٔ7 با توجه به رابطه
sin )x  +2π(= sin x    

 ]2π , 4π[ و ]2 و 0π[ 2 رادیان به کمان آن تغییری نمی کند. بنابراین نمودار تابع سینوس در بازه هایπ یعنی مقدار تابع سینوس با اضافه کردن
یکسان است.

همچنین داریم:
sin )x  -2π(= sin x   

 ]0  ,  2π[ بازه های  در  سینوس  تابع  نمودار  نتیجه  در  نمی کند.  تغییری  آن  کمان  از  رادیان   2π کردن  کم  با  سینوس  تابع  مقدار  یعنی 

1

0 π π
3

π
2

π
4

1
2
1
4

3
4

y

x
π
6

π5
6

5 مراحل صفحهٔ قبل را برای رسم نمودار تابع سینوس در بازهٔ ]2π و π[ انجام دهید. برای این کار ابتدا جدول زیر را کامل کنید؛ سپس 
نقاط به دست آمده در جدول را در صفحه مختصات مطابق شکل زیر مشخص و آنها را به ترتیب به یکدیگر وصل کنید.

y  =sin xxمختصات نقطه

)π,0(0π

……π7
6

……π3
2

…−1
2

π11
6

……2π

1
2

1
2

−

−

π π3 π2
2

y

x

1

0

1

π
2

π3
2

y

x
π 2π

-1

0

1
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و .......... یکسان است.در حالت کلی چون مقدار تابع سینوس با اضافه یا کم کردن مضارب زوج π رادیان به کمان آن تغییر نمی کند، 
k   ϵ، یکسان است. به این ترتیب منحنی این تابع که در بازه ]2π , 0[ رسم شده   ،]2k   π و (2k  +2) π[ نمودار تابع سینوس در بازه های

در بازه های ]4π , ...[ ،]-2π , ...[ ،]4π , ...[ ،]2π , 4π-[ تکرار می شود.
در شکل زیر نمودار تابع سینوس در 2 تکرار رسم شده است. این نمودار را برای 4 تکرار کامل کنید.

8 با توجه به شکل بالا جاهای خالی را دربارهٔ ویژگی های تابع سینوس با ضابطهٔ  y  =sin x کامل کنید.
الف( دامنهٔ تابع سینوس ..... و برد آن ..... است.

k  ϵ ، برابر با ..... است.  ،x  =k  π ب( مقدار تابع سینوس  در طول های
x    =  ..... ،x    = ..... ،x    = .....،x    = π و در حالت کلی 

2
پ( حداکثر مقدار تابع سینوس برابر با ..... است که در نقاطی به طول های 

k  ϵ، به دست می آید.  ،x    = π
2

+2k  π

، .....  =    x    = ..... ،x    = ..... ،x و در حالت  π= 3

2
x ت( حداقل مقدار تابع سینوس برابر با ..... است که در نقاطی به طول های 

k  ϵ ، به دست می آید.  ، π= + π3
2

2
x k کلی 

هر یک از توابع با ضابطه های داده شده دارای کدام نمودار است؟

1   y =2sin x                                      2  sin( )y x
π= −
2

                          3   y  =sin x  +1                          4   y  = -sin x  +1

کار در کلاس

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

                                            )ب(                                                                              )الف(        

                                            )ت(                                                                              )پ(        

y

x
-3π-4π -2π -π π 2π 3π 4π

-1

0

1
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1 جدول زیر را کامل کنید.

y  =cos xxمختصات نقطه

)0,1(10

) , / (π
0 7

4
/2

0 7
2


π
4

..............π
2

..............π3
4

..............π

به این ترتیب مجموعه زوج های مرتب زیر به دست می آید.

f   ={)0,1(,)......,......(, )......,......(, )......,......(, )......,......(}

آیا این مجموعه یک تابع را مشخص می کند؟

2 نقاط جدول بالا را در این شکل مشخص کنید.

.) /3 1 7 , را به جدول بالا اضافه کنید تا شکل زیر به دست آید. ) , ,π π π π= 2 5

6 3 3 6
x 3 نقاط به طول های 

فعالیت

 رسم تابع کسینوس

−1

0

1

π π
2

−
1
2

1
2

y

x

−1

0

1

π π
2

−
1
2

1
2

y

x
π3

4
π
4

π5

6

π2

3

π
3

π
6

x

...−1

2
......y  =cos x
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4 نقاط شکل صفحهٔ قبل را به ترتیب به یکدیگر وصل می کنیم تا شکل مقابل به دست آید. 
این شکل نمودار تابع کسینوس با ضابطه  y  = cos x را در بازهٔ ]π , 0[ مشخص می کند.

5 جدول زیر را کامل کنید تا نمودار تابع کسینوس در بازهٔ ] 2π و π[ به صورت شکل مقابل 
به دست آید.

2ππ7

4

π3

2

π5

4
 πx

1.........-1  y

−1

0

1

π π
2

−
1
2

1
2

y

x
π3

4
π
4

−1

0

1

π π
2

π2π3
2

−
1
2

1
2

y

x

−1

0

1

π π
2

π2π3
2

−
1
2

1
2

y

x

6 با توجه به مراحل بالا نمودار تابع کسینوس با ضابطهٔ  y  = cos x در بازهٔ ]  2π , 0[ در شکل زیر رسم شده است. با توجه به این شکل 
جدول زیر را کامل کنید.

[ , ]π π3
2

2
[ , ]ππ 3

2
[ , ]π π
2

[ , ]π
0

2

مقدار تابع کسینوس از 1 به 0 کاهش می یابد.

مقدار تابع کسینوس در ربع اول مثبت است.

7 تابع کسینوس دارای نمودار یکسانی در بازه های ]2π , 0[ ،]2π , 4π[ ،]0 , 2π-[ و ]4π , -2π-[ است. در شکل زیر نمودار تابع 
کسینوس در بازهٔ ]4π , 0[ رسم شده است. شکل را کامل کنید.

-4π -3π -2π -π π 2π 3π 4π

-1

0

1

y

x
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1 آیا نمودارهای هر جفت از توابع با ضابطه های زیر بر هم منطبق اند یا خیر؟

1( sin , cos) (y x y x
π= = −
2    

2( cos , sin) (y x y x
π= = +
2

3( y  = cos x   ,    y  = cos )2π - x(   4( y  = sin x   ,    y  = sin )5π-x(

2 نمودار هر یک از توابع با ضابطه های زیر را در دستگاه مختصات در بازه های داده شده رسم کنید. 

1( siny x= 1

2             
,    ]0,2π[    2( y  =2cos x    +1        ,    ]-2π,2π[

3( y  = 1-sin x         ,    ]-2π,2π[    4(y  =   -1+    cos x        ,    ]-4π,4π[

5( y  =1+sin )x    + π
4

(  ,    ]0,2π[    6( cos) (π= −y x
2

  ,    ]2π,4π[

تمرین

8 با توجه به شکل صفحهٔ قبل جاهای خالی را در خصوص ویژگی های تابع با ضابطهٔ y  =cosx کامل کنید.
الف( دامنهٔ تابع کسینوس ....... و برد آن ........ است.

ب( مقدار تابع کسینوس در طول های .......... برابر با صفر است.
k  ϵ ، به دست می آید.  ،x  =2k  π پ( حداکثر مقدار تابع کسینوس ....... است که در طول های

ت( حداقل مقدار تابع کسینوس ...... است که در طول های ............ به دست می آید.

y

x

1

0

2

3

1−

2−

3−

π π3 π2
2

π
2

y cos x=

y cos x= 3

کار در کلاس

شکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ   y  =3 cos  x را نشان می دهد. به طور مشابه هر یک از توابع با ضابطه های داده شده را در بازهٔ ]2π , 0[، با 
استفاده از نمودار تابع کسینوس رسم کنید.

1   cos) (π= +
2

y x          
                              

2   y  =cos  x     -1    

3   cos= − 1
1

2
y x                                            

٤   y  = cos )x     - π
2

(+1
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خواندنی
موج های  از  مخلوطی  به صورت  اصوات 
مختلف  بسامدهای  با  شکل  سینوسی 

می توانند نمایش داده شوند.

خواندنی
طول روز به طور تقریبی در ایران در t امین 
تابع  با استفاده از  روز سال بر حسب ساعت 
مثلثاتی H با ضابطهٔ زیر مدل سازی می شود. 

 ( ) / sin ( )π= + −2
12 2 4 1

365
H t t

روز  اولین  به معنای   1 عدد  رابطه  این  در 
است؛  ماه  فروردین  روز  اولین  یعنی  سال 
این روز، مدت  نام دارد. در  بهاری  اعتدال 
زمان روز و شب در سراسر کره زمین با هم 
برابر است. همچنین عدد 12 تعداد ساعات 
روشنایی در یک روز به طور متوسط است. 
است  عددی  رابطه  این  در   2/4 ضریب 
کنیم،  آن کم  از  یا  با 12 جمع  را  آن  اگر  که 
طولانی ترین و کوتاه ترین مدت زمان روز در 
یک شبانه  روز حاصل می شود که عبارت اند 
از 14/4 ساعت )اول تیر ماه( و 9/6 ساعت 
)اول دی ماه(. عدد 365 نیز تعداد روزهای 
سال است. به عنوان مثال طول روز در اول 
مهر ماه که 187 امین روز سال است، تقریباً 

برابر است با:
( ) /187 11 8H ساعت 

روزهای  در  را  روز  تقریبی  طول  شما  حال 
12 اردیبهشت ماه، 15 مرداد ماه، 22 بهمن 

ماه و 30 آذر ماه به دست آورید.

موج با بسامد 
پایین تر

موج با بسامد 
بالاتر

y  = 2sinx    -1 )ب y  = 2cosx    +1 )الف
y  = sinx    -2 )ت y  = 2-  cosx )پ

زیر  نمودار  از دو  کنید هریک  توابع سینوس و کسینوس، مشخص  نمودار  به  توجه  با   3
کدام  یک از ضابطه های داده شده را دارند؟ نمودار تابع با سایر ضابطه ها را نیز رسم کنید.

y

x

1

0

2

3
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2−

3−

π π3 π2
2

π
2

y

x

1

0

2

3

1−

2−

3−

π π3 π2
2

π
2

−1

0

1

y

x

−1
2

1
2

π π2

=cos را نشان می دهد. − 1

2
y x ب( شکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ 

پ( برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ y  = 1+sin x کافی است نمودار تابع سینوس را به اندازهٔ 
یک واحد به موازات محور x ها انتقال دهیم.

ت( برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ y  = -cosx کافی است نمودار تابع کسینوس را نسبت به 
محور x ها قرینه کنیم.

4 با ذکر دلیل مشخص کنید کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام نادرست اند؟
siny را نشان می دهد. x= 1

2
الف( شکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ 

-1

0

1

y

−1
2

1
2

π π2


