
1396

رىاضى عمومى)1( و)2(
دورۀ پىش دانشگاهى

رشتۀ  علوم تجربى



ISBN   964-05-0101-8   964-05- 0101-8  شابک

رىاضى عمومى )1( و)2( دورۀ پىش دانشگاهی ـ 292/1 نام کتاب:
سازمان پژوهش و برنامه رىزی آموزشی پدیدآورنده:

دفتر تألىف کتاب های درسی عمومی و متوسطه نظری مدیریت برنامه ریزی درسی و تألیف: 
بابائى  حاجى  جواد  و  دارىوش همدانى  حمىده  نادرى،  امىر  بىژن زاده،  تابش، محمّدحسن  ىحىى 

)اعضای شورای برنامه رىزی( 
محمّدحسن بىژن زاده، عىن اللّه پاشا و که کو ىوحناىى )اعضای گروه تألىف(

شناسه افزوده برنامه ریزی و تألیف: 

 ادارۀ کلّ نظارت بر نشر و توزىع مواد آموزشی  مدیریت آماده سازی هنری: 
نصرتی  مرىم  ـ  جلد(  )طراح  معمارى  محمّد حسن    ـ  چاپ(  و  فنی  امور  )مدىر  نىک روش  لىدا 
 فاطمه رئىسىان فىروزآباد،فاطمه باقری مهر،فاطمه گىتی جبىن، زهرا رشىدی مقدم،  )صفحه آرا( ـ

زىنت بهشتی شىرازی، حمىد ثابت کلاچاهی، ناهىد خىام باشی )امور آماده سازی(

شناسه افزوده آماده سازی:

 ساختمان شمارۀ ٤ آموزش و پرورش )شهىد موسوی( تهران: خىابان اىرانشهر شمالی ـ
 تلفن: ٩ـ٨٨٨٣١١٦١، دورنگار: ٨٨٣٠٩٢٦٦، کد پستی: ١٥٨٤٧٤٧٣٥٩

نشانی سازمان:

کرج   ـ  مخصوص  جادۀ   ١٧ کىلومتر  ـ  تهران  اىران:  درسی  کتاب های  ونشر  چاپ   شرکت 
پستی:  44985160، صندوق  دورنگار:   ـ٤٤٩٨٥١٦١،    ٥ تلفن:  خىابان ٦١  )داروپخش( 

 ـ ٣٧٥١٥  ١٣٩

ناشر:

چاپخانه:   شرکت چاپ و نشر کتاب های درسی اىران »سهامی خاص«
چاپ بىست وسوم 1396 سال انتشار و نوبت چاپ:

برای درىافت فاىل pdf کتاب های درسی به پاىگاه کتاب های درسی به نشانی www.chap.sch.ir و 
 www.irtextbook.ir برای خرىد کتاب های درسی به سامانه فروش و توزىع مواد آموزشی به نشانی

ىا www.irtextbook.com  مراجعه نماىىد.

کلیه حقوق مادی و معنوی این کتاب متعلق به سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت 
آموزش و پرورش است و هرگونه استفاده از کتاب و اجزای آن به صورت چاپی و الکترونیکی 
و ارائه در پایگاه های مجازی، نمایش، اقتباس، تلخیص، تبدیل، ترجمه، عکسبرداری، نقاشی، 
تهیه فیلم و تکثیر به هر شکل و نوع بدون کسب مجوز ممنوع است و متخلفان تحت پیگرد 

قانونی قرار می گیرند.

وزارت آموزش و پرورش 
سازمان پژوهش و برنامه رىزی آموزشی



جوان ها قدر جوانى شان را بدانند که صرف کنند در علم و در تقوا و در سازندگى 
خودشان که اشخاص امىن صالح بشوند. مملکت با اشخاص امىن صالح مى تواند مستقل 

باشد.
امام خمىنى )ره(



اىن کتاب در سال ١٣٩٠ در گروه رىاضی دفتر تألىف کتاب های 
درسی ابتداىی و متوسطه نظری اصلاح شد.



فهرست

1           احتمال  فصل 1  

٢٠ توابع و معادلات       فصل 2  

65 مشتق توابع       فصل 3  

83 کاربردهاى مشتق       فصل 4  

108 هندسه مختصاتی و منحنی های درجه دوم     فصل ٥  

149 انتگرال        فصل ٦  

175 منابع         





۱

فصل فصل ۱۱

احتمالاحتمال
يادآوری 

باشيم، ما مايليم قبل از آن که روند  رويدادها ممکن است شاهد اتفاق هاى گوناگون  در مطالعهٔ 
رويدادى کامل شود نتيجهٔ آن را پيش بينى کنيم. يا به صورت روشن تر، مى خواهيم درجۀ اطمينانى را 
که به وقوع هريک از نتايج رويداد داريم مشخص کنيم. اين درجهٔ اطمينان به وسيلهٔ احتمال سنجيده 

مى شود که موضوع مورد بحث ماست. 
مثال: در توليد ابريشم طبيعى، از کرم ابريشم استفاده مى شود. اين کرم ها مدتى از برگ توت تغذيه 
مى کنند و بعد از آن پيلهٔ ابريشم را به دور خود مى تنند و سرانجام با سوراخ کردن پيله به صورت پروانه از 
آن خارج مى شوند. روند طبيعى و معمولى پرورش کرم ابريشم به همين صورت است که بيان شد. ولى در 
عمل ديده مى شود که بعضى از کرم ها قبل از آن که پيله ببندند مى ميرند و برخى ديگر در حين پيله بستن 
از بين مى روند. مى خواهيم بدانيم که چه نسبتى از کرم ها به پروانه تبديل مى شوند؟ اين نسبت نه تنها در 

مطالعهٔ مراحل زندگى کرم ابريشم مهم است بلکه از لحاظ اقتصادى نيز مسأله قابل توجهى است. 
اولين قدم در مطالعهٔ اغلب آزمايش ها تعيين فهرستى از نتايج ممکن براى آزمايش است. چنين 

فهرستى را فضاى نمونه اى مى گوييم. 
تعريف فضاى نمونه اى: فضاى نمونه اى يک آزمايش، مجموعه اى است مانند S به قسمى که 

نتايج آزمايش عضوى از اين مجموعه باشند. 
تذکر: فضاى نمونه اى ممکن است داراى تعداد نامتناهى عضو باشد. ما در ادامهٔ بحث فقط 
آزمايش هايى را درنظر مى گيريم که فضاى نمونه اى آن ها متناهى است يعنى تعداد اعضاى S، عددى 

طبيعى مانند n است. 
جنسيت  ترکيب  براى  مناسب  نمونه اى  فضاى  است.  فرزند  سه  داراى  خانواده اى   :۱ مثال 

فرزندان اين خانواده چيست؟ 
براى فرزند اول دو حالت وجود دارد، پسر يا دختر. اين دو حالت را مى توان به صورت صفحهٔ  بعد 
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نشان داد. 
فرزند اول 

پسر 

دختر 

براى هر حالتِ فرزند اول دو حالت براى فرزند دوم وجود دارد. همچنين براى هر حالت فرزند 
دوم، دوحالت براى فرزند سوم وجود دارد. تمام اين حالت ها را مى توان در نمودار زير خلاصه کرد: 

(د براى دختر و پ براى پسر آمده است) 
فرزند اول  فرزند دوم   فرزند سوم    

(پ پ پ)     پسر  
پسر  (د پ پ)     دختر  

(پ د پ)     پسر    پسر 
دختر  (د د پ)     دختر  

(پ پ د)     پسر  
پسر  (د پ د)     دختر  

دختر (پ د د)     پسر  
دختر (د د د)     دختر  

بنابراين فضاى نمونه اى مربوط به فرزندان اين خانواده عبارت است: 
 S = {د د د  ،  پ د د   ، دپ د   ،  پ پ د ،  د د پ   ،   پ د پ   ،   د پ پ    ،   پ پ پ}

تذکر: فضاى نمونه اى را به گونه اى مى نويسيم که شانس وقوع اعضاى آن با هم برابر باشند. 
اگر خانواده اى ۲ فرزند داشته باشد، فضاى نمونه اى آن را به صورت {دد، پ د، د پ، پ پ}  مثلاً 
مى نويسيم نه به صورت {دد، د پ، پ پ}، زيرا شانس يک پسر و يک دختر بيش از شانس دو پسر و 

هم چنين بيش از شانس دو دختر است.

پيشامد 
 C و B و A با نماد هر زيرمجموعهٔ فضاى نمونه اى را پيشامد مى گوييم. پيشامدها را معمولاً 

و… نشان مى دهيم. 
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مثال ۲: در مثال ۱ 
A = {پ پ پ}  
B = {د د پ، د پ د، پ د د ، د د د}  

دو زيرمجموعهٔ S هستند پس پيشامدهايى از اين فضاى نمونه اى اند. A و B  را مى توان به صورت زير 
بيان کرد: 

 A = هر سه فرزند پسر
 B = حداقل دو فرزند دختر

تعريف احتمال 
اگر A پيشامدى از فضاى نمونه اى S باشد، احتمال A  را که با P(A) نشان مى دهيم بنابر دستور 

زير محاسبه مى کنيم: 
 A تعداد اعضاى                   

P(A) = _____________              
  S تعداد اعضاى                    

اعضاى A را معمولاً صورت هاى مساعد (براى پيشامد A ) و اعضاى S  را صورت هاى ممکن 
مى گويند. بنابراين احتمال A  را مى توان به صورت زير نوشت: 

              تعداد صورت های مساعد
P(A) = ________________              

               تعداد صورت های ممکن  
اگر تعداد اعضاى مجموعهٔ A را با نماد n(A) نشان دهيم، دستور محاسبهٔ احتمال به صورت 

زير بيان خواهد شد: 
 n(A)P(A)

n(S)
=  

مثال ۳: در مثال ۱ مطلوب است احتمال آن که 
الف ــ هرسه فرزند پسر باشند. 

ب ــ حداکثر يکى از آن ها پسر باشد. 
حل: اگر پيشامد الف را با A و پيشامد ب را با B  نشان دهيم، خواهيم داشت 

A = {پ پ پ}          B = {د د پ، د پ د، پ د د ، د د د}
قبلاً ديديم که فضاى نمونه اى اين آزمايش ۸ عضو دارد. بنابر اين 

n(A) n(B)P(A) , P(B)
n(S) n(S)

= = = = =
1 4 1

8 8 2
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مسئله: خانواده اى داراى ۴ فرزند است، مطلوبست:
الف ــ فضای نمونه ای مربوط به جنسيت فرزندان اين خانواده
ب ــ احتمال آن که اين خانواده ۲ پسر و ۲ دختر داشته باشد.

ج ــ احتمال آن که تعداد پسرها بيش از تعداد دخترها باشد.
 

ترکيب پيشامدها 
از آنجايى که پيشامدها زيرمجموعه هايى از فضاى نمونه اى هستند، مى توانيم با اعمال عمل بر 

مجموعه ها، پيشامدهاى جديدى به دست آوريم:

متمم يک پيشامد
 اگر A يک پيشامد باشد، متمم آن پيشامدى است که وقتى رخ مى دهد که A رخ ندهد. متمم 

′Aنشان مى دهيم.  پيشامد A را با نماد
′Aعبارت است از پسر  مثال ۴: اگر A پيشامد پسر بودن هرسه فرزند در مثال ۱ باشد آن گاه

نبودن هرسه فرزند، پس   
A′ {د د د، د د پ، د پ د ، پ د د، پ پ د ، پ د پ ، د پ پ} =   

اين پيشامد را مى توان به صورت زير نيز بيان کرد: 
A′ حداقل يک فرزند دختر باشد =

مثال ۵: فرض کنيم A = {۲,۳,۴} ،S = {۱,۲,۳,۴,۵,۶} و B = {۴,۵,۶}، در اين صورت 
   A∪B = {۲,۳,۴,۵,۶}. مى توانيم P(A∪B) را مستقيماً با استفاده از تعريف حساب کنيم: 

n(A B)P(A B)
n(S)

=
∪∪   

=
5

6  

اشتراک دو پيشامد 
اگر A و B  دو پيشامد باشند، A ∩ B پيشامدى است که وقتى رخ مى دهد که هر دو  پيشامدهاى 

A و B  رخ دهند.
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مثال ۶: فرض کنيد  Sو A وB همان پيشامدهاى مثال ۵  باشند. در اين صورت  
A ∩ B = {۴}     

 n(A B)P(A B)
n(S)

= =
1

6

∩∩ بنابراين 

با توجه به مطالب سال قبل و مثال هاى ۵ و ۶ ديده مى شود که بين  P(B) ،P(A) ،P(A∪B) و  
P(A∩B) رابطهٔ زير برقرار است:

 P(A∪B) =P(A) + P(B) - P(A∩B)   
پيشامد  P(A∪B) را در  احتمال  برقرار است و به کمک آن مى توانيم  نيز  دستور در حالت کلى  اين 

صورت معلوم بودن ساير احتمال ها حساب کنيم.
مثال ۷: فرض کنيد در جامعه اى درصد نوع خون به شرح زير باشد:

 ٪۴  AB نوع    ٪۴۱  A نوع
 ٪۴۶  O نوع    ٪۹  B نوع

فرض کنيد مجروحى را به بخش اورژانس بيمارستانى آورده اند. احتمال  اين که گروه خونى اين 
بيمار از نوع A يا B باشد چقدر است؟

حل: اگر فرض کنيم
E =  است A گروه خونى بيمار
F = است B گروه خونى بيمار

∪P(E را حساب کنيم. چون امکان ندارد که شخصى هم داراى گروه خونى   A و هم  F)  مى خواهيم
گروه خونى B باشد، پس E∩F عضوى نمى تواند داشته باشد، پس احتمال آن صفر است، بنابراين

P(E∪ F) = P(E) + P(F)   
= ۰/۴۱ + ۰/۰۹ = ۰/۵۰                                                                        

مسئله: در مسئله قبل مطلوب است احتمال آن که فرزندان يک در ميان پسر باشند و يا خانواده 
۲ فرزند پسر داشته باشد.

پيشامد غير ممکن 
اگر در آزمايشى، پيشامدى را تعريف کنيم که امکان وقوع آن نباشد، آن پيشامد را پيشامد غيرممکن 

مى گوييم و با نماد ∅ (نماد مجموعهٔ تهى) نشان مى دهيم. چون مجموعهٔ تهى هيچ عضوى ندارد پس
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n( )P( )
n(S) n(S)
∅

∅ = = =
0

0

مثال ۸: در مثال ۱ اگر A و B را به صورت زير تعريف کنيم
A =       هرسه فرزند پسر باشند
B = يکى از فرزندان دختر باشد

در اين صورت پيشامد A∩B غير ممکن است، زيرا اين امکان ندارد که هر سه فرزند پسر باشند و در 
ضمن يکى از آن ها دختر باشد. پس ∅ = A∩B. البته اگر سعى مى کرديم A و B را به صورت اعضا 

مشخص کنيم، معلوم مى شد که B و A هيچ عضو مشترکى ندارند (انجام دهيد). پس
P(A∩B) = ۰

تعريف: اگر دو پيشامد A و B نتوانند با هم رخ دهند آن دو پيشامد را ناسازگار مى گوييم. پس 
A و B دو پيشامد ناسازگارند اگر داشته باشيم:

A∩B = ∅  
از اين تعريف معلوم مى شود که اگر A و B ناسازگار باشند، آنگاه P(A∩B) = ۰ و در نتيجه 

P(A∪B) =P(A) + P(B)  

تعميم
اگر An ،... ،A۲ ،A۱ پيشامدهايى باشند که دو به دو با هم نتوانند رخ دهند، در 

اين صورت مى گوييم اين پيشامدها دو به دو ناسازگارند و در اين صورت داريم
P(A۱∪A۲∪ ...∪An) = P(A۱) + P(A۲) + ... + P(An)

مثال ۹: در مثال ۷ احتمال آن که شخص مجروح از يکى از سه گروه هاى خونى 
B، A يا AB باشد چقدر است؟

حل: اگر علاوه بر E و F که در مثال ۷ تعريف شدند G را به صورت زير تعريف 
کنيم:

G :است AB گروه خونى بيمار
∪P(E را حساب کنيم کـه بنابر ناسازگارى پيشامد هاى  F∪G) در اين صورت مى خواهيم

F، E و G داريم:
P(E∪ F∪G) = P(E) + P(F) + P(G)  

= ۰/۴۱ + ۰/۰۹ + ۰/۰۴ = ۰/۵۴           
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پيشامدهاى مستقل
اگر دو پيشامد به قسمى باشند که وقوع يا عدم وقوع يکى در وقوع ديگرى تأثيرى نداشته باشد، 

آن دو پيشامد را مستقل مى گوييم.
اگر A و B دو پيشامد مستقل باشند برابرى زير برقرار است:

P(A∩B) =P(A) P(B)  
مثال ۱۰: مادرى صاحب سه فرزنـد است. احتمال آن که دو فرزند اول پسر باشند چقدر است؟

حل:  چون جنسيت نوزادان دو پيشامد مستقل است پس
P (دو فرزند اول پسر) = P (فرزند دوم پسر و فرزند اول پسر)

      = P (فرزند اول پسر) P (فرزند دوم پسر)  
                                         = × =

1 1 1

2 2 4
 

مسئله: در مثال بالا مطلوب است احتمال آن که فقط دو فرزند اول پسر باشند.
خون   RH عامل  تعيين کننده  ژن هاى   ٪۴۰ که  است  داده  نشان  ژنتيکى  مطالعات   :۱۱ مثال 

منفى اند. مطلوب است احتمال آن که فردى داراى RH منفى باشد.
حل: مى دانيم براى آن که فردى داراى RH منفى باشد لازم است که دو ژن منفى داشته باشد. 
و چون اين ژن ها را از هر يک از والدين خود به ارث مى برد مى توانيم منفى بودن هر يک از اين ژن ها 

را مستقل فرض کنيم بنابراين
P ( منفى RH) = P ( هر دو ژن منفى) = P (يک ژن منفى) P (يک ژن منفى)

= (۰/۴) (۰/۴) = ۰/۱۶  
مثال۱۲: احتمال آن که در خانواده اى اولين فرزند با RH منفى فرزند سوم خانواده باشد چقدر 

است؟
 (۱ - ۰/۱۶) (۱ - ۰/۱۶) (۰/۱۶) حل: 

مسائل
 RH خون منفى باشند، مطلوب است احتمال آن که RH ١ــ اگر ۴۰٪ ژن هاى تعيين کننده عامل

خون فردى منفى نباشد.
٢ــ با مفروضات مسئله بالا مطلوب است احتمال آن که در خانواده اى دو فرزنداز لحاظ خونى 

داراى يک نوع RH باشند.
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٣ــ اگر فرزند اول خانواده اى داراى RH مثبت باشد احتمال آن که فرزند دوم داراى RH منفى 
باشد چقدر است؟ (RH  خون فرزندان را مستقل فرض کنيد.)

٤ــ خانواده اى داراى سه فرزند است. مطلوب است احتمال آن که RH خون هر سه فرزند يکى 
نباشد.

٥ــ خانواده اى داراى چهار فرزند است، مطلوب است احتمال آن که فرزند اول و دوم پسر و 
فرزند سوم و چهارم دختر باشد.

احتمال شرطى
n(A) محاسبه مى کرديم و 

n(S)
تا به حال براى پيشامدى مانند P(A) ،A را با استفاده از دستور 

منظور از اين احتمال آن بود که ما هيچ اطلاعى دربارهٔ پيشامد A نداريم. امّا در بعضى مواقع ممکن 
است که به ما اطلاعاتى داده باشند که اين اطلاعات در احتمال وقوع A مؤثر باشد.

مثال: فرض کنيد از ظرفى که شامل ۵ مهره سفيد و ۴ مهره سياه است، مهره اى به تصادف 
خارج کرده ايم، احتمال آن که اين مهره سفيد باشد چقدر است؟

حل: در اين مثال فضاى نمونه اى ۹ عضو دارد که ۵ عضو آن براى پيشامد مورد نظر مساعد 
5 است.

9
است پس احتمال آمدن سفيد برابر 

اين احتمال به طور مطلق حساب شد و از هيچ اطلاع اضافى استفاده نشد. حال مثال زير را 
در نظر بگيريد.

مثال: از جعبهٔ مثال بالا مهره اى خارج مى کنيم ملاحظه مى شود که رنگ آن سياه است. اين مهره را 
کنار گذاشته و مهرهٔ دوم را به تصادف خارج مى کنيم. مطلوب است احتمال آن که اين مهره سفيد باشد.

حل: در اين مثال پس از کشيدن مهرهٔ اول و با توجه به اطلاعات داده شده (سياه بودن مهرهٔ 
خارج شده) شرايط به هنگام استخراج مهرهٔ دوم عبارت است از وجود ۵ مهرهٔ سفيد و ۳ مهرهٔ سياه در 

5 است.
8

جعبه، پس احتمال آمدن يک مهرهٔ سفيد از اين جعبه 
همان طورى که ملاحظه مى شود اگر چه در دو مثال بالا احتمال آمدن مهرهٔ سفيد را حساب کرديم ولى 
جواب ها يکسان نيستند. زيرا در مثال دوم اطلاعاتى داريم که احتمال آمدن مهرهٔ سفيد را تغيير مى دهد.

تعريف: فرض کنيد A و B دو پيشامد باشند، به قسمى که P(B) > ۰، در اين صورت اگر B رخ 
داده باشد احتمال وقوع A را که با نماد P(A|B) نشان مى دهيم و آن را احتمال شرطى A به شرط وقوع 

B مى گوييم، بنابر دستور زير محاسبه مى شود:



۹

P(A B)P(A B)
P(B)

=
∩

تذکر: از آنجايى که در دستور بالا P(B) در مخرج کسر قرار مى گيرد شرط P(B) > ۰ ضرورى 
است.

مثال: اگر P(A∩B) = ۰/۲ و P(A|B) ،P(B) = ۰/۶ را حساب کنيد.
حل:  بنابر تعريف احتمال شرطى داريم:

P(A B)P(A B)
P(B)

=
∩

/
/

= =
0 2 1

0 6 3         

براى  را  سفيد  موش  يک  قبلاً  داريم،  سفيد  موش   ۲ و  سياه  موش   ۳ آزمايشگاهى  در  مثال: 
آزمايشى انتخاب کرده ايم. حال مى خواهيم همان آزمايش را روى موش ديگرى انجام دهيم. براى اين 
منظور موشى را از بين موش هايى که روى آن ها آزمايش انجام نشده است انتخاب مى کنيم. مطلوب 

است احتمال آن که اين موش نيز سفيد باشد.
حل: با توجه به شرايط مسأله، در واقع موشى از بين ۳ موش سياه و يک موش سفيد انتخاب 

. 1
4

مى شود. پس احتمال سفيد بودن اين موش عبارت است از 
مسئله: کارمندان اداره اى مطابق جدول زير توزيع شده اند. احتمال آن که کارمند مردى تحصيلات 

دانشگاهى داشته باشد چقدر است؟
جنسيت

زن  مرد
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۱۰

احتمال شرطى و استقلال پيشامدها
به نظر مى رسد که اگر دو پيشامد A و B مستقل باشند وقوع يکى از اين پيشامدها در احتمال 

وقوع ديگرى نبايد تأثير بگذارد. اين واقعيت را مى توانيم به صورت زير ثابت کنيم:
P(A B)P(A B)

P(B)
=

∩            (بنابر تعريف احتمال شرطى)   

P(A)P(B)
P(B)

=   (B و A بنابر فرض استقلال)        

      = P(A)  
پس اگر A و B مستقل باشند آنگاه:

P(A|B) = P(A)  
مثال: خانواده اى داراى چهار فرزند است. مى دانيم فرزند اول پسر است. مطلوب است احتمال 

آن که سه فرزند ديگر اين خانواده دختر باشند.
حل: پيشامد پسر بودن فرزند اول را با B و پيشامد دختر بودن سه فرزند بعدى را با A نشان 

مى دهيم. بنابراين مى خواهيم P(A|B) را حساب کنيم. مى دانيم که
P(A B)P(A B)

P(B)
=

∩

 
A∩B، يعنى خانواده اى چهار فرزند دارد و مى خواهيم فرزند اول پسر و سه فرزند بعدى دختر 

باشند، پس بنابر استقلال جنسيت فرزندان داريم: (پ براى پسر و د براى دختر)
P(A∩B) = P (د د د پ)  

= P (پ) P (د) P (د) P (د)  

 = × × × =
1 1 1 1 1

2 2 2 2 16  

، بنابراين P(B) =
1

2
امّا 

P(A B)
P(B)

= =

1
116

1 8
2

∩

که اين احتمال برابر احتمال آن است که سه فرزند بعدى دختر باشند. ديده مى شود که وقوع B تغييرى 
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در احتمال وقوع A نمى دهد.
دستور محاسبه احتمال شرطى معمولاً به    صورتى که بيان شد مورد استفاده قرار نمى گيرد. بلکه 
از احتمال شرطى براى محاسبه P(A∩B) استفاده مى شود. از تعريف احتمال شرطى برابرى زير نتيجه 

مى شود:
P(A∩B) = P(B) P(A|B)  

= P(A) P(B|A)  
از اين دستورها مى توانيم احتمال اشتراک دو پيشامد را حساب کنيم.

و بدون جايگذارى از جعبه اى که شامل ۴ مهرهٔ سفيد و ۶ مهرهٔ سياه  مثال: دو مهره، متوالياً 
است خارج مى کنيم. مطلوب است احتمال آن که مهرهٔ اول سفيد و مهرهٔ دوم سياه باشد.

حل: اگـر سفيد بودن مهرهٔ اول را با A و سياه بودن مهرهٔ دوم را با B نشان دهيم، مى خواهيم  
P(A∩B) را حساب کنيم. با استفاده از احتمال شرطى داريم:

P(A∩B) = P(A) P(B|A)  
P(A) و براى محاسبهٔ P(B|A) بايد فرض کنيم A رخ داده است يعنى مهره اى سفيد  =

4

10
امّا 

از جعبه خارج شده است. بنابراين، شرايط به هنگام استخراج مهرهٔ دوم عبارت است از وجود ۶ مهرهٔ 
سياه و ۳ مهرهٔ سفيد در جعبه، بنابراين

P(B A) =
6

9

لذا
P(A B) = × =

4 6 24

10 9 90
∩

پيشامدها  احتمال  محاسبهٔ  در  که  مفيدى  دستورهاى  به  مى توانيم  شرطى  احتمال  از  استفاده  با 
بسيار مؤثرند برسيم.

قانون احتمال کل
فرض کنيد En...،E۱ پيشامدهايى باشند که حتماً يکى از آن ها رخ مى دهد، يعنى Ei = S∪ همچنين 
فرض کنيد فقط يکى از Ei ها بتواند رخ دهد، يعنى اين پيشامدها دو به دو ناسازگار باشند، يعنى به ازاى 

هر Ei ∩ Ej = ∅  ،i ≠ j. با   اين   شرايط   براى هر پيشامد دلخواه  E دستور مفيد زير را داريم:
i i

i
P(E) P(E )P(E E )= ∑
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بيمارى ارثى از والدين به فرزند پسر ۰/۱۲ و به فرزند دختر  مثال:  فرض کنيد انتقال نوعى 
۰/۰۹ باشد. والدينى که حامل اين نوع بيمارى هستند انتظار فرزندى را دارند. مطلوب است احتمال 

آن که اين فرزند سالم باشد.
حل: فرزندى که به دنيا خواهد آمد يا پسر است يا دختر. پس اگر پسر بودن فرزند را با E۱ و 
يکى از آن ها رخ خواهد داد.  دختر بودن آن را با E۲ نشان دهيم، آن گاه E۱ و E۲ ناسازگارند و حتماً 

سالم بودن فرزند را با E نشان مى دهيم. مى خواهيم P(E) را حساب کنيم.
P(E) = P(E۱) P(E|E۱) + P(E۲) P(E|E۲)  

( / ) ( / )= × − + −
1 1

1 0 12 1 0 09
2 2  

= ۰/۴۴ + ۰/۴۵۵ = ۰/۸۹۵  
حدود ۰/۹ احتمال آن است که فرزندى که به دنيا مى آيد سالم باشد.

توجه: اگر مى دانستيم که اين فرزند پسر خواهد بود احتمال سالم بودن آن ۰/۸۸ و اگر مى دانستيم 
دختر است اين احتمال برابر ۰/۹۱ بود. امّا چون از جنسيت فرزندى که به دنيا خواهد آمد اطلاعى 

نداريم بنابر دستور بالا اين احتمال برابر ۰/۸۹۵ محاسبه شد.
براى اين مسأله اگر سعى مى کرديم فهرستى از حالات ممکن تشکيل دهيم به نمودارى به صورت 

زير دست مى يافتيم.

فرزند وضع سلامتى   
سالم  

پسر    
ناسالم  
سالم  

دختر    
ناسالم  

اگر روى هر يک از پاره خط هاى نمودار بالا احتمال پيشامد نظير آن خط را بنويسيم خواهيم 
داشت:
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فرزند وضع سلامتى   
سالم              ۰/۸۸  

1

2
    پسر             

ناسالم              ۰/۱۲  
سالم               ۰/۹۱  

1

2
دختر                 

ناسالم               ۰/۰۹  
حال اگر شاخه هايى را که به وضعيت سالم ختم مى شوند مشخص کنيم و احتمال هاى روى آن 

شاخه را در هم ضرب و با نتيجه حاصل از شاخه هاى ديگر جمع کنيم خواهيم داشت:
 

/ / /× + × =
1 1

0 88 0 91 0 895
2 2  
شاخه دوم      شاخه اول

که همان جوابى است که با استفاده از دستور جمع احتمال ها به دست آمد. اين روش بسيار ساده و مفيد 
است با مثال ديگرى با نحوهٔ استفاده از آن بيشتر آشنا خواهيد شد.

مثال: ۵۲٪ جمعيت کشورى را زنان و ۴۸٪ بقيه را مردان تشکيل مى دهند. اگر ۸ درصد زنان و 
۹درصد مردان تحصيلات دانشگاهى داشته باشند، چند درصد جمعيت اين کشور تحصيلات دانشگاهى 

دارند.                    وضعيت تحصيلى      جنسيت
دانشگاهى              ۰/۰۸  

زن           ۰/۵۲   
پايين تر از دانشگاهى               ۰/۹۲

حل:
                        دانشگاهى                ۰/۰۹

مرد             ۰/۴۸   
پايين تر از دانشگاهى              ۰/۹۱

پس احتمال مطلوب عبارت است از
۰/۵۲ * ۰/۰۸ + ۰/۴۸ * ۰/۰۹ = ۰/۰۸۴۸  
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با اين اطلاعات حدود ۸/۵ درصد جمعيت کشور تحصيلات دانشگاهى دارند.
مسئله: ۵۲٪ جمعيت کشورى را زنان و ۴۸٪ بقيه را مردان تشکيل مى دهند اگر ۶۰٪ زنان و 

۶۸٪ مردان با سواد باشند، چند درصد افراد اين جامعه با سوادند؟

متغيرهاى تصادفى
به طور مختصر متغير تصادفى را به عنوان جزئى از يک مسألهٔ آمارى تعريف کرديم. اگر  قبلاً 
در آزمايشى، عددى به هر نتيجهٔ آزمايش نسبت دهيم اين عدد را متغير تصادفى مى ناميم. متغيرهاى 

تصادفى را معمولاً با حروف بزرگ X و Y، … نشان مى دهيم.
مثال: در آزمايشگاهى موشى را تحت رژيم غذايى خاصى قرار مى دهيم. مى خواهيم وزن اين 

موش را پس از يک هفته مطالعه کنيم. اين وزن متغيرى است تصادفى.
مثال: تعداد نوزادان يک موش در يک وضع حمل، متغيرى است تصادفى.
مثال: تعداد تخم هايى که يک کرم ابريشم مى گذارد، متغيرى است تصادفى.

توزيع احتمال
موضوع را با يک مثال ساده شروع مى کنيم. فرض کنيد در آزمايشگاهى ۵ موش سفيد و ۴ موش سياه 
داريم. مى خواهيم ۳ موش از بين آن ها انتخاب کنيم. فرض کنيد X تعداد موش هاى سفيد انتخاب شده باشند، 
در اين صورت X متغيرى است تصادفى که مقادير ۰ ، ۱ ، ۲  و ۳ را مى تواند انتخاب کند. حال احتمال آن که 
X برابر ۰ شود چقدر است. اين احتمال را با نماد (٠ = X)P نشان مى دهيم. براى آن که X = ۰ شود، لازم 

است تمام موش هاى انتخاب شده از بين موش هاى سياه باشند، پس احتمال مورد نظر عبارت است از
( )
( )

P(X )= = =

4
3 1

0
9 21
3  
به همين ترتيب مى توانيم ساير احتمال ها را نيز به شرح زير حساب کنيم:
( )( )
( )

P(X )= = =

5 4
1 2 5

1
9 14
3  

( )( )
( )

P(X )= = =

5 4
2 1 10

2
9 21
3
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( )
( )

P(X )= = =

5
3 5

3
9 42
3

اين احتمال ها را مى توانيم در جدولى به صورت زير بنويسيم:
X

P(X)

0 1 2 3

1 5 10 5

21 14 21 42  
منظور از توزيع احتمال آن است که تعيين کنيم احتمال چگونه روى مقاديرى توزيع شده است. 
 5
42

 ،10
21

 ، 5

14
 ، 1

21
مثلاً در جدول بالا توزيع احتمال روى مقادير  ۰ ، ۱ ، ۲  و ۳ به ترتيب به صورت 

است. برخى از توزيع ها به علت کاربردهاى فراوانى که دارند از اهميت زيادى برخوردارند. يکى از 
مهم ترين توزيع ها، توزيع دو جمله اى است.

مسئله: جعبه اى ۳ مهره سفيد و ۵ مهره سياه دارد، از اين جعبه چهار مهره با هم و به تصادف خارج 
مى کنيم. اگر X تعداد مهره هاى سفيد خارج شده باشد جدول توزيع احتمال X را بنويسيد.

توزيع دوجمله اى
فرض کنيد در خانواده اى سه فرزند به دنيا آمده باشد. مى خواهيم توزيع احتمال تعداد پسران 
اين خانواده را به دست آوريم. اگر X را برابر تعداد فرزندان پسر خانواده تعريف کنيم، آن گاه X، مقادير 
۰ ، ۱ ، ۲ ، ۳ را مى تواند اختيار کند. براى تعيين احتمال نظير هر يک از اين مقادير به فضاى نمونه اى 

مربوط به اين آزمايش که در مثال ۱ به دست آمد مراجعه مى کنيم.
بنابراين فضاى نمونه اى عبارت است از

{د د د، پ د د، د پ د، پ پ د، د د پ، پ د پ، د پ پ، پ پ پ}
همان طورکه ديده مى شود فضاى نمونه اى ۸ عضو دارد. (آيا مى توانيد توضيح دهيد که چرا اين 
مجموعه بايد ۸ عضو داشته باشد؟) حال براى محاسبه (٠ = X)P مى بينيم که پيشامد X = ۰ يعنى مجموعهٔ 
1 است. پيشامد X = ۱ يعنى مجموعهٔ {پ د د و د پ د و د د پ}. بنابراين 

8
{د د د}، پس احتمال آن برابر 

3 است. به همين ترتيب مى توانيم جدول زير را تشکيل دهيم:
8

احتمال آن برابر 
X

P(X)

0 1 2 3

1 3 3 1

8 8 8 8
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1 نباشد، اعضاى اين فضاى نمونه اى هم شانس 
2

تذکر: اگر احتمال پسر يا دختر بودن نوزاد برابر 

n(A) براى محاسبه احتمال استفاده کنيم. در مثال 
n(S)

نخواهند بود و در نتيجه نمى توانستيم از دستور 
بعدى با چنين شرايطى مواجه هستيم.

مثال: فرض کنيد پدر و مادرى هر يک داراى يک ژن رنگ چشم مغلوب (b) و يک ژن رنگ 
چشم غالب (B) باشند. اگر اين پدر و مادر صاحب سه فرزند باشند توزيع تعداد رنگ چشم هاى مغلوب 

را به دست آوريد.
مجدداً مى توانيم نمودار زير را رسم کنيم:

فرزند اول احتمال              فضاى نمونه اى          فرزند سوم     فرزند دوم 

b  bbb     
   
   

3 01 3

4 4     
b

   

 B  bbB     
   
   

2 11 3

4 4

 b  bBb     
   
   

2 11 3

4 4 
B

            

b   B  bBB     
   
   

1 21 3

4 4

B
  b  Bbb     

   
   

2 11 3

4 4 
b

             

 B  BbB    
  
  

21 3

4 4

 b  BBb    
  
  

21 3

4 4

B
             

 B  BBB     
   
   

0 31 3

4 4
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از اينجا مى توانيم احتمال هاى تعداد فرزندان با رنگ چشم مغلوب را به دست آوريم، مثلاً
P (X = ۱) = P {bBB, BbB, BBb}

n(A) استفاده 
n(S)

در اين مثال چون اعضاى فضاى نمونه اى هم شانس نيستند نمى توانيم از دستور 
در   {bBB, BbB, BBb} پيشامد  مى کنيم.  استفاده  احتمال  قوانين  از  احتمال  محاسبهٔ  براى  کنيم. 
واقع اجتماع سه پيشامد ناسازگار {BBb} و {BbB} و {bBB} است پس بنابر قانون جمع احتمال ها 

داريم:
P (X = ١) = P{bBB} + P{BbB} + P{BBb}

( )( ) ( )( ) ( )( )= + +2 2 21 3 1 3 1 3

4 4 4 4 4 4

( )( )= 21 3
3
4 4

به همين ترتيب مى توانيم ساير مقادير را محاسبه و جدول زير را تشکيل دهيم:
X

               
               
               

0 3 1 2 2 1 3 0

0 1 2 3

1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 3 1

4 4 4 4 4 4 4 4

در اين جدول مى بينيم که احتمال ها از دستور زير پيروى مى کنند:

( ) k kP(X k) ( ) ( ) k , , ,k
−= = =31 33 0 1 2 3

4 4

اگر به جاى k به ترتيب مقادير ۰ ، ۱ ، ۲ ، ۳ را قرار دهيم همان احتمال هاى نوشته شده در جدول 
بالا به دست خواهند آمد. اين دستور براى حالت هاى کلى نيز برقرار است.

مسئله: مثال بالا را براى خانواده اى که ۴ فرزند دارد و X برابر تعداد فرزندان با رنگ چشم 
مغلوب است تکرار کنيد. تحقيق کنيد که احتمال ها از دستور

( ) k kP(X k) ( ) ( )k
−= = 41 34

4 4 پيروى مى کنند.
اين مثال ها داراى نکات مشترک زيراند:

الف: آزمايشى که فقط دو نتيجه دارد. در مثال اول جنسيت فرزند و در مثال دوم رنگ چشم.
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ب: اين آزمايش به تعداد دفعات معلومى تکرار مى شود. در مثال اول و دوم ۳ بار و در مسئله 
قبل ۴ بار تکرار شده است.

ج: نتيجهٔ هر آزمايش مستقل از نتيجهٔ ساير آزمايش ها است. پسر يا دختر بودن فرزندى به پسر 
يا دختر بودن فرزند در دفعات قبل يا بعد بستگى ندارد. همين طور رنگ چشم فرزندان. به همين دليل 
1 براى هر فرزند ثابت 

4
1 و يا مغلوب بودن رنگ چشم فرزند برابر 

2
احتمال پسر بودن فرزندى برابر 

باقى ماند.
د: تعداد حالت هاى مورد نظر در اين آزمايش ها، در مثال اول تعداد فرزندان پسر، و در مثال دوم 

تعداد فرزندان با رنگ چشمان مغلوب.
هر متغير تصادفى که به صورت بالا معرفى مى شود داراى توزيعى است که آن توزيع را توزيع 

دوجمله اى مى ناميم. توزيع دوجمله اى را مى توانيم در حالت کلى به صورت زير معرفى کنيم.
الف: آزمايشى با دو نتيجه را در نظر بگيريد. نتيجه اى از اين آزمايش که مورد نظر است «پيروزى» 
و ديگرى را «شکست» بناميد در مثال اول دختر بودن فرزند و در مثال دوم مغلوب بودن رنگ چشم را 

پيروزى در نظر گرفته ايم.
.n = ۳ بار تکرار مى کنيم در مثال اول و دوم n ب: اين آزمايش را

ج: آزمايش ها به صورت مستقل تکرار مى شود. بنابراين اگر p احتمال آمدن پيروزى در انجام يک 
بار آزمايش باشد، آن گاه p در طول آزمايش ثابت است و از آزمايشى به آزمايش ديگر عوض نمى شود. 

. p =
1

4
p و در مثال دوم  =

1

2
در مثال اول 

د: تعداد پيروزى ها در n بار تکرار آزمايش ها.
اگر اين متغير تصادفى را با X نشان دهيم آن گاه X مقادير n ،… ، ۲ ، ۱ ، ۰ را با احتمال هاى زير 

اختيار مى کند:
( ) k n knP(X k) p ( p)k

−= = −1

مثال: اگر ۴۰ درصد ژن هاى تعيين کننده عامل RH خون منفى باشند، مطلوب است احتمال 
آن که در يک کلاس ۳۰ نفرى ۸ نفر داراى خونى با RH منفى باشند.

( )P(X ) ( / ) ( / )= = −8 22308 0 16 1 0 168

 ۰/۱ برابر  مستعد  افراد  به  بيمار  فرد  از  مسرى  بيمارى  نوعى  انتقال  احتمال  کنيد  فرض  مثال: 
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باشد. اگر ۱۰ نفر مستعد با فردى که حامل بيمارى است ملاقات کنند، توزيع تعداد افرادى را که به  اين 
بيمارى مبتلا مى شوند به دست آوريد.

حل: در اين مثال آزمايش عبارت است از ملاقات يک فرد مستعد با يک فرد بيمار که درنتيجه 
مبتلا شدن فرد سالم (پيروزى) و يا مبتلا نشدن (شکست) او را به همراه دارد. اين آزمايش n = ۱۰ بار 
تـکرار شده است و ايـن تکرارها را مى تـوان مستقل فـرض کـرد. احتمال پيروزى در هر تکرار برابر 
p = ۰/۱ است. تعداد پيروزى ها در اين آزمايش برابر تعداد افرادى است که به بيمارى مبتلا شده اند. 
اگر اين تعداد را با X نشان دهيم ملاحظه مى شود که تمام شرايط توزيع دوجمله اى برقرار است. پس

( ) k kP(X k) ( / ) ( / )k
−= = 1010 0 1 0 9

مسائل
١ــ نوعى بذر ذرت تهيه شده است که ادعا مى شود ۹۰٪ بذرها جوانه خواهند زد. اگـر ۲۰ دانه 
از ايـن ذرت هـا را در شرايط منـاسب و يکسان بکاريم، مطلوب است تعيين توزيع تعداد بذرهايى که جوانه 

مى زنند و محاسبه احتمال آن که فقط ۱۸ دانه جوانه بزند (جواب را ساده نکنيد).
٢ــ به دانش آموزى ۱۰ سؤال تستى چهار گزينه اى داده ايم. اگر او به سؤال ها به تصادف جواب 

بدهد، احتمال آن که
الف ــ به ۷ سؤال پاسخ صحيح بدهد چقدر است؟

ب ــ حداقل به ۷ سؤال پاسخ صحيح بدهد چقدر است؟
باشد  مثبت  ميان  در  يک  فرزندان  خون   RH آن که احتمال  فرزند،  چهار  با  خانواده اى  در  ٣ــ 

چقدر است؟
٤ــ احتمال آن که حسن دير به مدرسه برسد ۰/۰۲ است، احتمال آن که در يک هفته دو روز دير 

برسد چقدر است؟
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فصل فصل ٢٢  

توابع و معادلاتتوابع و معادلات
توابع درجه دوم

در رياضی ٢ با رسم نمودار برخی 
تابع  انتقالِ  کمکِ  به  دوم  درجهٔ  توابع  از 
f (x) = x٢ آشنا شديم. با انجام تمرين زير، 

آمادهٔ يادگيری مطالبی ديگر می شويم: 
نمودار  شده  ياد  روش  به  تمرين: 

توابع زير را رسم کنيد.
                       g (x) = -x٢ (الف        
٢(٢+x) = h (x) (ب
٢+ ٢(١-x) = s (x) (ج  
٣-t (x) = -x٢ (د  

رأس   O (٠,٠) نقطهٔ   y  = x٢ نمودارِ  در  می شود.  گفته  سهمی  دوم  درجهٔ  تابع  نمايش  منحنی   به 
نموده ايد  رسم  بالا  تمرين  در  که  نمودارهايی  جمله  از  ديگر  دوم  درجهٔ  نمودارهای  در  است.  سهمی 
رأس   y a(x x ) y= − +2

0 0 نمودار  به   y  = xنمودار ٢ انتقال  در  می کنيد.  مشاهده  را  نقطه ای  چنين 
انتقال می يابد. مثلاً رأس سهمی ٣+ ٢ (١-x) ٢= y نقطهٔ (١,٣) و رأس سهمی  (x , y )0 0 سهمی نيز به نقطهٔ 

 ٢-y =    -x٢  نقطهٔ (٢- ,٠) می باشد.

همچنين مشاهده کرديد که در برخی نمودارها رأس سهمی پايين ترين نقطه (می نيمم) سهمی و 
در برخی بالاترين نقطه (ماکزيمم) سهمی می باشد. به عبارت ديگر در اين نقطه، تابع درجه دوم کمترين 

مقدار يا بيشترين مقدار را داراست.
ضابطهٔ يک تابع درجه دوم در حالت کلی bx +  c  +  y   =  ax٢ است که در آن c, b, a اعداد ثابتی 
هستند و ٠≠ a دامنهٔ اين تابع IR و برد آن زيرمجموعه ای از IR می باشد. چنين ضابطه ای را می توان 

y

x
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y نيز نوشت: a(x x ) y= − +2
0 0 به صورت  

مثال: تابع درجه دوم با ضابطهٔ ٥  + ٤x-  ٢x٢  =   f  (x) را می توان به صورت زير نوشت:
f (x) (x x ) (x ) = − + = − − +  

2 25 5
2 2 2 1 1

2 2
 

(x )= − +22 1 3
                                                       

1

3

5

y

x

است،  مثبت   ٢(x-١) چون   ٢ مقادير  ساير  به  ازای  امّا  است   f  (١)   =  ٣ تابع  مقدار   x=١  به ازای 
 نقطهٔ می نيمم است. 

 
 

1

3
٣  +  ٢(١-x)٢  =   f  (x) بزرگتر از ٣ بوده و رأس سهمی يعنی نقطهٔ 

بگيريد  در  نظر  تابع ٣  +  ٢(١-x)٢-  =   g  (x) را  حال 
  x  =١ به ازای   .(a <٠) است  منفی  عددی   x٢ ضريب  که 
چون  مقادير  ساير  به ازای  اما  است   f  (١)  = ٣ تابع  مقدار 
٢   (١-x)  ٢- منفی است، ٣  +  ٢(١-x)٢-  =   g  (x) کوچکتر 

ماکزيمم   نقطهٔ  
 
 

1

3
نقطهٔ  يعنی  سهمی  رأس  و  بوده   ٣ از 

می باشد. 
است.   ١١٠ برابر  عدد  دو  جمع  حاصل  مثال: 
اين دو عدد را چنان بيابيد که حاصل ضرب آن ها ماکزيمم 

شود.
حل: دو عدد را x و y می ناميم. داريم ١١٠=  x  +  y   قرار می دهيم P  =  xy. پس 

P  =  x (١١٠-x) = -x١١٠+ ٢x = - (x - ٥٥)٥٥٢  +  ٢  

3

1

1

y

x
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عبارت اخير وقتی ماکزيمم است که جمله اول آن برابر صفر شود.
x - ٠=   ٥٥   ,     x  =  ٥٥  

پس ٥٥ =  x  =  y جواب مسئله است. 
به طورکلی در مورد تابع bx  +c  +f(x)  =   ax٢ می توان نوشت:

b c b c bf (x) a(x x ) a (x )
a a a a a

 
= + + = + + − 

  

2
2 2

22 4

b ac ba(x )
a a

−
= + +

2
2 4

2 4
 

 

ac است. امّا به ازای ساير مقادير:  b
a
− 24

4
bx ، مقدار تابع 

a
= −

2
به ازای 

b نقطهٔ 
a

−
2

bf و نقطهٔ به طول  (x) f ( )
a

> −
2

ba(x مثبت و درنتيجه  )
a

+ 2

2
 a   >الف) اگر ٠

می نيمم است.

نقطهٔ   b
a

−
2

طول  به  نقطهٔ  و   bf (x) f ( )
a

< −
2

درنتيجه  و  منفی   ba(x )
a

+ 2

2
 a   <٠ اگر  ب) 

ماکزيمم است.

عرض می نيمم

y

xo x = −
b
2a

y=

a >0
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باشد    a   >٠ اگر   ، bx
a

= −
2

ازای  به   f(x)  =   ax٢+  bx  +c تابع گفت:  می توان  خلاصه  به طور 
کمترين مقدار و اگر ٠>   a باشد بيشترين مقدار را دارد.

مثال: کمترين مقدار تابع ٤+٣x-٢x٢ =  f(x) را به صورت زير تعيين می کنيم:
bx f ( ) ( ) ( )
a
−

= = ⇒ = − + =23 3 3 3 23
2 3 4

2 4 4 4 4 8
 

در  ديگر  نقطهٔ  دو  مختصات  سهمی،  رأس  علاوه   بر  معمولاً  دوم،  درجه  تابع  نمودار  رسم  برای 
طرفين رأس و به فاصلهٔ مساوی از آن را تعيين می کنيم. برای رسم دقيق تر، مختصاتِ نقاط تلاقی نمودار 

با محورهای مختصات را نيز به دست می آوريم.
مثال: نمودار تابع ٣+٢x+f(x)  =  -x٢ را رسم 

می کنيم.

 و دو نقطه 
bx
a

y

= − =

=

1
2

4
رأس سهمی نقطهٔ  

x
y

=
=
0

3
و   x

y
=
=
2

3
آن  طرفين  در  مساوی  فاصله  با 

می باشد. به علاوه:
نقطه  همان  yها  محور  با  منحنی  تلاقی  نقطهٔ 
x و نقطه تلاقی منحنی با محور  x  ها با جايگذاری 

y
=
=
0

3

٠  =  y دو تابع و حل معادلهٔ نظير به دست می آيد: 

عرض ماکزيمم

3

1 2 3

4

−1

y

x

o

y =

<0a

a
=x − b

2

y

x
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                                                                     حل معادله درجه دوم 
 y  =٠ → - x٢+ ٢x +٠= ٣ →  x

y
= −
=

1

0  
و
 

x
y

=
=
3

0
     

خط قائمی که از رأس سهمی می گذرد (در نمودار قبل خط ١=x ) محور تقارن سهمی است 
bx محور تقارنِ سهمی است.

a
−

=
2

(چرا؟) به طورکلی خط به معادله 
y را رسم می کنيم. (x )(x )= − +

1
1 3

2
مثال: سهمی به معادلهٔ 

x نقاط برخورد سهمی با محور طول هاست.
y

= −
=

3

0
x و 

y
=
=
1

0
نقاط 

x رأس سهمی است (چطور؟)
y

= −
= −

1

2
به علاوه از دو نقطهٔ فوق نتيجه می شود، نقطهٔ  

 نيز نقطه برخورد سهمی با محور عرض هاست.
x

y

=

= −

0

3

2

نقطهٔ 

−1

−1

−2 1 2

−2

−3

y

x

مسائل
١ــ نمودارهای توابع زير را رسم کنيد.

      ١-٢x+ ٢x٢-  =  y (ب                                            ٦x+ ٣x٢=  y (الف
(x  +  ٤)  ( x-٢)  =  y (د                                         ١+  ٦x+ ٩x٢=  y (ج  
٤+   ٣x- ٢x٢=  y (و                                                ٣+ ٢x٢=  y (هـ  

سرعتِ  با  را  توپی  است  ايستاده  متر   ٨٠ ارتفاع  به  ساختمانی  فوقانی  لبهٔ  در  که  شخصی  ٢ــ 
اوليهٔ ٢٠ متر بر ثانيه به سوی بالا پرتاب می کند. بعد از t ثانيه ارتفاع توپ از سطح زمين برابر است 
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زير  سؤالات  به  نمودار  اين  از  استفاده  با  کنيد.  رسم  را  تابع  اين  نمودار   .h  =  -٥ t٢٠+ ٢t +  ٨٠ با 
دهيد: پاسخ 

الف) توپ پس از چند ثانيه به زمين می خورد؟
ب) ماکزيمم ارتفاع توپ چقدر است؟ بعد از چند ثانيه به ماکزيمم ارتفاع می رسد؟

ج) بعد از چند ثانيه پس از پرتاب توپ به سطح بالای ساختمان برمی گردد؟
د) دامنهٔ اين تابع را تعيين کنيد.

٣ــ محيط مستطيلی ١٠٠ متر است. طول و عرض آن را چنان تعيين کنيد که مساحت مستطيل 
ماکزيمم شود.

f را به ازای مقادير مثبتِ x تعيين کنيد. (x) x
x

= +
4 ٤ــ کمترين مقدار تابع 

روابط بين ضرايب و جواب های معادلۀ درجۀ دوم
برخورد  نقاطِ  طول   ،ax٢ + bx +  c =٠ دوم  درجهٔ  معادلهٔ  جواب های  که  ديديم   ٢ رياضی  در 
٠ > ٤ac- b٢ باشد معادلهٔ فوق جواب ندارد و  نمودارِ تابع bx +  c+ y  =  a x٢ با محور x هاست. اگر 
سهمی فوق محور x  ها را قطع نمی کند. اگر ٠= ٤ac- b٢، سهمی با محور x  ها در يک نقطه تماس 

دارد و اگر ٠<  ٤ac- b٢ معادله دو جواب دارد و سهمی محور x  ها را در دو نقطه قطع می کند.
هم چنين ديديم که اگر x١ و x٢ جواب های معادلهٔ فوق باشند آنگاه:

bx x
a

+ = −1 2
                

cx x
a

=1 2  
و درنتيجه:

b cax bx c a(x x ) a(x x )(x x )
a a

+ + = + + = − −2 2
1 2  

x1 x

S

S

2
x

S

S

1

a
∆ >
<

0

0

a
∆ >

>
0

0

S

a
∆ =
<

0

0

a
∆ =

>
0

0

a
∆ <
<

0

0

a
∆ <

>
0

0

b
a

−
2

x x=1 2

y a(x x )(x x )= − −1 2

= −       + 1          1y a(x x )    y

y a(x x )= − 1
2

2
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1 و ٣- باشد.
2

مثال: معادله ای درجهٔ دوم با ضرايب صحيح بنويسيد که جواب های آن 
x , x (x )(x ) x x= − = ⇒ + − = ⇒ + − =21 1 5 3

3 3 0 0
2 2 2 2

x x⇒ + − =22 5 3 0 
 مثال: معادلهٔ سهمی را بنويسيد که محور طول ها را در ٣+ و ١+ و محور عرض ها را در ٦+ 

قطع کند.
y  = a  (x-١) (x-٣) ⇒ y = a  (x٤-٢x+٣)  

٣ =  ٦a ⇒ a =می گذرد:                      ٢  
 
 

0

6
و چون از نقطهٔ 

پس معادلهٔ سهمی ٦+٨x- ٢x٢=  y می باشد.
مثال: مقدار m را چنان بيابيد که مجموع جواب های معادلهٔ ٠=  ٣m-x  (١+  m)  - ٢x٢ برابر 

٣ باشد.
 b m m

a
+

− = ⇒ = ⇒ =
1

3 3 5
2

 
مثال: معادلهٔ درجه دومی بنويسيد که جواب های آن معکوس جواب های ٠=١+٢x+ ٣x٢- باشد. 

 است، پس:
β
1  و 

α
1 اگر جواب های معادلهٔ داده شده α و β باشد جواب های معادلهٔ خواسته شده 

(x ).(x ) x ( ) x x xα +β
− − = ⇒ − + + = ⇒ − + =
α β α β αβ αβ αβ

2 21 1 1 1 1 1
0 0 0  

x x x x
+

− + = ⇒ + − =
− −

2 2

2
13 0 2 3 0

1 1
3 3

 

 cx٢ +b x+a  =و ٠ ax٢ +b  x+  c  =به طورکلی می توان نشان داد جواب های معادله های درجهٔ دوم ٠
معکوس يکديگرند. 

مسائل
١ــ معادله ای درجهٔ دوم بنويسيد که جواب های آن دو عدد زير باشند.

2 (ب                  ٣- و ٤ (الف
3

3 و 
2

2− (ج                  2 2+ و  2  
 -mx٣+ ٢x  +  m  -را چنان تعيين کنيد که حاصل ضرب جواب های معادلهٔ ٠=١ m ٢ــ مقدار

برابر ٢- شود.
٣ــ مقدار a را چنان تعيين کنيد که جواب های معادلهٔ ٠=  x + a ٥  - ٢x٢ معکوس يکديگر باشند. 
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سپس جواب های اين معادله را بيابيد.
٤ــ معادلهٔ سهمی را بنويسيد که محور طول ها را در ٢+ و ٢- و محور عرض ها را در ٢+ قطع کند.
٥  ــ معادلهٔ درجهٔ دومی بنويسيد که جواب های آن معکوس جواب های ٠=  ٥  -٣x+ x٢ باشد.

تابع قدرمطلق
آشنا  قدرمطلقی  تابع های  با  رياضی ٢  در  حقيقی و  عدد  يک  قدرمطلق  مفهوم  با  رياضی ١  در 

شديد.
تمرين: ١ــ عبارت های زير را بدون نماد قدرمطلق بنويسيد.

2− (الف 2 1− (ب                3 a (ج             +2 1 (د      
 

(x )− − −21 3       
x را به دست آوريد. x− + −1 3 ٢ــ اگر ٣  >  x  >  ١ حاصل عبارتِ 

نمودار  آن  از  استفاده  با  و  کرده  رسم  را   f (x)  = x تابع  نمودار  مختصات  صفحهٔ  يک  در  ٣ــ 
توابع زير را در همان صفحه رسم کنيد.

g(x) (الف x= +2 h(x) (ب                x= − k(x) (ج             x= − +3 1   
s(x) (د x= − +2 3 t(x) (هـ                x= 2 p(x) (و             x= −2 3  
. xx

y y
= xy و  x y= x می توانيم نتيجه بگيريم  x= 2 با توجه به اين که 

. برخی ديگر از ويژگی های قدرمطلق به قرار زير است: x x=2 2 x و  x− = هم چنين 
.  x   =  - a يا   x  =  a آنگاه   a   ≥  ٠ , |x| =  a  ١) اگر
x آنگاه a   <   x  <  a- و برعکس. a≤ ٢) اگر 

x a x a x a x a (x a)(x a)≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ + − ≤2 2 2 2 2 2 0 0  
٠   ≤  x  +  a و  x-a ≤ ٠  ⇒ -a   ≤   x , x    ≤  a ⇒  -a  ≤   x   ≤   a  
x a< همين استدلال را برعکس نيز می توان ارائه کرد و از a   <   x  <  a- نتيجه می شود 

−x را به دست می آوريم. <3 5 8 مثال: جواب نامعادلهٔ 
x x x− < − < ⇒− < − < ⇒− < <

11
8 3 5 8 11 5 5 1

5
 

y را رسم کرد. f (x)= با استفاده از نمودار y = f (x) می توان نمودار 
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تابع  نمايش  منحنی  مثال،  به عنوان 
شکـل  بـه   ( x ) y sin xπ π

− ≤ ≤ =
2 2 مقابل است:

y

xo

y = sinx

π
2

− π
2

(− π
2

,−1)

(
π
2

,1)

y به  sin x= بنابراين، منحنی نمايش تابع 
yشکل مقابل است.

xo

y = sinx

π
2− π

2

( π
2

,1)(− π
2

,1)

بالای  که  نمودار  از  قسمتی  می کنيم،  رسم  را   y  =  f  (x) نمودار  ابتدا  روش  در   اين  به طورکلی 
محور x ها است باقی می ماند ولی قسمتی که زير محور x هاست را حذف و قرينهٔ آن نسبت به محور 
y به دست می آيد. آيا می توانيد علت درستی اين  f (x)= x ها را رسم می کنيم به اين ترتيب نمودار 

روش را توضيح دهيد؟

مسائل
  x x x− ≤ ≤ ١ــ  با استفاده از ويژگی ٢ نشان دهيد برای هر عدد حقيقی x داريم: 

x و٠<  a  نشان دهيد x  < a يا  x   > -a و برعکس. a> ٢ــ اگر 
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٣ــ با  استفاده از مسأله ١ برای هر دو عدد حقيقی  x و y  نشان دهيد
 x y x y x y− − ≤ + ≤ +   

x (رابطه نامساوی مثلثی) y x y+ ≤ + و نتيجه بگيريد: 
٤ــ می توان نشان داد رابطهٔ نامساوی مثلثی برای هر تعداد عدد حقيقی برقرار است. برای سه 

. x x x x x x+ + ≤ + +1 2 3 1 2 3 عدد حقيقی x١ و x٢ و x٣ نشان دهيد 
٥  ــ معادله ها و نامعادله های زير را حل کنيد:

x (الف − =2 1 3  (ب                   
x

=
+
1

2
5

            

x (ج + ≤
2

1
3

 (د                       
x

<
3

x (هـ                      1 x+ = −2 1 2   

٦  ــ نمودار هريک از توابع زير را رسم کنيد:
 (الف

 
y x= −3 2 y (ب                x= − 21 y (ج              x= 3  

y (د cos x , x= ≤ ≤ π0  
٧ــ هريک از توابع زير را به صورت يک تابع چند ضابطه ای (بدون نماد قدرمطلق) بنويسيد. 

سپس نمودار هريک را رسم کنيد:
y (الف x= − +3 1 y (ب               x x= y (ج             x x= − + +1 1  

] نشان می دهيم  ]x  تابع جزءِ صحيح: اگر x يک عدد حقيقی باشد، جزءِ صحيح x که با نماد 
بزرگترين عدد صحيحی است که کوچکتر يا مساوی x است. برای مثال:

−1 0−2−3−4−5−6 1 2 3 4 5 6

[ ]− = −5 5
 − = −  

3
1 2

5
  = 2 1 [ ] =3 3 [ ]/ =5 7 5

  .[ ]x = n   درنتيجه n    ≤  x < n   +وجود دارد به طوری که ١ n عدد صحيح ،x برای هر عدد حقيقی
 − = −  

17
6

3
− درنتيجه  ≤ − < −

17
6 5

3
 و   = 8 ≥ درنتيجه 2 <2 8 3 مثلاً چون 

] که در اينجا α جزء کسری x ناميده می شود و  ]x x= + α با توجّه به اين تعريف می توان گفت 
.٠    ≤  α < ١ ،[ ] [ ]x x x≤ < چون 1+
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در زير به دو مورد از خواص تابع جزءِ صحيح اشاره می کنيم:
] (الف ] [ ]x k x k+ = + k∈Z  ؛       

                                                                                     ؛ 
 (ب

x Z
x x

x Z

0

1

 
                                                                                     ؛

دليل درستی احکام فوق را می نويسيم:
الف) گفتيم برای هر عدد حقيقی x، عدد صحيح n وجود دارد به طوری که ١+ n    ≤  x < n. درنتيجه 
[ ] [ ]x k x k+ = + ] درنتيجه:  ]n x= و چون 

 

[ ]x k n k+ = + ١ +  n  +  k    ≤  x  +  k<n  +   k و بنابراين
[ ] [ ]x x x ( x)+ − = + − x∈Z- و درنتيجه 0= x∈Z   آنگاه  ب) اگر 

می شود  نتيجه  تعريف  طبق  ترتيب  به   .-n -١   <-  x < -n  و  n    <  x < n +١ آنگاه   x∉Z اگر 
[ ] [ ]x x n ( n )+ − = + − − = −1 ] درنتيجه 1 ]x n− = − ] و 1− ]x n=

ناميده  صحيح  جزءِ  تابع  دهد  نسبت  را   x صحيح  جزءِ   ، x حقيقی  عدد  هر  به  که  تابعی 
[ ]f (x) x= می شود: 

اعداد  مجموعه  تابع  اين  دامنه  پس  است  شده  تعريف  حقيقی  عدد  هر  برای  صحيح  جزءِ  چون 
Z) می باشد. حقيقی (IR) ولی برد آن مجموعه اعداد صحيح (

] رسم شده است: ),−2 2 در زير نمودار اين تابع در بازهٔ 

  
x

    
[ ]y x=

-٢  ≤   x < ١ -٢
-١  ≤   x < ٠ -١
٠  ≤   x < ١ ٠
١  ≤   x < ٢ ١

 
در  می توانيد  آيا  کرد.  رسم  را  [ ]y x= نمودار می توان  نيز   y  =  x نمودار  از  استفاده  با 

بيابيد؟ را  تابع  دو  اين  نمودارهای  بين  رابطهٔ  بالا،  نمودار 

y

x

y = −2

y = −1

y = 0

y = 1

y = 2

y x=
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نـمـودار   رسم  بـرای  بـه طـورکـلی 
 y = f  (x) نـمـودار  از  ]  مـی تـوانـيم  ]y f (x)=

 n    ≤  f  (x) < n  +استفاده نماييم. می دانيم که اگر ١
(n∈NI)  .[ ]f (x) n= آنگاه 

 [ ]y f (x)= نـمودار   رسم  بـرای  بنابرايـن 
بازهٔ  در  آن  برُد  که   y = f  (x) نمودار از  قسمتی  هر 
آن  جای  به  و  حذف  را  قرار می گيرد   [ )n,n +1

می کنيم. رسم  را   y = n خط  قطعه 
نـمودارهـای  از  استفاده  ]  بـا  ]y sin x= و  [ ]y x= 2 تابع  دو  نمودارهای  زير  در  مثال: 

٢x = y و  y = sinx رسم شده است:

f

y n= +1

y n= [ ]f

y Sinx=

−π π
−

2
π
2

π

−1

1+

x

y

y

x

y x=2
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مسائل
١ــ نمودارهای توابع زير را رسم کنيد.

] (الف ]y x= +2 1  
(ب

 

xy  =   2
  

] (ج ]y cos x= x−π ؛  ≤ ≤ π  
y (د x =  

2
−x ؛   ≤ ≤2 2  

 ( [ ]x x≤ − <0 ] را رسم کنيد (راهنمايی: ابتدا نشان دهيد 1 ]y x x= − ٢ــ نمودار تابع 
 f  (x)=نشان دهيد ١ x∉Z ] و  ] [ ]f (x) x x= + + −2 ٣ــ اگر 

٤ــ با استفاده از نامساوی های ١+٤n+٤n٢>١+٢n+٤n٢>٤n٢ نشان دهيد:
n N ؛

 
n n n + + =  
24 2 1 2  

٥  ــ معادله های زير را حل کنيد.  
](الف ]x − =3 4 ] (ب       ]x− = −1 2 5  

٦  ــ فرض کنيم x و y دو عدد حقيقی باشند ثابت کنيد:
[ ] [ ] [ ]x y x y+ = + ] يا 1+ ] [ ] [ ]x y x y+ = +   

توابع صعودی و نزولی
که  می شود  ديده  کنيد  توجه   f(x)=x٢ تابع  نمودار  به  اگر 
افزايش  نيز   f  (x) مقادير   x مقادير  افزايش  با   [٠, +∞ ) بازه  روی 
می يابند. در اين حالت گوييم تابع در حال صعود است. اما اگر اين 
) نگاه کنيم، ديده می شود که با افزايش  −∞ تابع را روی بازه [٠,
مقادير x مقدار f (x) کاهش می يابد. در اين حالت گوييم تابع در 

حال نزول است. 
به طور کلی، اگر D بازه ای در دامنه تابع f باشد گوييم، f در 

 x١ , x٢ ∈D صعودی است هرگاه برای هر D بازه
x x f (x ) f (x )< ⇒ ≤1 2 1 2

x

y

O

f(x )2

f (x )1

x2x x

y

1O
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  x١ , x٢ ∈D نزولی است هرگاه برای هر D در بازه f و گوييم 
x x f (x ) f (x )< ⇒ ≤1 2 2 1

هم  می شوند  محسوب  صعودی  هم  ثابت  توابع  مثال،  برای 
نزولی. توابع يک به يک و صعودی را توابع اکيداً صعودی می نامند. 
هر  برای  اگر  فقط  و  اگر  است  صعودی  اکيداً  بازه  روی   f تابع  يک 

 x١ , x٢ ∈D

x١< x٢ ⇒ f(x١) < f(x٢)
توابع ثابت جزو توابع اکيداً صعودی نيستند. توابع يک به يک و نزولی را نيز توابع اکيداً نزولی 

 x١ , x٢ ∈D اکيداً نزولی است اگر و فقط اگر برای هر D روی بازه f می نامند. يک تابع
x١< x٢ ⇒ f(x٢) < f(x١)

) اکيداً نزولی و  −∞ مثال: با رسم نمودار تابع y = x٢ ديده می شود که اين  تابع روی بازه [٠, 
∞, ٠]  اکيداً صعودی است. روی بازه (

∞ , ٠) اکيداً  ) و ( −∞ y نشان می دهد که اين تابع روی بازه های (٠,
x

=
1 مثال: نمودار تابع 

نزولی است، اما روی {٠}-IR نه صعودی است و نه نزولی.

π, اکيداً صعودی و  π −  2 2
مثال: نمودار تابع y=sinx نشان می دهد که اين تابع روی بازه 

π, اکيداً نزولی است. π 
  

3
2 2

روی بازه 

مسائل
١ــ تعيين کنيد تابع |y=|x روی چه بازه هايی صعودی و روی چه بازه هايی نزولی است.

٢ــ تعيين کنيد تابع |y=|sinx روی چه بازه هايی صعودی و روی چه بازه هايی نزولی است.
٣ــ روی بازه [٢ , ٠] نمودار يک تابع را رسم کنيد که روی بازه [١ , ٠] صعودی و روی بازه 

[٢ , ١] نزولی باشد.
٤ــ روی بازه [١ , ١-] نمودار تابعی را رسم کنيد که روی بازه (٠ , ١-] و [١ , ٠) صعودی 

باشد ولی روی بازه [١ , ١-] صعودی نباشد.

x

y

f (x )1

f (x )2

x2x1O
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ترکيب توابع
اگر بادکنکی کروی را به گونه ای باد کنيم که شعاع آن در هر ثانيه ٢ سانتی متر افزايش يابد، حجم 

آن در هر لحظه چقدر است؟
 r را بر حسب ثانيه و t است که r =٢t به صورت t برحسب زمان r ،شعاع بادکنک باشد r اگر
 t تابعی از r .است V r= π 34

3
را برحسب سانتی متر اندازه گيری کرده ايم. حجم کره به شعاع r برابر 

. اما حجم بادکنک تابعی از زمان t است و در  V(r) r= π 34
3

است و٢t=r(t)  و v تابعی از r است و 
) خواهد بود. اين مقدار به شکل زير محاسبه می شود: t)π 34

2
3

هر لحظه t حجم بادکنک برابر 

V(r(t)) (r(t)) ( t) t= π = π = π3 3 34 4 32
2

3 3 3

اين تابع جديد را ترکيب دو تابع V(r) و r(t) می نامند.
به طور کلی، اگر f و g دو تابع به گونه ای باشند که برای هر x در دامنه f مقدار f(x) در دامنه 
g قرار بگيرد، می توانيم مقدار g(f(x)) را محاسبه کنيم و تابع جديدی بسازيم که آن را به gof نشان 

می دهند. دامنه gof همان دامنهf است و برای هر x در دامنه f خواهيم داشت.
(gof )(x)=g(f (x))

است  حقيقی  اعداد  تمام  تابع  دو  هر  دامنه  چون   g(x)=x٣ و   f (x)=٢x تابع  دو  برای  مثال: 
می توانيم هر دو ترکيب gof و fog را انجام دهيم و داريم

(gof )(x)=g(f(x))=g(٢x)=(٢x)٨=٣x٣

(fog )(x)=f(g(x))=f(x٣)=٢x٣

در همين مثال ديده می شود، دو ترکيب fog و gof لزوماً با هم مساوی نيستند.
 fog تمام اعداد حقيقی است و ترکيب f دامنه ، g(x) x= مثال: برای دو تابع ١-f(x)=x و 

قابل انجام است و داريم
(fog)(x) f (g(x)) f ( x ) x x [ , )= = = − ∈ ∞1 0

∞,٠] است.  اما ترکيب gof قابل انجام نيست زيرا برد f تمام IR است در حالی که دامنه g فقط بازه (
∞ , ٠] قرار  ∞,١] محدود کرد تا برُد آن در ( برای آن که ترکيب قابل انجام باشد، می توان دامنه f را به بازه (

گيرد، در اين حالت داريم
(gof )(x) g(f (x)) g(x ) x x [ , )= = − = − ∈ ∞1 1 1
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، ترکيب fof قابل انجام است و  f (x)
x

=
1 مثال: برای تابع  

(fof )(x) f (f (x)) f x x IR { }
x

x

 = = = = ∈ − 
 

1 1
0

1

مثال: برای دو تابع |f(x)=|x و g(x)=sinx، هر دو ترکيب fog و gof قابل انجام است و 
(fog)(x)=f(g(x))=f(sinx)=|sinx|
(gof  )(x)=g(f  (x))=g(|x|)=sin|x|

تابع وارون
اگر طول ضلع يک مربع را به x و مساحت آن را با s نشان دهيم، s تابعی از x است و داريم 
کنيم  حساب   s برحسب را   x می توانيم  s=x٢ معادله  طريق  از  و  است   s از تابعی  نيز   x اما  .s(x)=x٢

. اگر طول ضلع مربع را با l و مساحت مربع را با x نشان دهيم اين تابع به صورت  x s= و داريم 
l(x) در می آيد. در اينجا با دو تابع s(x) و l(x) روبه رو هستيم که هر کدام عکس عمل ديگری  x=

را انجام می دهد، يعنی 
y=l(x)⇔ s(y)=x

اين گونه توابع را وارون يکديگر می نامند.
اين طور نيست که هر تابعی دارای تابع وارون باشد، شرط وجود تابع وارون برای يک تابع  f آن 
است که برای هر y در برُد f معادله y=f(x) دارای جواب منحصر به فردی مانند x  در دامنه f باشد. 

اين به معنای يک به يک بودن f است.
مثال: تابع y=x٢ وارون پذير نيست زيرا يک به يک نيست. اما اگر دامنه اين تـابع را بـه بـازه 
∞−) محدود کنيم تابعی يک به يک می شود و وارون پذير خواهد بود. برای محاسبه تابع وارون آن،  ,٠]

.x∈( −∞ در معادله x ،y=x٢ را بر حسب y محاسبه می کنيم و در محاسبه توجه داريم که [٠,
y x x y x y= ⇒ = ± ⇒ = −2

y به دست می آيد که تابع وارون y=x٢ بـا دامنه  x= − بـا تبديل y به x  و تبديل x به y تابع 
) است. −∞ ,٠]
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y با دامنه {٠}-IR يک به يک است و وارون پذير است. برای محاسبه تابع 
x

=
3

1 مثال: تابع 
وارون، x را برحسب y محاسبه می کنيم.

y x x
y yx

= ⇒ = ⇒ =3
3 3

1 1 1

y است.
x

=
3

1 y به دست می آيد که تابع وارون 
x

=
3

1 با تبديل y به x و تبديل x به y تابع 

xy با دامنه {١}-IR يک به يک است زيرا 
x

+
=

−
2 1

1
مثال: تابع 

x x ( x )(x ) ( x )(x )
x x

+ +
= ⇒ + − = + −

− −
1 2

1 2 2 1
1 2

2 1 2 1
2 1 1 2 1 1

1 1

x x x x x x x x⇒ − + − = − + −1 2 1 2 1 2 2 12 2 1 2 2 1

x x x x⇒− + = ⇒ =1 2 1 23 3 0

 y حسب بر  را   x ، xy
x

+
=

−
2 1

1
معادله  در  وارون  تابع  محاسبه  برای  و  است  وارون پذير  تابع  اين  پس 

حساب می کنيم.
xy y(x ) x x(y ) y
x

+
= ⇒ − = + ⇒ − = +

−
2 1

1 2 1 2 1
1

yx
y
+

⇒ =
−

1
2

xy
x

+
=

−
2 1

1
xy به دست می آيد که تابع وارون تابع 

x
+

=
−
1
2

با تبديل y به x و تبديل x به y تابع 
است.

اگر g تابع وارون تابع f باشد، f نيز تابع وارون تابع g است و دامنه f برابر برد g و دامنه g برابر 
برد f است و نمودار اين دو تابع نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه يکديگرند.
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O x

g

y

f

  [٠,∞ ) دامنه  با   y=x٢ و   y x= تابع  دو  مثال: 
وارون يکديگرند.

O x

y

y x= 2

y x=

و  است  خودش  وارون   y
x

=
1 تابع  مثال: 

نمودارش نسبت به نيمساز ربع اول و سوم متقارن است.

O

y

x
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با توجه به تعريف تابع وارون، مشخص است که اگر تابع f با دامنه D١ و تابع g با دامنه D٢ وارون 
يکديگر باشند داريم

g(f(x))=x         x∈D١

f(g(x))=x         x∈D٢

بر عکس، اگر اين تساوی ها برقرار گردند، می توان نتيجه گرفت f و g وارون يکديگرند.

.(fof  )(x)=x وارون خود است زيرا f (x)
x

=
1 مثال: تابع 

 IR-{٠} با دامنه xg(x)
x
−

=
1 f با دامنه {١-}-IR وارون تابع  (x)

x
=

+
1
1

مثال: تابع 
است زيرا

xf (g(x)) f ( ) xx x xx
x x

−
= = = =

− − +
+

1 1 1
1 1

1

x
x xg(f (x)) g( ) x

x
x x

+ −
−

+ += = = =
+

+ +

1 1 1
11 1 1

1 11
1 1

 ag(x) log x= a تابع f(x)=ax با دامنه IR وارون تابع   مثال: برای هر عدد مثبت a که 1≠
∞,٠) است و  با دامنه (

alog x
af (g(x)) f (log x ) a x x ( , )= = = ∈ ∞0

X
x

aag(f (x)) g(a ) log x x IR= = = ∈
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مسائل
g(x)  و٢x=k(x)  ترکيب توابع زير را حساب کنيد.

x
=
1 ١ــ برای توابع ١+f(x)=x٢ و 

fog ,  gof ,  fok ,  kof ,  fof ok
ترکيب   g(x) x= −1 تابع  برای  که  کنيد  محدود  گونه ای  به  را   f(x)=٣x+١ تابع  دامنه  ٢ــ 

gof قابل انجام باشد و gof را حساب کنيد.
f آيا ترکيب fof قابل انجام است؟ دامنه f را به گونه ای محدود  (x) x= −1 ٣ــ برای تابع 

کنيد که fof قابل انجام باشد.

خود  وارون  تابع  اين  که  کرد  تعيين  گونه ای  به  را   c و  a می توان آيا   axy
x c

+
=

−
1 تابع  در  ٤ــ 

باشد؟
٥  ــ دامنه تابع ٢x+y=x٢ را به گونه ای محدود کنيد که وارون پذير باشد و وارون آن را به دست 

آوريد.
٦  ــ آيا تابع زير وارون پذير است؟ وارون آن را به دست آوريد.

x x
f (x)

x x

 ≤= 
− <

2

2

0

0

 وارون پذير است و وارون آن را به دست آوريد.
x

xf (x) −
=

+
2 1

2 1
٧ــ ثابت کنيد تابع 
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دنباله ها
در رياضی ٢ با مفهوم کلی دنباله های عددی و به طور خاص با دنباله های حسابی و هندسی آشنا 
شديم. در آنجا گفته شد «هر تعدادی از اعداد که آن ها را پشت سرهم نوشته باشيم يک دنباله از اعداد 

تشکيل می دهند».
در واقع هر موقع مجموعه ای از اعداد را شماره گذاری می کنيم دنباله ای در دست داريم و هر 
عدد از دنباله را جملهٔ دنباله می ناميم. در دنبالهٔ با نام u، جملهٔ اول، جملهٔ دوم، …، جمله nاُم، …، آن 

را به ترتيب با u١، un،… ،u٢، … نشان داديم. un را جملهٔ عمومی دنباله نيز می ناميم.
مثال: جملهٔ عمومی دنباله ای ٤n-un=n٢ است. شش جملهٔ ابتدای اين دنباله چنين است:

-١٢ , ٥ , ٠ , ٣- ,٤- ,٣, …
N) و  هم چنين می توان دنبالهٔ نامتناهی را تابعی درنظر گرفت که دامنه آن مجموعه اعداد طبيعی (
مقادير آن اعداد حقيقی است. دنبالهٔ مثال قبل را می توان در جدولی به صورت زير که نوعی از نمايش 

تابع است نشان داد:
٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ …n
-١٢ ٥ ٠ ٣- ٤- ٣ …un

Nاست. مانند دنبالهٔ عددهای  دنباله می تواند متناهی نيز باشد. در اين صورت دامنه آن بخشی از 
طبيعی اول يک رقمی: ٧ ، ٥ ،  ٣ ، ٢.

تمرين: پنج جملهٔ ابتدای هر يک از دنباله های زير را بنويسيد. (در صورت لزوم می توانيد از 
ماشين حساب استفاده کنيد.)

n (ب ٣n-١=an (الف
nb ( )= ×

1
3

2
nd (د ١+n(١-)=cn (ج 

n
=

+
1
1

n (هـ
ne ( )

n
= +

1
1 n (و 

n(n )f +
=

1
2  

n (ز
ng ( / )= −

7
1 0 1

9
n (ح 

nh
n

=
+
2
3

مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی
را  زير  روش  می توان   ١٠١ و   ١٠٢ و  و …   ١٥٠ دنبالهٔ  جملات  مجموع  آوردن  به دست  برای 

به کار برد:
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  ١٥٠+…+١٠٢+١٠١
ــــــــــــــــــــــــــــــ١٠١+…+١٤٩+١٥٠+
50 =مجموع جملات ⇒٢٥١×٥٠=٢٥١+…+٢٥١+٢٥١    

2
 ×(١٥٠+١٠١)

و اگر مجموع اعداد فرد آن دنباله يعنی مجموع جملات دنبالهٔ ١٤٩ و … و ١٠٣ و ١٠١ مورد نظر باشد 
به طريق مشابه:

  ١٤٩+…+١٠٣+١٠١
ــــــــــــــــــــــــــــــ١٠١+…+١٤٧+١٤٩+
25 =مجموع جملات ⇒٢٥٠×٢٥=٢٥٠+…+٢٥٠+٢٥٠    

2
 ×(١٤٩+١٠١)

در دو مثالِ فوق اولی دنباله ای حسابی است با جملهٔ اول ١٠١ و جملهٔ آخر ١٥٠ و تعداد جمله 
٥٠ و دومی دنباله ای حسابی با جملهٔ اول ١٠١ و جملهٔ آخر ١٤٩ و تعداد جملهٔ ٢٥است. در حالت کلی 

در دنبالهٔ حسابی با جملهٔ اول a و جملهٔ آخر an و تعداد جملهٔ n نيز می توان نوشت:
  a+a٢+…+an

+an+an-١+…+aــــــــــــــــــــــ
 (a+an)+(a+an)+…+(a+an)=n(a+an)⇒ مجموع جملات= n

2
 (a+an)  

n n
ns (a a )= +
2

بنابراين اگر مجموع n جملهٔ ابتدای دنباله را با sn نشان دهيم: 

( )+ =
33

3 99 1683
2

مثال: مجموع اعداد طبيعی مضرب ٣ کوچکتر از ١٠٠ برابر است با 
 ٣٣ جمله ها  تعداد  ٩٩ و  آخر  جملهٔ   ٣ اول  جملهٔ   ١×٣ ٢×٣ و  ٣٣×٣ و … و  حسابی  دنبالهٔ  در  زيرا 

است.
دستور   از  جملهٔ nاُم   ،d نسبت قدر  و   a اول  جملهٔ  با  حسابی  دنباله ای  در  می دانيم  طرفی  از 

d(١-n)+an=a به دست می آيد. در نتيجه:
n

ns [ a (n )d]= + −2 1
2

مثال: محصول توليد لوله های فولادی کارخانه ای، در آغاز سال ١٣٩٠ برابر ١٥ ميليون تن 
می باشد. قرار است توليد اين لوله ها هر سال نسبت به سال قبل ٤ ميليون تن افزايش يابد. مجموع توليد 

لوله ها در دههٔ ٩٠ را پيش بينی کنيد.
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پاسخ: مقدار توليد لوله ها در سالِ اول يعنی سال ١٣٩٠ برابر است با ١٩=a١ تن. قدر نسبت 
اين دنبالهٔ حسابی ٤=d و تعداد سال های يک دهه ١٠=n است، پس

 s [ ( ) ( )( )]= + − =10
10

2 19 10 1 4 370
2  

 تن
دنبالهٔ ٢٦٣, … , ٨ , ٤, ٢, ١ را در نظر بگيريد. اين دنباله، دنباله ای است هندسی با جملهٔ عمومی 

.٢n-١

برای به دست آوردن مجموعِ ٦٤ جمله ابتدای آن می نويسيم:
s٢٦٣+…+٢٢+٢١+٢٠=٦٤

طرفين تساوی اخير را در ٢ ضرب می کنيم:
٢×s٢٦٤+…+٢٣+٢٢+٢١=٦٤

سپس طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم نتيجه می شود:
s١-٢٦٤=٦٤

, که  , ,1 1 1
3 9 27

به عنوان مثالی ديگر می خواهيم مجموعِ n  جملهٔ ابتدای دنبالهٔ هندسی 

)n است را به دست آوريم: )1
3

جملهٔ عمومی آن 
n ns = + + + +

1 1 1 1
3 9 27 3

1 ضرب می کنيم:
3

طرفين اين تساوی را در 

n ns +× = + + + +
1

1 1 1 1 1
3 9 27 81 3

طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم. نتيجه می شود:

n n( )s +− = −
1

1 1 1
1

3 3 3

n
n n

( )
s ( )

−
= = −

−

1 1
1

1 13 3 1
1 2 31
3

از ايده ای که در دو مثال قبل به کار رفت می توان استفاده نمود و مجموع n جملهٔ دنبالهٔ هندسی 
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با جملهٔ اولِ a و قدر نسبت qرا به دست آورد:
sn=a+aq+aq٢+…+aqn-١

q×sn=aq+aq٢+aq٣+…+aqn

طرفين دو تساوی اخير را از هم کم می کنيم:
(١-q)sn=a-aqn

و در نتيجه:
n

n
a( q )s , q

q
−

= ≠
−

1
1

1

از اين دستور می توان برای محاسبهٔ مجموع هر تعداد جملهٔ يک دنبالهٔ هندسی استفاده نمود.

n را به دست می آوريم. اين دنباله، دنباله ای 
na ( )= −

3
2

2
مثال: مجموع ده جملهٔ ابتدای دنبالهٔ 

است هندسی با جملهٔ اول ٣- و قدر نسبت ٢-.
( ( ) )s ( )

( )
− − −

= = − − =
− −

10

10
3 1 2

1 1024 1023
1 2
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حد مجموع جملات دنبالهٴ هندسی نزولی
گفتيم برای محاسبهٔ مجموع n جملهٔ ابتدای دنبالهٔ هندسی از دستور زير استفاده می کنيم:

n

n
a( q )s

q
−

=
−

1
1

اگر ١>|q| آنگاه با بزرگتر شدن n مقدار |qn| کوچکتر می شود. به عبارت ديگر هر گاه n بی نهايت 
بزرگ شود مقدار |qn| بی نهايت کوچک می شود. به عبارت ديگر حد qn در بی نهايت صفر می شود و 

a می شود.
q−1

در نتيجه حد عبارت فوق برابر با 

مثال: مجموع تمام جملاتِ دنبالهٔ زير (حد مجموع جملات دنباله) را حساب می کنيم.

, , , , ,− −
1 1 1

3 1
3 9 27

s /
( )

= = = =
− −

3 3 9
2 25

1 4 41
3 3

مسائل
١ــ مجموع همهٔ عددهای طبيعی مضرب ٧ و کوچکتر از ١٠٠٠ را به دست آوريد.

٢ــ در يک دنبالهٔ حسابی جملهٔ پنجم ١٩- و جملهٔ دهم ٣١ است. مجموع بيست جملهٔ ابتدای 
اين دنباله را به دست آوريد.

آن،  اول  جملهٔ  پنج  مجموع  و  بوده   -٢ آن  اول  جملهٔ  که  کنيد  مشخص  حسابی  دنباله ای  ٣ــ 
يک سوم مجموع پنج جملهٔ بعدی باشد.

.٥+٣+١+…+(٢n-١)=n٤ــ نشان دهيد ٢
٥   ــ مجموع شش جملهٔ ابتدای يک دنبالهٔ هندسی ٩ برابر مجموع سه جملهٔ ابتدای آن دنباله 

است. قدر نسبت اين دنباله را بيابيد.
٦  ــ احمد می خواهد پول های خود را پس انداز کند. او روز اول ١٠٠٠ تومان در صندوق خود 
قرار می دهد و قرار می گذارد هر روز ٠/٩٩ پول واريزی روز قبل را به صندوق اضافه کند. پس از ٢٠ 
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روز او چقدر پول در صندوق خواهد داشت؟ نشان دهيد پول صندوقِ او هيچگاه از ١٠٠,٠٠٠ تومان 
بيشتر نخواهد شد.

٧ــ برای محافظت از تابش های مضر مواد راديواکتيو لايه های محافظتی ساخته شده است که 
شدت تابش ها پس از عبور از آن ها نصف می شود. حداقل از چند لايه بايد استفاده کنيم تا شدت تابش 

٩٧ درصد کاهش يابد؟
٨   ــ با استفاده از دستور محاسبهٔ مجموع جملات دنبالهٔ هندسی، درستی اتحادهای زير را نشان 

دهيد.
(١+x+…+٢-xn+١-xn)(١-x)=١-xn (الف
(١+x-…+٢-xn-١-xn)(١+x)=١+xn (ب

٩ــ با استفاده از اتحاد (الف) در مسئله قبل درستی اتحاد زير را نشان دهيد.
an-bn=(a-b)(an-١+an-٢.b+…+abn-٢+bn-١)

∞+ است که قبلاً (در رياضی ٣)  حد دنباله ها: مفهوم حد دنباله ها مُشابه مفهوم حد تابع در 
بيان گرديد.

 به صفر نزديک و نزديکتر 
n +
1
1

 زيرا با بزرگ شدن عدد طبيعی n عدد 
n
lim

n→∞
=

+
1

0
1

مثال: 

 را به ٠ نزديک کنيم به شرط آن که n را 
n +
1
1

می شود. به عبارتی ديگر هر چقدر بخواهيم می توانيم 
به قدر کافی بزرگ کرده باشيم.

ناميده  همگرا  دنباله  يک  باشد  حقيقی  عددی  آن  حد  و  بوده  حد  دارای  که  دنباله  هر  تعريف: 
می شود.

n همگرا می باشد زيرا به ترتيب 
nb
n

+
=

+

2

2

2

1
n و 

na
n

=
+
2
3

به عنوان مثال هر يک از دنباله های 
دارای حدی برابر ٢ و ١ هستند. اصطلاحاً گوييم اين دنباله ها به ترتيب به ٢ و ١ همگرا هستند.

nc و با بزرگ شدن n به عدد خاصی 


= −

1

1
امّا دنباله ١+n(١-)=cn همگرا نيست زيرا           

عددی  و  است   +∞ آن  حد  زيرا  نيست  همگرا   n
n(n )f +

=
1

2
دنبالهٔ  هم چنين  نمی شود.  نزديک 

حقيقی نيست.
بعضی دنباله های خاص: دنباله های صفحهٔ بعد را در نظر بگيريد:

n فرد،
n زوج،
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n na : , , , , ,=
1 1 1 1 1

1
2 4 8 162

n

n
( )b : , , , , ,

n

+− −
= −

11 1 1 1 1
1

2 3 4 5

cn=n٢٥ ,١٦ , ٩ , ٤ ,٢:١, …

دنبالهٔ a چنان است که با افزايش شمارهٔ جمله، مقدار جمله کاهش می يابد. a نمونه ای از يک 
دنباله نزولی است. دنباله c چنان است که با افزايش شمارهٔ جمله، مقدار جمله افزايش می يابد. c مثالی 
از يک دنباله صعودی است. دنبالهٔ b نه صعودی است و نه نزولی. زيرا برای برخی از افزايش شماره ها 
 a مقدار جمله کاهش و برای برخی از افزايش شماره ها، مقدار جمله افزايش می يابد. در دنبالهٔ نزولی

.b١<b٢<bداريم: …>٣ b و در دنبالهٔ صعودی a١>a٢>aداريم: …<٣
دنباله  يک  را  دنباله  اين  آنگاه   n nu u +≤ 1 همواره  که  باشد  چنان   un دنبالهٔ  هرگاه  تعريف: 

صعودی می ناميم. اگر همواره ١+un<un آنگاه دنباله را اکيداً صعودی می ناميم.
n آنگاه اين دنباله را يک دنباله نزولی  nv v +≥ تعريف: هرگاه دنبالهٔ vn چنان باشد که همواره 1

ناميم و اگر ١+vn>vn آنگاه اين دنباله را اکيداً نزولی ناميم.
در هر دو حالت صعودی يا نزولی ، دنباله را يکنوا می نامند.

نظر  در  را   na
n

=
1 دنبالهٔ  می رسانيم.  پايان  به  دنباله ها  باب  در  ديگری  مفهوم  با  را  بخش  اين 

 n
nb
n

+
=

+

2

2

2 3

1
بگيريد. همواره ٢>an. عدد ٢ يک کران بالا برای اين دنباله است. يا برای دنبالهٔ 

.bn<عدد ٣ يک کران بالاست. زيرا همواره ٣
تعريف: فرض کنيم α عدد حقيقی ثابتی باشد به قسمی که همواره un<α. در اين صورت α را 
يک کران بالا برای دنبالهٔ  un گوييم و دنباله un را که دارای حداقل يک کران بالا باشد يک دنباله از 

بالا کراندار می ناميم.
، همواره ٠<an. عدد ٠ يک کران پايين برای اين دنباله است. هر يک  n

na
n

=
+

3

21
برای دنبالهٔ 

n و n(١-)=cn نيز دارای کران پايين هستند.
nb
n

+
=

+

2

2

2 3

1
از دنباله های 
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تعريف: هرگاه عدد حقيقی ثابتی مانند β يافت شود به قسمی که همواره vn>β دنبالهٔ vn را يک 
دنباله از پايين کراندار ناميده و β را يک کران پايين دنباله vn گوييم.

تعريف: دنباله ای که هم از بالا و هم از پايين کراندار باشد دنبالهٔ کراندار گوييم.
 (-١)nn و   ٢n+٣ و   n

n+

3

21
دنباله های  ولی  کراندارند   (-١)n و   n

n
+
+

2

2

2 3

1
و   

n
1 دنباله های 

کراندار نيستند.

مسائل
و  صعودی اند  نه  کدام  و  نزولی  کدام  صعودی،  کدام  زير  دنباله های  از  کنيد  بررسی  ١ــ 

نه نزولی اند.

(ج ١-٣n=un (ب ١+n(١-)=un (الف nu
n

=
+2

1

1

n (د n
nu =
2

2
 (هـ 

n

nu
n

=
3

3 n (و 
n(n )u +

=
1

2

٢ــ دنباله ای مثال بزنيد که هم صعودی باشد و هم نزولی.
٣ــ دو دنباله مثال بزنيد که از بالا کراندار بوده ولی از پايين کراندار نباشند.
٤ــ دو دنباله مثال بزنيد که از پايين کراندار بوده ولی از بالا کراندار نباشند.

٥  ــ دو دنباله کراندار مثال بزنيد.
٦  ــ دو دنباله مثال بزنيد که نه از بالا کراندار باشد و نه از پايين.

n را محاسبه کنيد. آيا اين 
ne ( )

n
= +

1
1 ٧ــ با استفاده از ماشين حساب ده جمله نخست دنبالهٔ 

دنباله کراندار است؟ (حدس بزنيد)
n است را محاسبه کنيد. آيا 

nu ( )
n

= −
1

1 ٨   ــ پنج جمله نخست دنباله ای که جملهٔ عمومی آن 
اين دنباله کراندار است؟
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کاربرد تابع نمايی (رشد و زوال)
معرفی عدد e: يکی از اعدادی که در ساختمان طبيعت فراوان به کار رفته است عددی است گنگ 

e  =نمايش داده و بسطِ اعشاری آن تا چند رقم اعشار برابر است با …٢/٧١٨٢٨١ e که با حرف
اين که اين عدد چيست و از کجا پيدا شده، بحث مفصلی دارد و ما در اين بخش تنها به ماهيتِ 
)n را به طور  )

n
+
1

1 رياضی اين عدد می پردازيم. در مسأله ٧ انتهای فصل قبل، ده جملهٔ نخست دنباله 
تقريبی و با دقتِ چند رقم اعشار نوشتيم. يکبار ديگر آن جملات را می نويسيم:

…١٠٩٨٧٦٥٤٣٢١n

…٢/٥٩٣٧٢/٥٨١١٢/٥٦٥٧٢/٥٤٦٤٢/٥٢١٦٢/٤٨٨٣٢/٤٤١٤٢/٣٧٢/٢٥٢ n( )
n

+
1

1

)n بزرگ و بزرگتر می شود (دنباله صعودی است) ولی می توان  )
n

+
1

1 مشاهده می کنيم که حاصل 
ثابت کرد هميشه کوچکتر از ٣ باقی می ماند. در رياضياتی عاليتر ثابت می شود که هر دنبالهٔ صعودی و از 

بالا کراندار همگراست و دنبالهٔ فوق نيز به عددی حقيقی همگراست که آن را عدد e می ناميم.
)n را که عددی است حقيقی و گنگ با e نشان می دهيم. )

n
+
1

1 تعريف: حد دنبالهٔ 
n

n
e lim ( )

n→∞
= +

1
1  

امروزه با استفاده از کامپيوترهای پيشرفته، تقريب اعشاری e را تا بيش از يک ميليون رقم بعد 
از مميز محاسبه کرده اند.

يادداشت تاريخی: e را به افتخار جان نپر (John Napier) رياضيدان اسکاتلندی عددِ نپر 
ناميده اند. نپر نويسنده اسکاتلندی (تولد ١٥٥٠ و وفات ١٦١٧ ميلادی) بود که مطالعاتی در رياضيات 
و الهيات داشته است. نپر در واقع مخترع لگاريتم است که اين مفهوم را برای ساده ترکردن محاسبات 

وضع کرده است.

e در پديده های طبيعی
وقتی تعداد معينی باکتری را در يک آزمايشگاه کشت می دهيم، جمعيت آن ها با گذشت زمان 
به شدت افزايش می يابد. هرگاه f (t) تعداد باکتری ها پس از t دقيقه از شروع کشت باشد آنگاه f (t) از 

مدل زير پيروی می کند.
f (t)  =  Be٠/٠٤t  
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x1

0/ 4

−1

y

0/1

0/2

0/ 3

−2 2

که در آن B عددی است ثابت.
خودرو) با گذشت زمان و استفاده از خودرو کاهش می يابد.  قيمت يک محصول صنعتی (مثلاً 

هرگاه V (t) قيمت يک محصول صنعتی بعد از t سال از خريد آن باشد، V (t) تابعی به صورت زير است:
V (t)  =  Be-٠/٠٢ t   (مقدار ثابت B)  

کميت هايی  توزيع  تابع  می دانيم 
قطر  اندازه گيری  خطای  وزن،  قد،  مانند 
در  کارخانه،  يک  در  توليد   شده  لوله های 
يک  دارای  هنجار  نمونه ای  جامعه  يک 

نمودار ميله ای به شکل روبه رو است.

اگر تعداد نمونه ها (تعداد ميله ها) را افزايش دهيم و نقاط انتهايی ميله ها را به هم وصل کنيم يک 
منحنی به دست می آيد که نمودار آن به شکل زير است:

x
1−1

y

−2 2

اين  معادله  می ناميم.  طبيعی)  طبيعی (چگالی  توزيع  نمودار  يا  زنگوله ای  نمودار  را  نمودار  اين 
نمودار به صورت زير است:

x

f (x) e
−

=
π

2

21

2
 

جهان مملوّ از پديده ها است. در هر پديده کميت يا کميت هايی برحسب کميت های ديگر (مثلاً زمان) 
تغيير می کنند. اين تغيير ممکن است به صورت افزايشی باشد که در اين صورت پديده رشد را خواهيم 
داشت و يا آن که به صورت کاهشی باشد که آن را زوال می ناميم. افزايش جمعيت باکتری ها نمونه ای از رشد 
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است در حالی که کاهش قيمت مصنوعات صنعتی نمونه ای از زوال می باشد. تبديل مواد راديواکتيويته 
سنگين به عناصر سبک تر مستلزم کاهش مقدار اوليّه مواد راديواکتيو می باشد و اين پديده نيز نمونه بارزی 

از زوال می باشد.
بعضی از تغييرات توابع، همچون تابع توزيع طبيعی، منحصراً رشد يا زوال نيستند بلکه ترکيبی 

پيچيده تر دارند.
آن ها  تغييرات  مدل  که  دارد  وجود  بسياری  و  متنوع  پديده های  جهان  در  که  کنيم  تصور  وقتی 

متضمن عدد e (عدد نپر) می باشد، به اهميت e بيشتر پی می بريم.
بی سبب نيست که لگاريتم در پايه e را لگاريتم طبيعی می نامند.

در مسائل اجتماعی و اقتصادی نيز ما به عدد e نيازمنديم. وقتی P ريال را به صورت مشارکت 
توليدی)  شرکت  يا  (بانک  اعتباری  مؤسسه  يک  در  پيوسته  درصد   ١٠٠i نرخ  با  سرمايه گذاری  در 

سرمايه گذاری می کنيم، سرمايه ای که پس از t سال حاصل می شود از مدل زير پيروی می کند.
A  =  Pe it  

تابع نمايی طبيعی ــ تابع لگاريتم طبيعی
در رياضی ٢ با تابع نمايی و تابع لگاريتم و برخی ويژگی های آن ها آشنا شديد. با انجام تمرين زير 

مطالب گذشته را يادآوری نموده، سپس به نوع خاصی از اين توابع وکاربرد آن ها می پردازيم.
تمرين: 

١ــ با استفاده از نماد لگاريتم، رابطه های داده شده را به صورت ديگر بنويسيد.
− (ج          ٠/٠٠١=   ٣-١٠ (ب             ٨١  =  ٤ ٣ (الف =2 1

5
25

02= (د            1  

 (هـ
 

=
2
38 4 − (و             

=
3
4 1

625
125

e (ز          =0 ) (ح                  1 ) =
7
21 1

4 128
 

٢ــ رابطه های داده شده را به صورت نمايی بنويسيد.
log (د    ٣  =  ١٠١٠٠٠  log  (ج             ٢  =  ٦٤   ٨  log (ب        ٠  =  ١٠١  log (الف =8

1
2

3
 

log (هـ = −1
3

9 2 log (و         = −16
1 3

8 4
log (ز     = −1

2

64 6 log (ح    =32
1

2
5

 
٣ــ مقدار لگاريتم های داده شده را به دست آوريد.

log2 (ب             ١٠١٠٠  log (الف 
1

8
٦        ٦  log (د            ٩  ٢٧  log (ج               
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log27 (هـ
1

81
log (و              1

4

1

32
elog (ح            log  e١ (ز             e  

٤ــ معادله های زير را حل کنيد.
log (الف x = −1

3

4 log (ب      (x )− =2 1 3 log (ج     x =1
9

5

2
 ٢=(١+٣x)  log (د   

١=(١+x)٢log  x-log (و             log٧=(٧-x)  log +(١-٢x)  log (هـ  
٣=(١+x)١٠log (ح                                     ٠=(٣-٢x)(١-٢x)   (ز  

٥  ــ از روابط زير کدام درست و کدام نادرست است؟ (c, b, a اعداد حقيقی مثبت و c مخالف 
صفر است.)

log  c  a  + log cb    =  log c  (ab) (ب     log  c  a    +  log cb    = log c(a+b) (الف  

c (ج c c
alog a log b log ( )
b

− = log  c  a  -log cb    =  log c  (a-b) (د    
            log  c   an      =  nlog c a (و    log  c  an    =  (log c a) n (هـ
m  (ز

n
cc

nlog a log a
m

=   log  c m    a n     =  mnlog c  a (ح   
٦  ــ ابتدا جدول را کامل کنيد. سپس نمودارهای توابع زير را در يک   صفحهٔ مختصات رسم کنيد.

                                    y=log٢x       ,       y=٢x 

 

    
 

y log x= 1
2

 ,
 

xy ( )=
1

2

x

x

x

log x

( )

log x

− − −

2

1
2

3 2 1 0 1 2 3

2

1

2

 

٧ــ جدول زير را در نظر بگيريد:
لگاريتم عدد٠/٤٧٧٠/٣٠١٠…٠/٦٩٩…٠/٨٤٥……١
  عدد١٠٩٨٧٦٥٤٣٢١
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هر عدد در رديف دوم برابر است با ١٠ به توان عدد نظير از رديفِ اول. برای مثال ١٠٠/٨٤٥=٧. جدول 
را کامل کنيد و مقدار عددی هريک از عبارت های زير را به دست آوريد. (در جدول، لگاريتم اعداد با 

دقت تا سه رقم اعشار آمده است.)
=٥٦      log (ج            =٣٢  log (ب          =   (١٠٧*٢)  log (الف  

log (هـ             =  ٣٠٠٠٠٠    log (د   =6 =٣٩٢      log (و           
تابع نمايی طبيعی: وقتی پايه تابع نمايی عدد e باشد تابع نمايی حاصله را تابع نمايی طبيعی 
می ناميم؛ به عبارت ديگر تابع نمايی طبيعی تابع با ضابطهٔ f  (x)  =  ex   (x∈IR) می باشد که در آن e عدد 

نپر است.
دامنه تابع نمايی طبيعی مجموعه اعداد حقيقی IR و برد آن مجموعه اعداد حقيقی مثبت است.

اکنون بخشی از نمودار تابع نمايی طبيعی را رسم می کنيم. ابتدا مقادير تابع نمايی طبيعی را که 
متناظر بعضی از مقادير x هستند در يک جدول درج می کنيم.

اين مقادير را با استفاده از ماشين حساب نيز می توان به دست آورد.
 

٢-١-٠/٥-٢/٥٢١/٥١٠/٥٠x
١٢/٢٧/٤٤/٥٢/٧١/٥١٠/٦٠/٤٠/١ex

سپس نقاطی از صفحه مختصات را که مختصاتشان در جدول آمده مشخص کرده و اين نقاط را 
با يک منحنی هموار به هم وصل می کنيم تا بخشی از نمودار تابع نمايی طبيعی به دست آيد.

o x

y

1

e
3x

e
2x

e
x

o x

y

1

e
−3x

e
−2x

e
−x
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در بسیاری از شاخه های علمی با مدل های ریاضی که شامل توان های e است سر   و  کار داریم 
)یک مدل ریاضی رابطه یا معادله ای است که بین متغیرهای یک پدیده یا مشتقات آن ها برقرار است(. 

بعضی از این مدل ها همان هایی هستند که رشد یا زوال نمایی نامیده می شوند. معادله )مدلی( به فرم  
f  )t(  =  Bekt            )  t  ≥  0(                                                                        )٭( 

که در آن B و k ثابت و مثبت اند، تابعی با رشد نمایی را تعریف می کند. در فصل بعد خواهیم دید که 
از  برای رسم بخشی  نمایی دارد.  تابع رشد  این  باشد،  آن  اندازهٔ  با  متناسب  تابعی  آهنگ رشد  هرگاه 
 t همواره عددی مثبت است که با افزایش f  )t( و نیز این که f  )0(  =  B باید توجه کنیم که )نمودار )٭
افزایش می یابد. نمودار توابعی که با رشد نمایی تعریف می شوند، به نام توابع رشد موسوم اند و به شکل 

)k >0  ( .زیر می باشند

B

y

to

y = Bekt

معمولاً متغیر t در این گونه توابع متغیّر زمان می باشد. 
 V  )t(   =  Be2t   از مدل t مثال: در یک کشت نمونه ای از باکتری ها، تعداد باکتری ها در زمان
پیروی می کند، که در آن B مقدار ثابت مثبتی است. هرگاه در لحظهٔ   t    =  0 ) شروع آزمایش  ( 1000 

باکتری کشت داده شده باشند، پس از 2 ثانیه از شروع چند باکتری وجود دارد؟
حل: داریم

  1000     = V)0(  =  B  e  2*0   =B   
بنابراین   B  =  1000. پس معادله تعداد باکتری ها به صورت

V  )t(  =  1000e2t       
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 ،t   =  درمی آيد. اکنون با قرار    دادن ٢
V  (٢)  =  ١٠٠٠e١٠٠٠ =    ٢*٢  *  e٥٤٠٠٠   ≈  ٤   

يعنی پس از ٢ ثانيه از شروع کشت ٥٤٠٠٠ باکتری وجود دارد (مقدار تقريبی). 
هرگاه معادله تابع به شکل    f  (t)  =  Be-k t باشد که در آن B و k مثبت اند، گوييم اين تابع از مدل 
 f  (t)    و f  (٠)  =  B نزول نمايی پيروی می کند، يا اصطلاحاً تابع را يک تابع زوال می ناميم، با توجه به اين که

همواره عددی مثبت است که با افزايش t نقصان می يابد. نمودار چنين تابعی به شکل زير است.

B

y

xo
f (t) =Be −kt k >0

مثال زير يک پديده را که مدل رياضی آن از تابع نزول نمايی پيروی می نمايد ارايه می کند. 
مثال: قيمت يک محصول صنعتی با استفاده از آن و گذشت زمان کاهش می يابد. فرض کنيم 

V (t) قيمت يک محصول (ابزار يا خودرو) بعد از t سال از خريد آن باشد. هرگاه بدانيم که 
V  (t)  =  Be-٠/٠٢t   

باشد)  نو  که  تومان (وقتی   ١٠٠٠٠٠٠ قيمت  به  محصول  اين  چنانچه  است،  ثابتی  مقدار   B آن در  که 
خريداری شده باشد، قيمت آن بعد از ٢ سال چقدر است؟

اختيار  صفر  لحظه  باشد  نو  که  وقتی  را  کالا  خريد  (لحظه   V  (٠)  =  داريم   ١٠٠٠٠٠٠ حل: 
کرده ايم). لذا بنابر

V  (٠)  =  Be  -٠*٠/٠٢       
  ١٠٠٠٠٠٠  = B  e ٠  
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پس   ١٠٠٠٠٠٠  =  B. پس با قرار  دادن اين مقدار در معادلهٔ قبل به دست می آوريم
V  (t)  =  ١٠٠٠٠٠٠    e  -٠/٠٢ t   

و قيمت اين محصول پس از ٢ سال همان (٢)  V است؛ پس
V  (٢)  =  ١٠٠٠٠٠٠    e  -٢  *  ٠/٠٢     

  =  ١٠٠٠٠٠٠    e  -٠/٠٤                                                                                         
 =  (٠/٦٧٠٣٢٠)  ١٠٠٠٠٠٠                                                                            
=  ٦٧٠٣٢٠                                                                                                      

يعنی قيمت اين محصول پس از ٢ سال برابر ٦٧٠٣٢٠ تومان است.
تابع لگاريتم طبيعی: تابع لگاريتم در پايه e را، تابع لگاريتم طبيعی می ناميم. درنتيجه

تابع لگاريتم طبيعی تابع معکوس تابع نمايی طبيعی است.

قرارداد: تابع لگاريتم طبيعی را می توانيم همانند حالت کلی با نماد       log   e  x نشان دهيم. ولی 
برای سادگی نام کوتاه تری برای اين تابع انتخاب شده است و آن را با نماد ln نشان می دهند ( l برای 

حرف اول لگاريتم و n برای حرف اول نِپِر می باشد).
مقادير تابع ln را با lnx نشان می دهيم و آن را «لگاريتم طبيعی x»  يا «لگاريتم نپری x» می خوانيم. 

چون ln و تابع نمايی طبيعی توابع معکوس يکديگرند، داريم

  x  =  e  y   اگر و فقط اگر   y  = lnx  

لگاريتم  تابع  نمودار  از  بخشی 
شده  رسم  روبه رو  شکل  در  طبيعی 

است.

y

x

e

y = ex

e

1

y = lnx

1o
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مقادير تابع لگاريتم طبيعی معمولاً در جدول هايی به نام جدول لگاريتم درج می شود. از ماشين 
حساب علمی با دکمه ln نيز می توان اين مقادير را به دست آورد.

از ديدگاه علمی می توانيم بگوييم که لگاريتم برای حل معادلاتی که مجهول در نما ظاهر می شود 
اختراع شده است. برای روشن تر شدن اين مطلب به حل چند مثال کاربردی می پردازيم:

مثال: فرض کنيم تعداد باکتری ها در يک نوع کشت در دقيقه t از معادله
f  (t)  = ١٥٠٠  e  ٠/٠٤ t  

به دست آيد. تعيين کنيد بعد از چند دقيقه تعداد باکتری ها برابر ٣٠٠٠٠ می شود.
حل: فرض کنيم T دقيقه ای باشد که پس از آن ٣٠٠٠٠ باکتری به دست آيد. پس داريم
f   (T)  = ١٥٠٠  e  ٠/٠٤ T  

چون   ٣٠٠٠٠ =  f (T)، داريم
١٥٠٠ =  ٣٠٠٠٠  e  ٠/٠٤ T  

يا
٢٠  =   e ٠/٠٤ T  

ولی اين معادله هم ارز است با معادله
٠/٠٤T  =ln٢٠  

يا 
٠/٠٤T  = ٢/٩٩٥٧   

/T /
/

= =
2 9957

74 9
0 04

 

پس يک ساعت و ١٤ دقيقه و ٥٤ ثانيه بايد بگذرد تا تعداد باکتری ها به ٣٠٠٠٠ برسد.
مشارکت  سود  نرخ  با  پس انداز  حساب  يک  در  را  ريال   ٢٥٠٠٠٠٠٠ مبلغ  شخصی  مثال: 
برابر  دو  شخص  اين  اوليه  پول  مدت  چه  از  پس  است.  کرده  سرمايه گذاری  پيوسته  مرکب  ١٠ درصد 
می شود؟ هرگاه P ريال سرمايه اوليه را با نرخ سود مشارکت ١٠٠i درصد مرکب پيوسته سرمايه گذاری 

کنيم سود و سرمايه پس از t سال از معادله  A  = P  e  i t به دست می آيد.
.i  =  ١٠٠، يعنی ٠/١i  =حل: داريم ١٠

A  = Pe  i t  
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پس
٢٥٠٠٠٠٠٠=  ٥٠٠٠٠٠٠٠  e٠/١ t  

درنتيجه
٢  =  e٠/١ t  
٠/١t  =  ln٢ و اين هم ارز است با 

lnt /
/

=
2

6 93
0 1
�  

يعنی تقريباً پس از ٧ سال (٦ سال و ١١ ماه و ٥ روز) سرمايه اوليهٔ شخص دو برابر می شود.

مسائل
١ــ معادله های زير را حل کنيد.

ln  (  x-٣  )   =  الف) ٢
  (ex  -  ٥)  (٢ex  - ٧)  =ب) ٠

 (ex    +  ٣)  ج) ٠=    ٢٥ -     ٢
   ln  (٤x  -  ٥)  =  ln  (٢  - x)   (د

x xe e− = −1 3 2 هـ) 
ln  (٢x  -  ١)  +  ln  (  x  - ٧)   =  lnو) ٧

٢ــ اعداد حقيقی x و y را چنان تعيين کنيد که:
ln( x ) ln( y ) ln x ln(y )
ln(x ) ln(y ) ln

+ + − = + +
 + − + = −

2 1 3 2 3 3

1 4 3
الف) 

ln x ln y ln(xy )
ln( x) ln(y ) ln(y x )

+ = +
 − + + = − −

2 2

1 1 1
ب)  

٣ــ جمعيت شهری ١٠٠٠٠ نفر است و با آهنگی متناسب با تعداد جمعيت افزايش می يابد. اگر 
اين آهنگ ٦ درصد و جمعيت بعد از t سال P   (t) باشد، آنگاه t  ٠/٠٦   ١٠٠٠٠e  =  P  (t). تا کی انتظار می رود 

جمعيت به ٤٥٠٠٠ نفر برسد؟
٤ــ در يک نوع کشت ٢٠٠٠ باکتری موجود است، و بعد از t دقيقه f   (t) باکتری ظاهر می شود 

که t  ٠/٠٣٥   ٢٠٠٠e  =  f  (t). چه وقت ١٠٠٠٠ باکتری در کشت وجود خواهد داشت؟
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٥  ــ کارايی کارگر عادی در کارخانه ای با تابع ٠/٢t-٦٠e-١٠٠  =  f  (t) داده می شود که کارگر بعد 
از t ماه اشتغال می تواند روزانه f  (t) واحد کار را کامل کند. بعد از چند ماه تجربهٔ کاری، انتظار می رود 

که کارگر روزانه ٧٠ واحد را کامل کند؟
 .f  (t)  =٨٠٠٠  +  ١٢٠٠e-٠/٢٥t دلار است، که f  (t) ،سال پس از خريد t ،٦  ــ قيمت فروش ابزاری

چند سال پس از خريد، قيمت فروش اين ابزار ٢٠٠٠ دلار می شود؟
در مسايل ٩ــ٧ به فرمول زير نياز داريم:

A  = P  e  i t  
در  سال   t مدت به  درصد   ١٠٠i مشارکت سود  نرخ  با  که  است  اوليه  سرمايه   P فرمول اين  در 

مؤسسه ای (بانک يا شرکت توليدی) سرمايه گذاری می شود و A مقدار سرمايه پس از t سال است.
٧ــ چقدر طول می کشد تا ٥٠٠٠٠٠ ريال پس انداز با نرخ ٩ درصد مرکب پيوسته ٩٠٠٠٠٠ 

ريال شود؟
٨  ــ مسأله ٧ را وقتی که نرخ سود شرکت در سرمايه گذاری ١٢ درصد مرکب پيوسته باشد، حل 

کنيد.
در  مشارکت  سود  نرخ  هرگاه  شود  برابر  دو  سرمايه گذاری  يک  تا  می کشد  طول  چقدر  ٩ــ 

سرمايه گذاری ٨ درصد مرکب پيوسته باشد؟  
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M

A

M′

معادلۀ مثلثاتی
چگونه می توانيم تمام زوايايی را مشخص کنيم که يکی از نسبت های مثلثاتی آن داده شده باشد؟ 
1 باشد. همان طورکه در شکل زير 

2
کسينوس شان برابر  به عنوان مثال کليهٔ زوايايی را می خواهيم که 

مشخص است در دو نقطه روی دايرهٔ مثلثاتی اين اتفاق می افتد کليهٔ کمان هايی که انتهای آن ها در يکی 
 cos π =

1

3 2
́ M باشند جواب مسئله هستند از آنجا که  از نقاط M يا 

 k π
π ±2

3
به صورت  مورد  نظر  جواب های  همهٔ   ، cos( )−π

=
1

3 2
و 

́ M متوقف  هستند. در حقيقت اگر k دور بزنيم و در يکی از نقاط M يا 
که   x زوايای  کليهٔ  به طورکلی  نمی کند.  تغيير  کسينوس  مقدار  شويم 

.x  =٢k π    ±   α     :می باشند عبارت اند از cosx    =  cos   α جواب معادله
معادله  جواب  که   x مانند  زوايايی  کليهٔ  می توان  مشابه  روش  با 

sin x  =  sinα می باشند را به صورت ٢kπ  +  α =  x و π -   α (١+٢k)  =    ٢k π  + π  - α=  x به دست آورد.
حال می خواهيم کليهٔ زوايايی مانند x را بيابيم که جواب معادله tan x  =  tanα باشند.

بـا تـوجه بـه آن که tan (  π  + x  )    =  tanx بنابرايـن هـر مضربی از π کـه بـه α بيفزاييم تـانژانت آن 
به صورت  معادله  جواب های  کليهٔ  و  شد  خواهد   tan α بـرابر 

 x  =  kπ  +  α خواهد بود.

نسبت های  برحسب  که  معادلاتی  مثلثاتی:  معادلهٴ 
 sin٢x + cosx =مثلثاتی يک زاويه مجهول نوشته می شوند را معادله مثلثاتی می ناميم به عنوان مثال  ، ٠

١=    ٢cosx معادله هايی مثلثاتی هستند.
جواب معادله: مقدارهايی از زاويهٔ مجهول که به ازای آنها معادله برقرار شود، جواب معادله 
می نامند. مقصود از حل معادلهٔ مثلثاتی پيدا کردن کليهٔ جواب های آن معادله است. به عنوان مثال کليهٔ 

M

A

M′

α

tanα

tanα

π +α
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x k π
= π +

2
2

3
x و  k π

= π +2
3

sin برابر است:  x =
3

2
جواب های معادلهٔ 

حل معادله های مثلثاتی
دستورهای جبری آن را به معادلهٔ  مثلثاتی و  مثلثاتی به کمک رابطه های  برای حل يک معادلهٔ 

ساده تری تبديل می کنيم تا به يکی از صورت های sinx =   a يا cosx =  a  يا tanx =  b تبديل شود.
 sinx =  sin α پس sinα =   a :١- می توان نوشت  ≤    a    ≤  درصورتی که ١

x =  ٢kπ + π - α و x =  ٢kπ + α  و از آن جا
اگر  ١ <    a يا ١-   >    a باشد معادله sin x  =  a، يا cosx=a جواب ندارد.

آن جا  از  و   tanx  =  tanβ پس   tanβ  =  b که  می يابيم  چنان  را   β زاويهٔ   tanx  =  b حل  برای 
.x  =  kπ  +  β

به جواب هايی که به صورت بالا نوشته شده باشند جواب های کلی معادله می گويند. ممکن است 
در معادله جواب هايی که در فاصلهٔ مشخص قرار دارند مورد نظر باشند. در اين صورت به k عددهای 

صحيح مختلف می دهيم تا جواب های مورد نظر به دست آيد.
معادلات سادۀ مثلثاتی

معادلات مثلثاتی دارای انواع مختلفی هستند که در اين جا برخی از انواع سادهٔ آن مورد مطالعه 
قرار می گيرد که دو نوع از آن ها را بررسی خواهيم کرد.

الف) معادله شامل يکی از مقادير نسبت های مثلثاتی زاويهٔ مجهول می باشد.
ابتدا اين نوع معادلات را برحسب نسبت مثلثاتی که در معادله موجود است، حل کرده و پس از 

تعيين مقدار نسبت مثلثاتی، زوايايی را که جواب معادله هستند به دست می آوريم.
sin را حل کنيد و جواب های کلی آن را بيابيد. x − =2 3 مثال: معادلهٔ 0

پس  sin π =
3

3 2
که  آن جا  از  و   sin x =

3

2
داريم.   sinx برحسب  معادله  حل  از  حل: 

 . x k π
= π + π −2

3
x و  k π

= π +2
3

sin و از آن جا  x sin π=
مثال: معادلهٔ ٠  =  ٥+٩cosx-  ٤cos٢x را حل کنيد و جواب های کلی آن را بيابيد.3

حل: 
اين معادله به يک معادلهٔ درجه دوم شبيه است با فرض cosx=t داريم: ٠  =  ٥  +  ٩t-٤t٢ از حل 

t =
5

4
اين معادلهٔ درجه دوم داريم ١  =  t و 
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t  =  ١  ⇒  cosx=١ ⇒  cosx  =   cos٠ ⇒   x =  ٢kπ  
t cos x= ⇒ =

5 5

4 4
اين معادله جواب ندارد. 

] را به دست آوريد. ], π0 2 مثال: معادلهٔ ٠  =  ٣-  tan٢x را حل کنيد و جواب های در بازهٔ 
tan دو حالت زير را در نظر می گيريم. x = ± 3 حل: می توان نوشت ٣=  tan٢x و از آن جا 

tan x tan x tan x kπ π
= ⇒ = ⇒ = π +3

3 3
 

tan x tan x tan ( ) x k−π π
= − ⇒ = ⇒ = π −3

3 3
 

] به k اعداد صحيح. و ١± و ٢± و … می دهيم  ], π02 برای يافتن جواب های مورد نظر در بازهٔ 
تا کليه جواب ها به دست آيد.

همانطورکه در جدول مقابل مشخص است، معادله در اين بازه ٤ جواب 
دارد.

ب) معادله مثلثاتی شامل مقادير چند نسبت مثلثاتی زاويهٔ مجهول می باشد.
معادلاتی نظير ١=  cos٢x  -  sinx ،٣ =   ٢cotx+ tanx ،٠  =  sinx  cosx  +sinx چند نسبت  مثلاً 

مثلثاتی از x را در بر دارند. 
تبديل  و  تساوی  طرف  يک  در  جملات  تمام  نقل  با  است  ممکن  معادلات  گونه  اين  حل  برای 
بعد  و  کرده  تبديل  ساده تر  معادلات  به  را  معادله  بتوان  عامل ها  به  تجزيه  يا  نسبت،  يک  به  نسبت ها 

جواب های معادله را به دست آوريم. 
مثال: معادلهٔ ١-x=  sinx  ٢cos٢ را حل کنيد.

حل: می توان همه نسبت ها را به سينوس تبديل کرد. داريم:
٢(١-sin٢x)  =sinx-١  

sin x
sin x sin x

sin x

=
+ − = ⇒ 

=

2
1

2 3 0 3

2

(بدون جواب) 

                                    

k x

,

π

π π

π

0
3
4 2

1
3 3
5

2
3
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x k

sin x sin x sin
x k k

π= π+π
= ⇒ = ⇒

π π= π+π− = π+

2 21
2

2 22 2

 

حالات خاص: هرچند که روابط گفته شده برای حل معادلات مثلثاتی همواره برقرار است امّا 
در چند حالات خاص زير می توان سريع تر جواب معادله را به دست آورد.

sin x x k

sin x x k

sin x x k


 = ⇒ = π


π = ⇒ = π +


π
= − ⇒ = π −

0

1 2
2

1 2
2

 

 

cos x x k

cos x x k

cos x x k

= ⇒ = π
 π = ⇒ = π +


= − ⇒ = π + π

1 2

0
2

1 2

 

مثال: معادلهٔ ٠ =  ٢sin٣x  -  sinx را حل کنيد.
حل:

sin x
sin x( sin x )

sin x sin x sin x

=
− = ⇒ 

− = ⇒ − ⇒ = ±

2
2 2

0

2 1 0 1 2
2 1 0

2 2

 

سه حالت در نظر می گيريم و در هر حالت معادلهٔ به دست آمده را حل می کنيم.
sinx   =  ٠⇒   x   =   kπ  

x k
sin x sin x sin

x k

π = π +π = ⇒ = ⇒  π = π + π −


2
2 4
2 4

2
4

 

x k
sin x sin x sin( )

x k

π = π −− π = ⇒ = − ⇒  π = π + π +


2
2 4

2 4
2

4
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مثال: معادلهٔ ١ =  ٢cotx  -  tanx را حل کنيد.
cot بنابراين: x

tan x
=

1 حل: برای حل اين معادله کافی است قرار دهيم 
tan x

tan x
− × =

1
2 1  

چون ٠≠  tanx پس طرفين معادله را در tanx ضرب می کنيم داريم:
tan٢x-٢  =  tanx  
tan٢x-  tanx-٠=٢  

tan x
tan x

tan x
=± + ±

= = ⇒  = −

21 1 8 1 3
12 2

 

در حالت ١-  =  tanx می توان نوشت:
tan x tan( ) x kπ π

= − ⇒ = π −
4 4

 

برای حل ٢  =  tanx فرض کنيم α زاويه ای باشد که تانژانت آن برابر ٢ باشد.
 .tanα  =  که در آن  ٢ x  =  kπ  +  α می توان نوشت

مثال: معادله های مثلثاتی ٠=١+sinx  +  cosx  +  sinxcosx را حل کنيد.
حل: معادله را به صورت زير می نويسيم.

sin x( cos x) ( cos x)+ + + =1 1 0  
cos x cos x x k

( cos x)(sin x )
sin x sin x x k

+ = ⇒ = − ⇒ = π + π
+ + = ⇒ π

+ = ⇒ = − ⇒ = π −

1 0 1 2
1 1 0

1 0 1 2
2

 

cos را حل کنيد. x sin( x)π
= −2

2
مثال: معادلهٔ 

)sin را به cosx تبديل کرد و به معادلهٔ cos٢x  =  cosx رسيد علاوه بر آن  x)π
−

2
حل: می توان 

 x ٢ نوشت و از طريق يک معادلهٔ درجه دوم مقدارcos٢x-١ =  cosx که می توان عبارت را به صورت
را يافت. همچنين می توان مستقيماً عمل کرد. 

 x k
cos x cos x x k x

kx

= π
= ⇒ = π ±

π
=

2

2 2 2

2

3
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مثال: معادلهٔ ٠=  sin٤x  +    sin٣x را حل کنيد و جواب های در بازهٔ [π   ,٠] را بيابيد.
حل:

 sin٤x  =   -sin٣x  ⇒  sin٤x=sin(-٣x)  
x k ( x) x k= π + − ⇒ = π

2
4 2 3

7  
٤x  =   ٢k π  + π  -  (-٣x)  ⇒  x=٢k π+ π  

حال با دادن اعداد صحيح ٠ و ١ ± و ٢ ±  و …
k

x , π π π
π

0 1 2 3

2 4 6
0

7 7 7

مسائل
معادلات زير را حل کرده و جواب های کلی آن ها را بيابيد.

٢ (١sin٢x  -٠=١  
٢) cos x + =2 3 0  
٣) sin٢x  +  sinx  =٠  
٤) tanx  =٣cotx  
٢ (٥sin٢٢x  -sin٢x-٠= ١  
٦) sin x cos ( x)π

= −2
2

 
٧) sin٢xcosx  -cos٢xsinx  =١  
٨) cos٢x   -  ٣cosx+٠=  ٢  
٩) cos x sin x− =2 2 3

2
 

١٠) cosx  -  cos٣x  =  ٠  
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فصل ٣ 

مشتق توابع
يادآوری و تکميل

شده ايد.  آشنا  توابع  مشتق  مفهوم  با  گذشته  سال 
برای يک تابع مانند f با تغيير مقدارهای متغير x مقادير 
چگونگی  تابع،  يک  مشتق  می کنند.  تغييراتی  نيز   f(x)
تغيير مقدار تابع را نسبت به مقدار متغير نشان می دهد. 
 x0 در يک نقطهx0 از دامنه f اگر به اندازه h واحد از 
تغيير   f (x h)+0 به   f (x )0 از  تابع  مقدار  شويم،  دور 

می کند.
f  و  ميزان تغييرات  x    به اندازه  h  است.  (x h) f (x )+ −0 0 ميزان تغييرات    f    برابر   

f نسبت اين تغييرات را حساب می کند و حد آن در ٠=  h (در صورت وجود)  (x h) f (x )
h

+ −0 0 کسر 
f نشان داده ايم. (x )′ 0 مشتق f در x0 ناميده ايم و با

x حساب کنيد. ( , )∈ ∞0 0 را در نقطه دلخواه  f (x) x= مثال: مشتق تابع 
حل: 

h h

x h x ( x h x )( x h x )
f (x ) lim lim

h h( x h x )→ →

+ − + − + +
′ = =

+ +
0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0

 

 
h h

(x h) xlim lim
h( x h x ) x h x x→ →

+ −
= = =

+ + + +
0 0

0 00 0 0 0 0

1 1

2
                  

f نشان دهنده ضريب زاويه (شيب) خط مماس بر نمودار f در نقطه (x )′ 0 سال گذشته ديديم که 
x) عبارت است از: ,f (x ))0 0 است. بنابراين معادله خط مماس بر نمودار f در نقطه (x ,f (x ))0 0

y f (x ) f (x )(x x )′− = −0 0 0  

x
x

y

0

f (x )0 h

f (x h)+0

f (x h) f (x )+ −0 0

x h+0O
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را در نقطه  (  ٩,٣) بنويسيد. f (x) x= مثال: معادله خط مماس بر نمودار تابع 
f پس معادله خط مماس عبارت است از: ( )′ = =

1 1
9

62 9
حل: داريم 

y (x )− = −
1

3 9
6

 

x

y

3

9

y x=

O

اگر خطی نمودار تابعی مانند f را به گونه ای قطع کند 
که بر خط مماس بر نمودار f در آن نقطه عمود شود، گوييم 

خط بر نمودار  تابع در آن نقطه عمود است.

x

y

f (x )0

x0O

f است، پس ضريب زاويه خط  (x )′ 0 x) باشد، ضريب زاويه خط مماس ,f (x ))0 0 اگر اين نقطه 
 است. پس معادله خط عمود بر نمودار تابع f در نقطه 

f (x )
−

′ 0

1 f  برابر  (x )′ 0 عمود، در حالت ٠≠
عبارت است از: (x ,f (x ))0 0

y f (x ) (x x )
f (x )

− = − −
′0 0

0

1  
، خط مماس بر نمودار f افقی است و عمود بر آن موازی محور yها  f (x )′ =0 در حالتی که 0

است و معادله آن x  = x0  خواهد بود.
) بنويسيد. , )12

2
y را در نقطه 

x
=
1 مثال: معادله خط عمود بر نمودار تابع 

y و ضريب زاويه خط عمود ٤ خواهد بود. ( ) −′ =
1

2
4

، پس  y
x
−′ =
2

1 حل: داريم 
y (x )− = −

1
2 4

2
 

سال گذشته ديديم که اگر متحرکی روی محور x ها در حال حرکت باشد و در هر لحظه t در مکان 
x (t) قرار داشته باشد، مشتق x (t) در هر لحظه نسبت تغييرات مکان به تغييرات زمان را می سنجد که در 

 . x (t )′ 0 فيزيک آن را سرعت متحرک می نامند. پس سرعت اين متحرک در لحظه t0 برابر است با 
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مثال: سيبی را در لحظه ٠= t از زمين رو به بالا پرتاب می کنيم. معادله حرکت آن به صورت 
٣٠t+t٢ ٥ -  =y(t) است، که y بر حسب متر و t بر حسب ثانيه است. اين حرکت چند ثانيه طول می کشد 

و سرعت حرکت سيب در لحظه آخر چقدر است؟

x(t) x (t)1

0

y(t)

حل: داريم ٠= (٠) y و ٠= (٦) y، يعنی سيب در لحظات ٠= t و٦= t در سطح زمين است در 
لحظه ٠= t از سطح زمين رو به بالا حرکت کرده است و در لحظه ٦= t مجدداً به زمين برگشته است. 

y است. ( )′ 6 سرعت حرکت سيب در لحظه آخر 
y (t) t y ( )′ ′= − + ⇒ = − + = −10 30 6 60 30 30  

يعنی سيب با سرعت سی متر بر ثانيه به زمين برخورد می کند.
در مثال بالا ديديم که مقدار مشتق منفی شده است، منفی شدن مقدار مشتق چه معنايی دارد؟

y و در  ( )′ =0 در مثال قبل اگر سرعت حرکت سيب را در لحظه ٠=   t حساب کنيم داريم 30
اين لحظه مقدار مشتق مثبت است، اما در لحظه آخر مقدار  مشتق منفی است. تفاوت اين دو لحظه در 
آن است که در لحظه ٠=   t سيب رو به بالا حرکت می کند و مقدارهای y (t) در حال افزايش هستند، اما 
در لحظه ٦=   t، سيب رو به پايين حرکت می کند و مقدارهای y (t) رو به کاهش هستند. علامت مشتق 

نشان دهنده آن است که تابع در اطراف آن نقطه در حال افزايش است يا کاهش.
f نامنفی است و حد  (x h) f (x )

h
+ −0 0 اگر تابع f در يک بازه حول x0 صعودی باشد، کسر 

. اما اگر تابع f در يک بازه حول x0 نزولی باشد اين کسر  f (x )′≤ 00 آن نيز نامنفی خواهد بود، يعنی 
. f (x )′ ≤0 نامثبت است و حد آن نيز نامثبت خواهد بود، يعنی 0

است.  نزولی بودن  يا  بودن  صعودی  لحاظ  از  تابع  وضعيت  نشانگر  تابع  مشتق  علامت  بنابراين 
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f و  (x) x= اندازه مشتق نيز نشان می دهد شدت صعود يا نزول تابع چقدر است. برای مثال توابع 
g(x) هر دو روی بازه (∞ ,٠) صعودی هستند و مشتق آن ها مثبت است. x= 2

y x= 2

y x=

x

y

O

اما سرعت صعود f (x) مدام در حال کاهش است ولی سرعت صعود g (x) مدام در حال افزايش 
 . g (x) x′ =2 f و  (x)

x
′ =

1

2
است. اين مطلب در مشتق آن ها ديده می شود، داريم 

g در حال افزايش است. (x)′ f در حال کاهش ولی مقدار (x)′ با افزايش x، مقدار 
بنابراين اندازه مشتق نشان می دهد که مقادير تابع با چه سرعتی در حال صعود يا نزول هستند. 

مثال: سرعت صعود تابع y  =  sinx در چه نقطه ای از همه بيشتر است؟
y و اين تابع در  ٠  =  x مقدار ١  cos x′ = ′y در کجاست. داريم  حل: بايد ببينيم بيشترين مقدار 
را دارد که بيشترين مقدار cosx است. پس در ٠  =  x، تابع y  =  sin x بيشترين سرعت افزايش را دارد. 

البته در نقاط به صورت ٢kπ  =  x نيز همين وضعيت برقرار است.

تمرين
 s t t t= − + +3 21

3 8 10
3

١ــ متحرّکی روی يک خط افقی حرکت می کند که قانون حرکت آن 
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است، در چه بازه زمانی متحرّک در جهت مثبت خطّ، حرکت می کند؟ در کدام بازه زمانی متحرّک در 
جهت منفی خطّ حرکت می کند؟ در کدام لحظه ها متحرّک تغيير جهت می دهد؟

٢ــ توپی را با سرعت اوّليه ٧٨/٤ متر در ثانيه به طور قائم از زمين به بالا پرتاب می کنيم. اگر 
جهت مثبت فاصله از نقطه پرتاب به طرف بالا باشد، مطلوب است محاسبهٔ 

الف) سرعت لحظه ای توپ در پايان  يک ثانيه 
ب) سرعت لحظه ای در پايان ٤ ثانيه 

ج) مدت زمان لازم برای رسيدن توپ به بالاترين نقطه 
د) ارتفاعی که توپ بالا خواهد رفت 

هـ) مدتی که طول می کشد تا توپ به زمين برسد. 
و) سرعت لحظه ای توپ وقتی که به زمين می رسد.

٣ــ منحنی به معادله y  =  x٢ مفروض است. نقطه ای واقع بر اين منحنی به دست آوريد که خط 
قائم بر منحنی در آن نقطه از نقطه (٣٥,٢٢)A بگذرد.

y مفروضند که در آن a يک عدد  x ax= +21
2

y و  x a= +2 21
2

٤ــ دو منحنی به معادلات 
,A(a دارای خط مماس مشترک می باشند.  a )23

2
ثابت است. ثابت کنيد که اين دو منحنی در نقطه 

,A(a بر هم مماس هستند. a )23
2

اصطلاحاً می گويند اين دو منحنی در نقطه 
مشتق های يک طرفه: در محاسبه مشتق يک تابع f در نقطه x0 بايد حد زير را حساب کنيم.

h

f (x h) f (x )lim
h→

+ −0 0

0
 

اگر در محاسبه اين حد، ابتدا حدهای چپ و راست را حساب کنيم، حدهای به دست آمده 
زير  شکل  x0 را به  در   f راست  مشتق های چپ و  درx0 می نامند.   f راست  مشتق های چپ و  را 

می دهند.  نشان 
h

f (x h) f (x )f (x ) lim
h++

→

+ −′ = 0 0
0

0
 

h

f (x h) f (x )f (x ) lim
h−−

→

+ −′ = 0 0
0

0
 

در محاسبه مشتق های چپ و راست ممکن است به حالاتی برخورد کنيم که مشتق های چپ و 
راست مساوی نباشند که در اين حالت گوييم تابع مشتق پذير نيست. در اين حالت وضعيت نمودار تابع 

در سمت راست و چپ نقطه متفاوت است.
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مثال: مشتق های چپ و راست تابع  |f  (x)  =  |x را در٠=  x حساب کنيد.

 
h h

h hf ( ) lim lim
h h+ ++

→ →

+ −
′ = = =

0 0

0 0
0 1 حل:  

h h

h hf ( ) lim lim
h h− −−

→ →

+ − −′ = = = −
0 0

0 0
0 1

 

x

y

o

نمودار اين تابع نيز نشان می دهد که در نقطه ٠  =  x در سمت چپ، نمودار تابع به صورت خط 
تابع  نمودار  صفر  راست  درسمت  ولی  است   -١ زاويه  ضريب  دارای  آن  بر  مماس  و  است   y  =  -x

به صورت y  =  x است و ضريب زاويه خط مماس ١+ است.
را در ٠=  x بررسی کنيد. f (x) sin x= مثال: مشتق های چپ و راست تابع 

 f  (x)  =  sinx نامنفی است و روی اين بازه sinx مقدار [ , )π0
2

حل: برای x های مثبت در بازه 
پس مشتق راست f در صفر همان مشتق راست sin  x در صفر است. البته sinx در صفر مشتق پذير 

است و مشتق راست آن همان مشتق آن است. پس
f ( ) cos+′ = =0 0 1  

، مقادير sinx منفی است و تابع f  (x) روی اين بازه به صورت  ]( ,π− 0
2

برای xهای منفی در بازه 
  - sinx در صفر است. اما  - sinx در صفر همان مشتق چپ f است. پس مشتق چپ f  (x)  =  - sinx

تابعی مشتق پذير است و مشتق چپ آن همان مشتق آن است. پس 
f ( ) cos−′ = − = −0 0 1  

f در صفر مشتق پذير نيست و نمودار تابع نيز نشان می دهد که مماس بر  (x) sin x= پس تابع 
نمودار در سمت چپ و راست تابع با هم فرق دارند.
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x

y

o

مشتق پذيری يک تابع خاصيتی قويتر از پيوستگی است. تابعی که در يک نقطه مشتق پذير است، 
حتماً در آن نقطه پيوسته است. اما يک تابع می تواند در يک نقطه پيوسته باشد اما در آن نقطه مشتق پذير 

نباشد. مثلاً تابع |y  =  |x در ٠=  x پيوسته است. اما در اين نقطه مشتق پذير نيست.

برای  باشد،  مشتق پذير  نقطه  اين  در  و  باشد  شده  نقطه  x0   تعريف  اطراف  در   f تابع  کنيد  فرض 
، اين شرط معادل با آن است که 

x x
lim f (x) f (x )
→

=
0

0 اثبات آن که f درx0 پيوسته است بايد ثابت کنيم 
 (چرا؟)

x x
lim (f (x) f (x ))
→

− =
0

0 0

x x x x

f (x) f (x )lim (f (x) f (x )) lim (x x )
x x→ →

−
− = × −

−0 0

0
0 0

0

 

x x x x

f (x) f (x )lim lim (x x )
x x→ →

−
= × −

−0 0

0
0

0

                                
f (x )′= × =0 0 0

قضايای مشتق توابع                                                                    
محاسبه  باشد،  پيچيده  کنيم و اگر تابع  بايد حد يک کسر را حساب  محاسبه مشتق توابع  برای 
حد آن کسر مشکل خواهد شد. قضايايی در محاسبه مشتق توابع وجود دارد که کار محاسبه مشتق 
را آسانتر می کند. مثلاً سال گذشته ديديم که برای دو تابع f و g که در اطراف نقطه ای مانند x0  تعريف 
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شده اند و در نقطه x0 مشتق پذيرند، تابع f  +g نيز در x0 مشتق پذير است و  
(f g) (x ) f (x ) g (x )′ ′ ′+ = +0 0 0  

درستی اين قضيه به سادگی با محاسبه به دست می آيد:

h

(f g)(x h) (f g)(x )(f g) (x ) lim
h→

+ + − +′+ = 0 0
0

0
 

h

f (x h) g(x h) f (x ) g(x )lim
h→

+ + + − −
= 0 0 0 0

0
  

h

(f (x h) f (x ) (g(x h) g(x ))lim
h→

+ − + + −
= 0 0 0 0

0
 

h h

f (x h) f (x ) g(x h) g(x )lim lim f (x ) g (x )
h h→ →

+ − + − ′ ′= + = +0 0 0 0
0 0

0 0
 

f(g(x نيز مشتق پذيری در x0 برقرار است و داريم: ) ) , f .g , f g
g

≠ −0 0 برای توابع 
(f g) (x ) f (x ) g (x )′ ′ ′− = −0 0 0  
(f .g) (x ) f (x )g(x ) f (x )g (x )′ ′ ′= +0 0 0 0 0  

f (x )g(x ) f (x )g (x )f( ) (x )
g g(x )

′ ′−′ = 0 0 0 0
0

0 2
 

همچنين سال گذشته ديديم برای ترکيب دو تابع f و g داريم:
f (g(x)) f (g(x))g (x)′ ′ ′=  

اگر u (x) تابع مشتق پذيری باشد، مشتقات زير برقرارند.
n n(u(x) ) nu(x) u (x)−′ ′= 1  

u (x)( u(x)) ( u(x))
u(x)
′

′ = <0
2

 

(sin(u(x))) cosu(x).u (x)′ ′=  
u (x)( )

u(x) u(x)
′−′ =

2

1  
f را حساب کنيد. (x) x= +2 مثال: مشتق تابع 1

h(x) داريم f  (x)  =  h(g(x)). پس  x= حل: اگر قرار دهيم ١+ g  (x)  =  x٢ و 
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x xf (x) h (g(x)).g (x) .g (x)
g(x) x x

′ ′ ′ ′= = = =
+ +2 2

1 2

2 2 1 1
 

مثال: مشتق تابع f  (x)  =  sin٤x را حساب کنيد.
حل: اگر قرار دهيم g  (x)  = sinx , h  (x)  = x٤ داريم f  (x)  = h(g(x)). پس

f (x) h (g(x)).g (x) (g(x)) .g (x) sin x cos x′ ′ ′ ′= = =3 34 4  
مثال: مشتق تابع f  (x)  =  sinx٤ را حساب کنيد.

حل: اگر توابع g و h مانند مثال پيش باشند داريم f  (x)  = g(h(x)). پس
f (x) g (h(x)).h (x) cosh(x).h (x) cos x . x′ ′ ′ ′= = = 4 34  

مسائل
١ــ مشتق تابع y =  x٣ را از طريق تعريف در نقطه دلخواه x  =  a حساب کنيد.

y را در نقطه به طول ١  =  x را بنويسيد. معادله  x
x

= +
1 ٢ــ معادله خط مماس بر نمودار تابع 

خط عمود بر نمودار اين تابع را درنقطه به طول ١-  =  x بنويسيد.
٣ــ آيا می توان خطی از نقطه (٣,٠) گذراند که بر سهمی y =  x٢ عمود شود؟ چند خط با اين 

ويژگی وجود دارد؟
٤ــ ماشينی با سرعت ثابت در حال حرکت است و ناگهان ترمز می کند تا بايستد. معادله حرکت 
زمان   t است.   tx(t) t= − +

2

30
2

صورت  به  است  منطبق  خيابان  بر  که  محوری  روی  ماشين  اين 
بر  حسب ثانيه است که از لحظه شروع ترمز اندازه گيری شده است و x    (t) برحسب متر است.

الف) ماشين پس از طی چند متر می ايستد؟
ب) ماشين پس از ترمزکردن چند ثانيه طول می کشد که بايستد؟

ج) سرعت ماشين در لحظه ترمزکردن چقدر بوده است؟
د) پس از چند ثانيه سرعت ماشين به ٢ متر بر ثانيه می رسد؟

٥  ــ منحنی نمودار تابع y  =  sinx با چه زاويه هايی محور xها را قطع می کند؟ (زاويه خط مماس 
بر نمودار تابع با محور xها)

y مماس هستند. x
x

= +
1 ٦  ــ ثابت کنيد خط های ٢  =  y و ٢-  =  y بر نمودار تابع 

٧ــ تابع x - x٢ - y  =  x٣ را در نظر بگيريد.
الف) اين تابع در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی نزولی است؟
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ب) اين تابع در چند نقطه محور xها را قطع می کند و با چه زاويه ای محور xها را قطع می کند؟
ج) بيشترين سرعت نزول تابع در چه نقطه ای رخ می دهد و مقدار سرعت نزول در اين نقطه چقدر 

است؟
د) در چه نقاطی سرعت صعود تابع ٧ است؟

٨  ــ برای هر عدد ثابت c و تابع مشتق پذير f. با استفاده از تعريف مشتق ثابت کنيد:
(cf ) (x) cf (x)′ ′=  

٩ــ برای سه تابع مشتق پذير h,  g , f ثابت کنيد:
(f g h) (x) f (x) g (x) h (x)′ ′ ′ ′+ + = + +  
(f .g.h) (x) f (x)g(x)h(x) f (x)g (x)h(x) f (x)g(x)h (x)′ ′ ′ ′= + +  

کنيد.  حساب  را   y  =  x٣ و   y  =  x٢ توابع  مشتق  توابع،  حاصل ضرب  مشتق  از  استفاده  با  ١٠ــ 
برای مشتق تابع y  =  xn چه حدسی می زنيد؟ حدس خود را برای y  =  x٤ و y  =  x٥ ثابت کنيد.

١١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.
y  =  sin ٢(x+١) (ب                            y  =  sin(١+x٢) (الف

y  =  sin (sinx) (د                            sin xy
cos x

=
+1

ج) 

f  و                                              اگر ( )−′ 2 محاسبهٔ  است  مطلوب   x x
f (x)

x x x

− + ≤= 
− − >

2

3 5 2

2 1 2
می کنيم  فرض  اگر١٢ــ 

                                               
، آيا اين تابع در ٢ =  x مشتق پذير است؟ f ( )+′ 2

f و                                                 اگر ( )−′ 3 مـحاسبهٔ  است  مـطلوب   x x
f (x)

x x
+ ≤

=  + >

2 5 3

3 2 3
مـی کنيم  فـرض                                                   اگر١٣ــ 

، آيا اين تابع در ٣ =  x مشتق پذير است؟ f ( )+′ 3

ax مفروض است. اگر اين تابع در نقطه ٢ =  x مشتق پذير  bx , x
y

x , x

 + + ≥= 
<

2

3

1 2

2
١٤ــ تابع 

باشد اعداد ثابت a و b را به دست آوريد.
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مشتق توابع نمايی و لگاريتمی
 n( )

n
+
1

1 دنباله  حد  داديم  نشان   e با  که  را  نپر  عدد  شديم.  آشنا  نپر  عدد  با  قبل  فصل  در 
می باشد.

n
n
lim ( ) e

n→∞
+ =
1

1  
اين عدد خصوصيت های قابل توجهی دارد که باعث می شود در رياضيات به آن توجه شود. 
در حدگيری بالا اگر به جای عدد طبيعی n، متغير حقيقی x ((∞ ,٠)∋x  ) نيز به کار برده شود، تساوی 

x شرط بزرگ شدن x، معادل آن 
t

=
1 . با درنظرگيری  x

x
lim ( ) e

x→∞
+ =
1

1 همچنان برقرار است، يعنی 
است که t به صفر نزديک شود، پس:

t

t
lim( t) e
→

+ =
1

0
1  

لگاريتم بر پايه عدد نپر را با ln نشان می دهند و آن را لگاريتم طبيعی می نامند.
lna=b  ⇔  eb=a  

و   (R دامنه توابع e x (با   ،١<e   که آن جا  از  پيوسته اند.  توابعی  همگی  لگاريتمی  و  نمايی  توابع 
lnx(   با دامنه. (∞,٠) ) صعودی و پيوسته می باشند.

y
ex

1
lnx

1 xo
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x می توان نتيجه گرفت

x
lim( x) e
→

+ =
1

0
1 از آنجا که lnx تابعی پيوسته است از 

x

x
lim ln( x) ln e
→

+ = =
1

0
1 1

بنابراين:

x

ln( x)lim
x→

+
=

0

1
1

تساوی بالا نشان می دهد تابع lnx در ١=x مشتق پذير است و مشتق آن در ١=x برابر ١ است. 
زيرا

h h

ln( h) ln ln( h)ln ( ) lim lim
h h→ →

+ − +′ = = =
0 0

1 1 1
1 1 

ln) زيرا x)
x

′ =
1 در ساير نقاط (∞,٠) ∋x نيز تابع lnx مشتق پذير است و 

h h

x hln( )ln(x h) ln x x(ln x) lim lim
h h→ →

+
+ −′ = =

0 0

h h

h hln( ) ln( )xx xlim lim hh x x
x

→ →

+ +
= × = ×

0 0

1 1 1

k

ln( k) hlim (k )
k x x x→

+
= × = =

0

1 1 1

از آن جا که ex وارون تابع lnx است مشتق آن به شکل زير به دست می آيد.
ln(ex)=x⇒lnʹ(ex).(ex)ʹ=١

x x x
x .(e ) (e ) e

e
′ ′⇒ = ⇒ =

1
1

بنابراين ex تابعی است که مشتق آن با خودش مساوی است. اين از ويژگی های برجسته عدد نپر 
است و برای ساير اعداد اين ويژگی برقرار نيست.

حال، برای عدد مثبت دلخواه a می توانيم مشتق تابع نمايی y=ax را حساب کنيم. ابتدا مشاهده 
می کنيم lny=xlna، بنابراين
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1

x

y

o

y=elny= exlna

با استفاده از قاعده مشتق تابع مرکب، اگر قرار دهيم u(x)=xlna داريم 
y=eu(x)⇒yʹ=eu(x).uʹ(x)=y.lna=ax.lna

بنابراين
(ax)ʹ=ax.lna

ديده می شود که فقط به ازای a=e مشتق ax برابر خودش می شود. 
اگر ١>a>٠، مشتق ax منفی است و اين تابع نزولی 
نمودار  حالت  اين  در  بوديم.  کرده  مشاهده  قبلاً  که  است 

تابع y=ax به شکل مقابل است.

y

xo

ln x

مثال: تابع |ln|x روی {٠}-IR قابل تعريف است. اين تابع مشتق پذير است و 

(ln x )
x

′ =
1

برای مقادير مثبت x درستی تساوی را ديده ايم و برای مقادير منفی x داريم
(ln|x|)ʹ=(ln(-x))ʹ=lnʹ(-x)×(-x)ʹ

( )
x x

= × − =
−
1 1

1
 

مشتق اين تابع در xهای منفی، منفی است و تابع در اعداد منفی نزولی است و مشتق اين تابع در 
xهای مثبت، مثبت و تابع در اعداد مثبت صعودی است.
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اگر u(x) تابع مشتق پذيری باشد که همواره ناصفر است می توانيم تابع |ln|u(x) را تشکيل دهيم 
که تابعی مشتق پذير است. طبق قاعده مشتق تابع مرکب داريم

u (x)(ln u(x) )
u(x)
′

′ =

همچنين اگر u(x) تابع مشتق پذير دلخواهی باشد، می توانيم تابع eu(x) را تشکيل دهيم که تابعی 
مشتق پذير است. طبق قاعده مشتق تابع مرکب داريم

(eu(x))ʹ=eu(x).uʹ(x)
يکی از جاهايی که توابع نمايی رخ می دهند در رشد يا زوال کميت ها است. برای مثال افزايش 
اضافه  جمعيت  به  قبل  سال  جمعيت  از  ثابتی  ضريب  با  ساله  هر  که  است  به گونه ای  انسان ها  جمعيت 
می شود. اين ضريب را نرخ رشد جمعيت می نامند. اگر اين ضريب را با k نشان دهيم و جمعيت در 

سال n ام را با yn نشان دهيم، داريم
yn+١=yn+kyn

اگر n را به صورت يک متغير پيوسته از زمان در نظر بگيريم و به جای سال بعد يک لحظه جلوتر 
به اندازه h واحد را درنظر بگيريم می توانيم بنويسيم

y(x+h) ≈ y(x)+h(ky(x))
يعنی 

y(x h) y(x) ky(x)
h

+ −
≈

اين رابطه نشان می دهد که در حد وقتی h به صفر نزديک می شود، داريم 
yʹ(x)=ky(x)

يعنی مشتق y مضربی از خود y است. اين ويژگی فقط در توابع نمايی برقرار است و بايد داشته 
باشيم y(x)=AeBx . از آن جا که yʹ(x)=AeBx×B بايد A  ،  B=k نيز  (٠)y  است و ميزان جمعيت در 

لحظه ابتدايی است، پس 
y(x)=Aekx

اگر k مثبت باشد اين تابع صعودی است ولی k می تواند منفی هم باشد که نشان دهنده زوال يا 
کاهش y است. در مواردی مانند فروپاشی هسته های راديواکتيو، ميزان راديواکتيو بودن مواد در حال 

کاهش است و مقدار k منفی خواهد بود.
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مسائل
١ــ مشتق توابع زير را حساب کنيد.

xy xe −=
2 ب) 1  y=e٢x+e-x+الف) ٢

y=sinxecosx (د  y=ln(١+cos٢x) (ج
٢ــ تابع y=xex را در نظر بگيريدکه روی IR تعريف شده است.

الف) اين تابع در چه بازه هايی صعودی و در چه بازه هايی نزولی است؟
ب) نمودار اين تابع در چند نقطه محور xها را قطع می کند؟

ج) زاويه برخورد نمودار تابع با محور xها چقدر است؟
د) نمودار اين تابع چه شکلی می تواند باشد؟

٣ــ توابع زير در چه نقاطی تعريف شده اند و مشتق آن ها در اين نقاط چيست؟
ln|cosx| (ب  ln(sinx) (الف
ln(|lnx|) (د  ln(x٢-x) (ج

٤ــ هر ماده راديواکتيو نيمه عمری دارد که با T نشان می دهيم. اگر f(t) مقدار ماده راديواکتيو 
در زمان t باشد، نيمه عمر T به معنای آن است که پس از گذشت T واحد زمانی مقدار ماده راديواکتيو 

نصف می شود، يعنی برای هر t داريم

f (t T) f (t)+ =
1
2

تابع f(t) به صورت f(t)=Aekt است که A مقدار ماده راديواکتيو در لحظه ابتدايی ٠=t است. 
مقدار k را بر حسب T تعيين کنيد.

 y(x)=eblnx را در نظر بگيريد و با نوشتن آن به صورت y(x)=xb تابع b ٥  ــ برای يک عدد حقيقی
ثابت کنيد.

(xb)ʹ=bxb-١

مشتق ضمنی: اگر معادله ای بر حسب دو متغير x و y داشته باشيم، ممکن است بتوان از آن 
معادله y را برحسب x حل کرد و يک تابع برحسب x به دست آورد.

مثال: در معادله ١=٣y-٢x می توانيم y را برحسب x حل کنيم که نتيجه می شود

y ( x)= −
1
1 2

3
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y را تعريف کرده است. ( x)= −
1
1 2

3
در اينجا گوييم معادله ١=٣y+٢x به طور ضمنی تابع 

به  جواب  يک  فقط  ولی  کنيم،  برحسب x حل  را   y می توانيم  ٢x٣+٢y١=٢ معادله  در  مثال: 
دست نمی آيد و حداقل دو جواب به شکل زير قابل محاسبه است.

y ( x )= ± − 21
1 2

3

تعريف   ٢x٣+٢y١=٢ معادله  توسط  ضمنی  به طور  که  هستند  توابعی  جواب ها  اين  از  کدام  هر 
شده اند.

گاهی  می نامند.  ضمنی  توابع  را  می شوند،  تعريف  معادله  يک  توسط  ضمنی  به طور  که  توابعی 
اوقات محاسبه صريح تابع ضمنی امکان ناپذير است، اگر چه می دانيم چنين تابعی وجود دارد. اگر معادله 
تعريف کننده تابع ضمنی نسبت به متغيرهای x و y مشتق پذيری داشته باشد، تابع ضمنی نيز مشتق پذير 

می شود و می توانيم مشتق آن را به طور ضمنی حساب کنيم.
مثال: فرض y(x) تابعی باشد که به طور ضمنی توسط معادله ١=٣y٢+٢x٢ تعريف شده است، 
يعنی ١=٣y(x)٢+٢x٢ طرفين توابع مشتق پذيری از x هستند و طرف دوم تابع ثابت است. با مشتق گيری 

از طرفين نتيجه می شود.
٤x+٦y(x)yʹ(x)=٠

xy (x)
y(x)

′⇒ = −
2

3

 y(x) ( x )= − − 21
1 2

3
y(x) يا  ( x )= − 21

1 2
3

در اين مثال خاص می دانيم 

xy بـرقـرار است.  (x)
y(x)

′ = −
2

3
نيز حساب کنيم می بينيم تساوی  اگر مشتق y را مستقيماً 

در ايـن مثال ديـده می شود کـه برای محاسبه yʹ(x) تقسيم بر y (x) پيش می آيد و لازم است y (x) ناصفر 
فرمول  باشد.  ناصفر   y (x) که است  جاهايی  در  فقط  مثال  اين  ضمنی  تابع  مشتق پذيری  بنابراين  باشد 

صريح y (x) نيز نشان می دهد که اين تابع  در xهايی که  y(x) صفر است مشتق پذيری ندارد.
مثال: در معادله ٣=xy+y٢+x٢ ، ١=x و ١=y يک جواب آن است و اين معادله تعريف کننده 

يک تابع ضمنی y(x) است به گونه ای که ١=(١)y. مشتق اين تابع را در ١=x بيابيد.
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حل: داريم ٣=xy(x)+y(x)٢+x٢، با مشتق گيری نسبت به x داريم
٢x+y(x)+xyʹ(x)+٢y(x)yʹ(x)=٠

x y(x)y (x)
x y(x)

+′⇒ = −
+

2
2

y( )y ( )
y( )

× + +′⇒ = − = − = −
+ +

2 1 1 2 1
1 1

1 2 1 1 2

مثال: معادله ٠=xsiny+x+y دارای يک جواب x=π و y=-π است. و اين معادله يک تابع 
ضمنی y=f(x) تعريف می کند که f ʹ(π). f(π) =-π را حساب کنيد.

حل: داريم ٠=xsinf(x)+x+f(x) با مشتق گيری داريم
sinf(x)+xcosf(x).f  ́(x)+١+f ́(x)=٠

sin f (x)f (x)
x cosf (x)

+′⇒ = −
+

1
1

sin f ( ) sin( )f ( )
cosf ( ) cos( )
+ π + −π′⇒ π = − =

π π + π −π +
1 1

1 1

=
− π
1

1
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مسائل
 y (x) قرار دارد. اگر x٤+y٤+x٢yروی نمودار معادله ٠=٣-٢ A(١,١) ١ــ نشان دهيد که نقطه
تابعی باشد که توسط اين معادله تعريف شده است و ١=(١)y، معادله خط مماس بر نمودار اين تابع را 

در نقطه A بنويسيد.
۲ــ در تمرين هاى زير با استفاده از مشتق گيرى ضمنى مشتق y نسبت به x را محاسبه كنيد. 

xsiny+ycosx=۱  (الف
y=cos(x-y)  (ب

x۲y۲=x۲+y۲ (ج
به دست  را   A(١,١) نقطهٔ   در   x۴+y۴+x۲y۲-۳=۰ معادلهٔ  به  منحنى  بر  مماس  خطّ  معادله  ۳ــ 

آوريد.
به دست  را   A(٤,٤) نقطهٔ   در   x y+ =4 معادلهٔ  به  منحنى  بر  مماس  خطّ  معادله  ۴ــ 

آوريد.
x خطّ مماس بر منحنى موازى با محور  xy y+ + ۵  ــ در چه نقطه اى از منحنى به معادلهٔ 1=

xها است؟
۶  ــ اگر  ۸y۲-۲xy۳=-۱۶ آهنگ تغيير لحظه اى y نسبت به x در نقطهٔ  (٣,٢)A را به دست 

آوريد.
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فصل فصل ۴۴

کاربردهاى مشتقکاربردهاى مشتق
همان گونه که در فصل قبل ملاحظه شد تفسير آهنگ تغيير از مشتق ريشه در مسائل فيزيکى و 
پديده هاى طبيعى دارد و تعبير هندسى مشتق رويکردى نظرى و انتزاعى را ارائه مى دهد. دامنه کاربردهاى 
مشتق در هر دو حيطه توسعه يافته است. کاربردهاى مشتق در داخل رياضيات به بررسى رفتار و شناسايى 
ويژگى هاى تابع ها مربوط مى شود. مدلسازى مسائل زندگى و پديده هاى طبيعى و حل و بررسى آن ها نيز 
با مفهوم مشتق در رابطه است. نمونه بارزى از اين گونه پديده ها، پديدهٔ رشد و زوال مى باشد که هم در 
ارتباط با مشتق و هم در رابطه با انتگرال است که در فصل آخر از آن صحبت خواهيم کرد. در اين 

فصل بعضى از کاربردهاى مشتق ارائه مى شوند.
 

ماکزيمم و مى نيمم يک تابع
در اين بخش نقاط ماکزيمم و مى نيمم نمودار يک تابع را تعيين مى کنيم و بررسى مى کنيم که در 
کدام بازه تابع صعودی است و در چه بازه اى تابع نزولی است. با به دست آوردن اين اطلاعات مى توانيم 

منحنى نمايش يک تابع را دقيق تر رسم کنيم.
ماکزيمم و مى نيمم نسبى و مطلق يک تابع: تابع y = f(x) با دامنه [a , b] مفروض است، 
  f(x) ≤ f(c), x ∈ (e, g) است به طورى که به ازاى هر f در دامنه c يک بازه شامل (e, g) فرض مى کنيم
در اين صورت مى گوييم تابع f در c ماکزيمم نسبى است. اگر به ازاى هر x ∈ (e, g) داشته باشيم 
 f(x) ≤ f(c) داشته باشيم x ∈ [a , b] مى نيمم نسبى است. اگر به ازاى هر c در f مى گوييم f(x) ≥ f(c)
 f(x) ≥ f(c),  مـاکزيمم مـطلق است. هـمـچنيـن اگـر بـه ازاى هـر c در نقطه [a , b] در بازه f مى گوييم

x ∈ [a , b]  گوييم تابع f در بازه [a , b] در c مى نيمم مطلق است. 
ممکن است يک تابع در يک بازه داراى چندين ماکزيمم و مى نيمم نسبى باشد ولى مقدار ماکزيمم 

و مى نيمم مطلق آن در صورت وجود منحصر به فرد هستند.
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تابع  نمايش  منحنى  در شکل  مقابل 
در c۱، ماکزيمم نسبى است، در c۲ مى نيمم 
مطلق است، در c۳ نيز ماکزيمم مطلق است. 
در اين شکل تابع داده شده در اين سه نقطه 
مشتق پذير است، به عبارت ديگر، خطوط 
وجود  نقطه  سه  اين  در  منحنى  بر  مماس 
در  هستند،  موازى  محور xها  با  و  دارند 
نتيجه شيب خطوط مماس در اين سه نقطه 
 c ∈ (a, b) صفر است. ممکن است تابعى در
ماکزيمم يا مى نيمم باشد ولى در c مشتق پذير 

نباشد، به شکل مقابل توجّه کنيد:
که   [a, b] دامنه  با   y = f(x) تابع 
 BC و AC ّمنحنى نمايش آن از دو پاره خط
تشکيل يافته است را ملاحظه مى کنيم، اين 
 c ماکزيمم مطلق است ولى تابع در c تابع در
مشتق پذير نيست. مشتق چپ آن شيب خطّ 
خط  شيب  آن  راست  مشتق  و  است   AC
مشتق هاى  بنابراين،  مى باشد،   BC مستقيم

چپ و راست تابع در c يکى نيستند. درنتيجه تابع در c مشتق پذير نيست.
چگونه مى توان ماکزيمم و مى نيمم يک تابع را تعيين نمود؟ در قضيه زير تا حدودى به اين پرسش 

پاسخ داده مى شود. اين قضيه را بدون اثبات مى پذيريم.
قضيۀ ۱: تابع f(x) با دامنه [a, b] مفروض است، فرض کنيم f در c ∈ (a, b) ماکزيمم نسبى 

.f ʹ(c) = ۰ مشتق پذير باشد، در اين صورت c در f (مى نيمم نسبى) است، علاوه بر آن فرض مى کنيم
با توجّه به قضيهٔ ۱ و آنچه که در بالا گفته شد نقـاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى يـا مطلق يک تابع 

نقاطى هستند که مقدار مشتق در آن نقاط صفر است، يا مشتق وجود ندارد. 
تعريف: تابع  f با دامنه [a, b] مفروض است، نقاطى از بازهٔ (a, b) که مشتق f در آن نقاط صفر 

است يـا نقاطى از اين بازه که مشتق f در آن نقاط وجـود ندارد را نقاط بحرانى تـابع f مى نامند.

y

o xa bc1 c2 c3

y

o xa c b

A

C

B
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قضيهٔ زير يک خاصيّت ديگر توابع پيوسته را بيان مى کند، از اين قضيه براى اثبات قضيه هاى 
بعدى استفاده مى کنيم، خود اين قضيه را بدون اثبات مى پذيريم.

مطلق و  ماکزيمم  داراى  بازه  اين  در   f ،باشد پيوسته   [a, b] بسته بازه  بر   f تابع اگر  قضيۀ ۲: 
مى نيمم مطلق خواهد بود.

با توجّه به اين قضيه اگر تابع f بر بازه بسته [a, b] پيوسته باشد آنگاه f در اين بازه داراى ماکزيمم 
مطلق و مى نيمم مطلق است. چگونه مى توان اين ماکزيمم مطلق و مى نيمم مطلق را به دست آورد؟ ابتدا 
نقاط بحرانى تابع f را به دست مى آوريم و مقادير تابع f را به ازاى اين نقاط بحرانى محاسبه مى کنيم، 
سپس f(a) و f(b) را محاسبه مى کنيم، در اين مقدارها، کوچکترين آن ها مى نيمم مطلق تابع و بزرگترين 

آن ها ماکزيمم مطلق تابع خواهد بود.
f با دامنه [۸,۲۷-] را درنظر بگيريد، ماکزيمم و مى نيمم مطلق  (x) x x= −

8 2
3 3 مثال  ۱ : تابع 

آن را به دست آوريد.
حل: ابتدا نقاط بحرانى اين تابع را به دست مى آوريم. توجّه داريم که 

f (x) x x
−

′ = −
5 1
3 38 2

3 3  
بنابراين، f ʹ(x) = ۰ نتيجه مى دهد

 
x x

−
− =

5 1
3 38 2

0
3 3  

و از آنجا ۴x۲ - ۱ = ۰ در نتيجه
x = ±

1
2  

f ديده مى شود که مشتق تابع در x = ۰ وجود ندارد بنابراين، مجموعهٔ  (x) x x
−

′ = −
5 1
3 38 2

3 3
 از 

.{ , , }−
1 1
0

2 2
نقاط بحرانى تابع عبارت است از 

 ، f ( ) f ( )= − = −
3

1 1 3
2 2 4 4

آنجا  و  از   f ( ) f ( ) ( ) ( )= − = −
8 2
3 31 1 1 1

2 2 2 2
که  داريم  توجه   

درضمن f(۰) = ۰. حال مقادير تابع f را در دو نقطه انتهاى بازه  [۸,۲۷-] محاسبه مى کنيم، و از آنجا 
f(۲۷) = ۶۵۶۱ - ۹ = ۶۵۵۲ و f(-۲۸) = ۲۵۲. بنابراين
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min , , , , max , , ,
      − = − − =   
      

3 3 3

3 3 3
0 2526552 0 2526552 6552

4 4 4 4 4 4  
- و ماکزيمم مطلق آن برابر ۶۵۵۲ است. 

3

3

4 4
يعنى مى نيمم مطلق اين تابع برابر 

f را، که در آن a ≤ x ≤ a- و a مقدار مثبتى  (x) x a x= −2 2 مثال ۲: ماکزيمم مطلق تابع 
است، پيدا کنيد.

xfحل: (x) a x
a x

′ = − −
−

2
2 2

2 2  
معادله f ʹ(x) = ۰ نتيجه مى شود که xaاز حل x

a x
− =

−

2
2 2

2 2  
ax =
2

2

2
a۲ - x۲ = x۲ يا  بنابراين 

در  و  مطلق  ماکزيمم   ax =
2

2
در  بحث  مورد  تابع  که  مى کنيم  ملاحظه   ، ax = ±

2
2

پس 
ax مى نيمم مطلق دارد. = −

2
2

مسائل
در مسايل ۱ تا ۵ نقاط بحرانى توابع داده شده را به دست آوريد.

f(x) = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۶۰ ۱ـ ـ
g(x) = ۲x۳ - ۲x۲ - ۱۶x + ۱ ۲ـ ـ
g(x) x x= −

6 1
5 512 ۳ـ ـ

f (x) (x x )= − +
1

3 2 33 4 ۴ـ ـ
f (x) x x= − +

7 2
6 37

5
2 ۵ ـ ـ

در مسايل ۶ تا ۱۱ مقادير ماکزيمم و مى نيمم مطلق توابع مفروض بر بازه داده شده را در صورت 
وجود محاسبه کنيد.

g(x) = x۴ - ۸x۲ + ۱۶   ؛         [۱,۴-] ۶ـ ـ
f (x) = x۳ + ۵x - ۴   ؛     [۱- ,۳-] ۷ـ ـ
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f   ؛       [۱ ,۲-]  (x) (x )= +
2
31 ٨ ـ ـ

f   ؛       [۴ ,۵-] (x) (x )= − −
2
31 3 ۹ـ ـ

f   ؛       [۶۴ ,۰]  (x) x x= − +
7 2
6 37

5
2

۱۰ـ ـ
f (x) = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۶۰   ؛       [۳ ,۲-] ۱۱ـ ـ

ديديم که اگر تابع f (x) در نقطه درونی x = x۰ داراى يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى (مطلق) باشد 
و f ʹ(x۰) موجود باشد آنگاه f ʹ(x۰) = ۰، چگونه مى توان تشخيص داد که تابع f (x) در x = x۰ داراى 
يک ماکزيمم نسبى است يا يک مى نيمم نسبى؟ براى پاسخ به اين پرسش از آزمون مشتق اول استفاده 
مى کنيم. قبل از بيان قضيه مربوطه متذکر مى شويم که اگـر تـابع f در بـازه (a, b) تـعريف شده باشد و 
x۰ ∈ (a, b) موجود باشد به طورى که f (x۰) = ۰ و به ازاى هر x ∈ (a, x۰) داشته باشيم f (x) > ۰ و به 
ازاى هر x ∈ (x۰, b)  داشته باشيم f (x۰) < ۰ مى گويند تابع f در x۰ تغيير علامت مى دهد و از مثبت 
به منفى مى رود. اگر به ازاى هر x∈ (a, x۰) داشته باشيم f    (x) < ۰ و به ازاى هر x ∈ (x۰, b) داشته 

باشيم f   (x) > ۰ باز هم مى گويند f در x۰ تغيير علامت مى دهد و از منفى به مثبت مى رود.
قضيۀ ٣ (تشخيص ماکزيمم نسبى از مى نيمم نسبى با استفاده از آزمون مشتق اوّل): 
 x۰ ∈ (a, b) مشتق پذير باشد، عدد (a, b) ٔپيوسته و در بازه [a, b] ٔدر بازهٔ بسته f فرض مى کنيم تابع
 x۰ در  f تغيير علامت مى دهد و از مثبت به منفى مى رود آنگاه x۰ در f ʹ و f ʹ(x۰) = ۰ به گونه ايست که

داراى يک ماکزيمم نسبى است.
 f از منفى به مثبت برود به طريق مشابه مى توان ثابت نمود که f ʹ تابع x۰ چنانکه هنگام عبور از

در x۰ داراى يک مى نيمم نسبى است.
y را به دست آوريد، آيا اين  x x x= − + +3 21 5

6 10
3 2

مثال: ماکزيمم و مى نيمم نسبى تابع 
تابع ماکزيمم و مى نيمم مطلق دارد؟ چرا؟

y نتيجه مى شود yʹ = x۲ - ۵x + ۶، حال سعى مى کنيم  x x x= − + +3 21 5
6 10

3 2
حل: از 

اين ʹy را به حاصل ضرب چند جمله اى هاى درجه اوّل يا دوّم تجزيه کنيم، براى اين منظور ابتدا 
 ،x = ۳ و x = ۲ را محاسبه مى کنيم، اين ريشه ها عبارتند از x۲ - ۵x + ۶ = ۰ ٔريشه هاى معادله

بنابراين، yʹ = (x - ۲) (x - ۳) حال ʹy را تعيين علامت مى کنيم.
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x

y x x

−∞ +∞

′ = − + + − +2

2 3

5 6 0 0

 
با توجّه به اين جدول ديده مى شود که در yʹ , x = ۲ از مثبت به منفى مى رود و با توجّه به قضيهٔ  
قبل در x = ۲ تابع داراى يک ماکزيمم نسبى است، در ٣ = yʹ , x از منفى به مثبت مى رود و به موجب 

قضيهٔ قبل تابع داده شده در  ٣ = x داراى يک مى نيمم نسبى است. توجّه داريم که 

 x
lim ( x x x )
→−∞

− + + = −∞3 21 5
6 10

3 2  
و

x
lim ( x x x )
→+∞

− + + = +∞3 21 5
6 10

3 2  
y ماکزيمم و مى نيمم مطلق ندارد. جدول تغييرات اين  x x x= − + +3 21 5

6 10
3 2

بنابراين، تابع 
تابع به شکل زير است 

x

y

2 3

+ +−0′y
− ∞ + ∞

− ∞ + ∞
3
44 29

2

0

با توجّه به اين جدول ديده مى شود که در بازهٔ (٢ ،∞-) داريم yʹ > ۰ و با توجه به قضيه اى که 
داشتيم در اين بازه تابع صعودى است، در بازهٔ (۳, ۲-) داريم yʹ < ۰ و به موجب همان قضيه تابع در اين 
بازه نزولى است. در بازهٔ (∞+ ،٣) نيز تابع صعودى است. با توجّه به اين جدول، منحنى نمايش تغييرات 

به   y x x x= − + +3 21 5
6 10

3 2
تابع 

شکل مقابل است:

0
x

y

2 3

Min

Max

1
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مسائل
در تمرين هاى ۱ تا ۴ ماکزيمم و مى نيمم نسبى توابع داده شده را به دست آوريد.

y = ۲x۳ - ۹x۲ + ۱۲x + ۳۰ ۱ـ ـ
y = ۳x۵ - ۲۵x۳ + ۶۰x + ۱۰ ۲ـ ـ
y = x۴ - ۸x۳ + ۲۲x۲ - ۲۴x + ۱۰۰ ۳ـ ـ
y = x۴ - ۱۲x۳ + ۵۲x۲ - ۹۶x + ۱۰۰ ۴ـ ـ

۵ــ در تمرين هاى ۱ تا ۴، آيا توابع داده شده داراى ماکزيمم يا مى نيمم مطلق هستند؟ چرا؟
۶ــ ثابت کنيد تابع y = x۳ همواره صعودى است و از آنجا نتيجه بگيريد که اين تابع ماکزيمم و 

مى نيمم ندارد.
۷ــ در تابع y = ۲x۳ -۹x۲ + ۱۲x + ۳۰ ثابت کنيد پاره خطىّ که نقاط ماکزيمم و مى نيمم روی 

نمودار تابع را به هم وصل مى کند توسّط منحنى نمايش تابع به دو قسمت مساوى تقسيم مى شود.
۸ــ ضرايب ثابت a و b را چنان تعيين کنيد که تابع با ضابطهٔ f (x) = x۳ + ax۲ + b در (۳, ۲) 

يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى داشته باشد.
 x = ۱ در f (x) = ax۲ + bx + c ٔرا چنان تعيين کنيد که تابع با ضابطه c و b، a ۹ــ ضرايب

داراى مقدار ماکزيمم نسبى ۷ باشد و نمودار تابع y = f (x) از نقطهٔ (۲- ,۲) بگذرد.
۱۰ــ تابع f (x) = x۲n + ۱ مفروض است که در آن n يک عدد صحيح و مثبت است، ثابت کنيد 

که اين تابع صعودى است و از آنجا نتيجه بگيريد که ماکزيمم و مى نيمم نسبى ندارد.
۱۱ــ تابع y = x۲n مفروض است که در آن n يک عدد صحيح و مثبت است، ثابت کنيد که اين 

تابع در x = ۰ داراى يک مى نيمم مطلق است.

مشتقات مراتب بالاتر
́ yʹ = f نشان مى دهند.   (x) مشتق پذير باشد، مشتق مرتبه اوّل آن را با علامت y = f (x) چنانکه تابع
اگر تابع f ʹ (x) نيز مشتق پذير باشد مشتق آن را با yʹʹ = f ʹʹ (x) نشان مى دهند، چنانکه تابع f ʹʹ (x) باز هم 
مـشتـق پذير باشد مـشتق آن را بـا yʹʹʹ = f ʹʹʹ (x) نـشان مـى دهند. بـه طور کـلىّ، مـشتـق مرتبه nام تـابع 

.f (n+۱)(x) = (f (n)(x))ʹ نشان مى دهند. توجّه داريم که y(n) = f (n)(x) را با علامت y = f (x)
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تقعر منحنى و نقاط عطف آن
تعريف ۱: مى گويند تقعر منحنى نمايش 
تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به بالاست 
 I مانند  بازى  بازه  و  باشد  f ʹ (c)موجود  هرگاه  
در   x ≠ c هر  ازاى  به  که  شود  يافت   c شامل 
خطّ  بالاى  منحنى،  روى   B(x, f (x)) ٔنـقطه  ،I
مماس بر منحنى در نقطهٔ A(c, f (c)) باشد (شکل 

مقابل).

تعريف ۲: مى گويند تقعر منحنى نمايش 
تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به پايين 
 I موجود باشد و بازه بازى مانند f ʹ (c) است هرگاه
شامل c يافت شود که به ازاى هر x ≠ c در I، نقطهٔ 
B(x, f (x)) روى منحنى، پايين خطّ مماس بر منحنى 

در نقطهٔ A(c, f (c)) باشد (شکل مقابل).

 A(c, f (c)) ٔتعريف ۳: مى گويند نقطه
 y = f (x) يک نقطهٔ عطف منحنى نمايش تابع
نقطه  در  منحنى  بر  مماس  خط  هرگاه  است 
 x۲ > c و x۱ < c موجود باشد و دو عدد A
موجود باشد به  طورى که تقعر منحنى در هر 
نقطهٔ B(x, f (x))، (x ∈ (x۱, c)) با تقعر آن در 
هر نقطهٔ C(x, f (x))، (x ∈ (c, x۲)) متفاوت 

باشد (شکل مقابل).
فرض مى کنيم تابعى مانند f روى يک بازه باز شامل c مشتق پذير باشد. آنگاه ثابت مى کنند:
۱) اگر f ʹʹ(c) > ۰ تقعر منحنى نمايش تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به بالا است.

۲) اگر f ʹʹ(c) < ۰ تقعر منحنى نمايش تابع y = f (x) در نقطهٔ A(c, f (c)) رو به پايين است.

x
o

y

B(x , f( ))

A (c, f (c))

x1

o

y

x

A c, f (c)( )

B x, f( x)( )

o

y

xc

A c, f (c)( )

x1 x2
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۳) اگر C(d, f(d)) يک نقطه عطف منحنى نمايش تابع y = f (x) باشد، آنگاه اگر f ʹʹ(d) موجود 
.f ʹʹ(d) = ۰ باشد ثابت مى کنند

بنابراين، طول نقاط عطف نمايش تابع y = f (x) از حلّ معادلهٔ f ʹʹ(x) = ۰ به دست مى آيند، البتّه 
همه xهايى که از حلّ اين معادله به دست مى آيند نشان دهنده نقاط عطف منحنى نيستند، آن هايى نقاط 

عطف را نشان می دهند که در آنها f ʹʹ(x) تغيير علامت بدهد.
به عنوان مثال، منحنى نمايش تابع y = x۳ + ۲x۲ + ۳x + ۱۰ را درنظر مى گيريم، ملاحظه مى کنيم 
، ملاحظه مى کنيم  x = −

2
3

که yʹ = ۳x۲ + ۴x + ۳ و yʹʹ = ۶x + ۴ بنابراين، yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهد 
x طول نقطهٔ عطف  = −

2
3

x تغيير علامت مى دهد، بنابراين،  = −
2
3

که تابع yʹʹ = ۶x + ۴ در نقطهٔ 
 yʹ = ۴(x-۱)۳ را درنظر مى گيريم، ملاحظه مى کنيم که y = (x - ۱)۴ منحنى است. منحنى نمايش تابع
و yʹʹ = ۱۲(x - ۱)۲ بنابراين،yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهدx = ۱ ، در x = ۱ تابع ٢(١ - x) yʹʹ = ۱۲ تغيير 

علامت نمى دهد، درنتيجه x = ۱ طول نقطهٔ عطف منحنى نيست.
آن  تقارن  مرکز   y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ تابع  نمايش  منحنى  عطف  نقطه  کنيد  ثابت  مثال: 

است.
حل: از y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ نتيجه مى شود yʹ = ۳x۲ - ۸x -۳ و yʹʹ = ۶x - ۸. از 
، چون yʹʹ = ۶x - ۸ درجه اوّل است،  x =

4
3

حلّ معادلهٔ yʹʹ = ۰ نتيجه مى شود ۶x - ۸ = ۰ و از آنجا 
x طول نقطهٔ عطف منحنى  =

4
3

x تغيير علامت مى دهد و از منفى به مثبت مى رود، بنابراين  =
4
3

در  
x در معادلهٔ y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ داريم  =

4
3

است. با قرار دادن 

y ( ) ( ) ( )= − − +3 24 4 4
4 3 10

3 3 3  
و از آنجا

y =
34
27  

)A انتقال  , )4 34
3 27

)A نقطهٔ عطف منحنى است. حال مبدأ مختصات را به نقطهٔ  , )4 34
3 27

بنابراين، 
y با قرار دادن در معادله منحنى داده شده داريم Y= +

34
27

x و  X= +
4
3

مى دهيم در نتيجه  

Y (X ) (X ) (x )+ = + − + − + +3 234 4 4 4
4 3 10

27 3 3 3  
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و از آنجا
Y X X= −3 25

3  
با تبديل X → - X و Y → -Y اين معادله تغيير نمى کند، پس مبدأ مختصات جديد با همان  

)A مرکز تقارن منحنى نمايش تابع y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰  است. , )4 34
3 27

نقطهٔ عطف 

مسائل
 در مسايل ۱ تا ۵، تعيين کنيد که در چه بازه اى تقعّر منحنى تابع داده شده رو به بالا است، در 

چه بازه اى تقعر آن رو به پايين است، و نقاط عطف را نيز درصورت وجود به دست آوريد.
y = ۱۶x۴ + ۳۲x۳ + ۲۴x۲ - ۵x -٢٠ ۱ـ ـ
y = x۴ - ۸x۳ + ۲۴x۲ ۲ـ ـ

xy
x

=
−2 1 ۳ـ ـ

y x x x= + −4 3 21 1
12 6 ۴ـ ـ

y = x٣ + ۳x٣ - ٢x +٣ ۵ـ ـ
۶ــ نقاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى و نقطهٔ عطف منحنى نمايش تابع y = x۳ - ۴x۲ - ۳x + ۱۰ را 
به دست آوريد. ثابت کنيد که اين سه نقطه بر يک استقامت هستند و نقطه عطف وسط پاره خطّ واصل 

بين نقاط ماکزيمم و مى نيمم نسبى است.
۷ــ y = ax۳ + bx۲ + cx + d، ضرايب c ،b ،a و d را چنان تعيين کنيد که اين تابع در (۰,۳) داراى 

يک ماکزيمم يا مى نيمم نسبى باشد و منحنى نمايش آن در (۱- , ۱) يک نقطهٔ عطف داشته باشد.
۸ ــ اگر y = ax۳ + bx۲، ضرايب ثابت a و b را چنان تعيين کنيد که منحنى نمايش اين تابع در 

نقطهٔ (۱,۲) داراى يک نقطهٔ عطف باشد.
۹ــ طول نقاط عطف يک منحنى به معادلهٔ y = (x۲ - ۷x + ۱۴)ex را بدست آوريد.

رسم نمودار يک تابع
پيش از اين با رسم نمودار توابع از طريق نقطه يابی و انتقال آشنا شده ايم. اين روش محدوديت های 
بسياری دارد و فقط در مورد توابع ساده قابل به کار بردن است. علاوه بر اين رسم نمودار تابع با اين 
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روش دقت بسيار کمی دارد. 
برای توابع مشتق پذير، از طريق مشتق تابع می توان بازه هايی که تابع در آن ها صعودی يا نزولی 
است، تشخيص داد و می توان جاهايی که تابع تغيير جهت می دهد و از حالت صعودی به نزولی و از 
حالت نزولی به صعودی تغيير وضعيت می دهد تشخيص داد و با مشتق دوم جهت تقعر نمودار تابع را 

مشخص کرد و با رسم جدول تغييرات تابع، چگونگی تغييرات تابع را با دقت کافی به دست آورد. 
برای توابع پيوسته با دامنه IR که مشتق پذيری هم دارند، تعيين علامت مشتق تابع و نقاط بحرانی 

تابع نقش اصلی را در رسم تابع بازی می کنند. 
مثال: نمودار تابع y = -x۲ + ۲x +۳ را رسم کنيد. 

حل: داريم yʹ .yʹ = -۲x + ۲  در x = ۱ صفر است و علامت ʹy و وضعيت صعودی و نزولی 
اين تابع در جدول زير مشخص شده است. 

x

y

1

+ −0′y
− ∞ + ∞

4

مثال  اين  در  گردد.  معلوم  نيز   -∞ و   +∞ در  تابع  حد  است  لازم  بيشتر  دقت  برای 
. پس جدول به شکل زير درمی آيد. 

x
lim x x
→−∞

− + + = −∞2 2 3  ،
x
lim x x
→+∞

− + + = −∞2 2 3

x

y

1

+ −0′y
− ∞ + ∞

− ∞ − ∞4

اين جدول نشان می دهد که با تغيير x از ∞- تا ١، مقدار تابع از ∞- تا ٤ صعود می کند و سپس 
با تغيير x از ١ تا ∞+، مقدار تابع از ٤ تا ∞- نزول می کند. 

1

4

x

y

o
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بـرای رسم بـهتر، مـی تـوانيـم مـحل تـلاقـی نـمـودار 
را بـا مـحـور x ها و y ها بـه دست آوريـم. جـواب های معادله 
y = -x۲ + ۲x + ۳ = ۰، نشان دهنده محل های برخورد نمودار 
با محور xها هستند (چرا؟). جواب های اين معادله x = -۱ و 
x = ۳ هستند. به ازای x = ۰ داريم y = ۳ که محل برخورد 

نمودار تابع با محور yها را نشان می دهد (چرا؟) 

هنوز هم منحنی های زيادی هستند که می توانند از اين 
نقاط بگذرند و به همين شکل صعود و نزول کنند، مثلاً منحنی 
است؟  نادرست  منحنی  اين  که  هستيم  مطمئن  کجا  از  مقابل. 
که  داد  تشخيص  می  توان  تابع  نمودار  تقعر  وضعيت  بررسی  با 
کدام نمودار درست است. بنابراين مناسب است که در جدول 
 .yʹʹ = -۲ را نيز مشخص کنيم. داريم yʹ تغييرات تابع علامت́ 
نمودار  و  است  پايين  سمت  به  همواره  تابع  نمودار  تقعر  پس 

بالايی صحيح نيست. علاوه بر اين در هر نقطه از نمودار تابع با محاسبه مقدار ʹy وضعيت خط مماس 
را می توان تشخيص داد و معلوم می شود نمودار تابع در هر نقطه با چه زاويه ای نسبت به محور xها در 

حال تغيير است. 
مثال: نمودار تابع y = x۳ - ۳x را رسم کنيد. 

و   x = ۰ جواب  سه  دارای   x۳ - ۳x = ۰ معادله  و   yʹʹ = ۶x و  yʹ = ۳x۲ - ۳ داريم  حل: 
x است و نمودار تابع در سه نقطه محور xها را قطع می کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۰ و  = ± 3

نمودار تابع در همين نقطه محور y ها را قطع می کند. حد اين تابع در ∞ +، ∞+ است و حد اين تابع در 
∞- ،∞- است. جدول تغييرات تابع به شکل زير است. 

1 3

3

4

−1 x

y

o

3

3

1

4

−1 x

y

o

x

y

0

00

0

2

0 0

0

′y

′′y

− ∞ + ∞

− ∞ + ∞

+ + − − + +

+++−− _

− 3 3−1

−2

1

تقعر رو به پايينعطفتقعر رو به بالا
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مجانب های نمودار توابع 
تابع به گونه ای خواهد شد که در  نمودار  شود،   L مانند عددی  توابعی که حد آن ها در ∞+  در 
مقادير بزرگ x به خط افقی y = L نزديک می شود. در اين حالت گوييم خط y = L مجانب افقی تابع 

در ∞+ است. شکل های زير نمونه ای از مجانب افقی در ∞+ است. 

1

2

−1

−2

− 3

3

x

y

o

L L

به طور مشابه اگر حد تابعی در ∞- برابر عدد L شود، نمودار تابع در مقادير منفی x که از لحاظ 
قدرمطلق بزرگ هستند، به خط افقی y = L نزديک می شود و در اين حالت گوييم خط y = L مجانب 

افقی نمودار تابع در ∞- است. شکل های زير نمونه هايی از مجانب افقی در ∞- است. 

L L
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xy را رسم کنيد. 
x

=
+

2

2 1
مثال: نمودار تابع 

x(xحل: داريم ) x x xy
(x ) (x )
+ − ×′ = =

+ +

2 2

2 2 2 2

2 1 2 2

1 1  
ʹy درx = ۰  صفر است و علامت آن همان علامت ۲x است. حد اين تابع در ∞± برابر ١ است. 

پس y = ۱ مجانب افقی آن در ∞± است. 

x

y

0

− +0′y
− ∞ +∞

01 1

1

x

y

در برخی توابع ممکن است حد چپ تابعی در نقطهٔ x۰ ، ∞+ (يا ∞-) شود. در اين موارد خط 
عمودی x = x۰ به گونه ای است که نمودار تابع با نزديک شدن x به x۰ از چپ، به اين خط در مقادير 

بزرگ مثبت (يا مقادير منفی از لحاظ قدرمطلق بزرگ) نزديک می شود. 
زير  شکل های  است.  تابع  نمودار  قائم  مجانب  يک   x = x۰ عمودی  گوييم خط  حالت  اين  در 

نمونه ای از مجانب قائم در قسمت چپ  x۰ را نشان می دهد. 

x0

x0
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در حالتی که حد راست تابع در x۰، ∞+ (يا ∞-) باشد، مجدداً خط عمودی x = x۰ را يک 
مجانب قائم نمودار تابع می نامند و شکل های زير نمونه هايی از اين حالت را نشان می دهند. 

x0

x0

y را رسم کنيد. 
x

=
−2

1

1
مثال: نمودار تابع 

حل: دامنه اين تابع نقاط ۱± را ندارد و در اين نقاط داريم 

x x
lim , lim

x x+ −→ →
= +∞ = −∞

− −2 21 1

1 1

1 1  

x x
lim , lim

x x+ −→− →−
= −∞ = +∞

− −2 21 1

1 1

1 1  
بنابراين خط های x = ۱ ،١- = x از مجانب های قائم اين تابع می باشند. 

 هيچ گاه 
x −2

1

1
، خط y = ۰ نيز مجانب افقی تابع در ∞± است. 

x
lim

x→±∞
=

−2

1
0

1
از آن جا که 

صفر نمی شود، پس نمودار تابع محور xها را قطع نمی کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۱، پس نمودار 
تابع در y = ۱ محور yها را قطع می کند. 

، پس در yʹ , x = ۰ صفر می شود و علامت آن همان علامت  xy
(x )
−′ =
−2 2

2

1
همچنين داريم 

۲x- است. جدول تغييرات اين تابع به صورت زير است. 

x

y

1

+ − −+
−

1−

′y
− ∞ + ∞

+ ∞

− ∞ − ∞

+ ∞

0

0

00

1
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 f (x) تابع  حد  که  حالت هايی  در  مايل:  مجانب 
در ∞+ يا ∞- برابر بينهايت شود ممکن است بتوان خطی 
به صورت y = mx + b يافت به گونه ای که مقادير f (x) و 
 f (x) در ∞+ يا ∞- نزديک هم باشند و نمودار mx + b
و خط y = mx + b در ∞+ يا ∞- به هم نزديک شوند، 

مانند شکل مقابل. 
در اين حالت خط y = mx + b را يک مجانب مايل نمودار تابع f می نامند. به طور دقيق تر گوييم 

خط y = mx + b يک مجانب نمودار تابع در ∞+  است هرگاه
 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + =0 
  f يک مجانب نمودار y = mx + b شکل بالا نشان دهنده همين وضعيت می باشد. گوييم خط

در ∞- است هرگاه
x
lim (f (x) (mx b))
→−∞

− + =0 
در حالت m ≠ ۰ اين مجانب ها را مجانب مايل می نامند. 

، خط x = ۰ مجانب قائم و خط y = x در ∞+ و ∞- مجانب  xf (x)
x
+

=
2 1 مثال: در تابع 

مايل است زيرا 
x x

xlim ( x) lim
x x→±∞ →±∞

+
− = =

2 1 1
0  

با رسم جدول تغييرات تابع ديده می شود نمودار تابع به شکل زير است. 

1−1

−1

x

y

o

f (x)

y mx b= +

x

y

o
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، خط y = x در ∞+ مجانب مايل نمودار تـابع است و خـط  f (x) x= + 21 مثال: در تابع 
y = -x در ∞- مجانب مايل نمودار تابع است زيرا 

x x x

( x x)( x x)lim x x lim lim
x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ − + +
+ − = = =

+ + + +

2 2
2

2 2

1 1 1
1 0

1 1    
 

 x x x
lim x ( x) lim x x lim

x x→−∞ →−∞ →−∞
+ − − = + + = =

+ −

2 2

2

1
1 1 0

1  
با رسم جدول تغييرات تابع ديده می شود که نمودار تابع به شکل زير است. 

x

y

o

y

xo
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 f (x) آن است که با محاسبات جبری، ضابطه f يکی از راه های يافتن مجانب مايل نمودار تابع
را به صورت f (x) = g (x) + mx + b دربياوريم به گونه ای که g (x) تابعی باشد که در ∞+ يا ∞- حد 

صفر داشته باشد. 
 خود به خود برقرار می شود 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + روشن است که در اين حالت شرط 0=
و y = mx + b يک مجانب مايل نمودار f خواهد بود. 

x را بيابيد.  x xf (x)
x
+ +

=
+

3 2

2

2

1
مثال: مجانب های مايل تابع 

 xf (x) x
x
−

= + +
+2

1
1

1
حل: با تقسيم صورت بر مخرج داريم:  

x در  ∞+ و ∞- حد صفر دارد خط y = x + ۱ در  ∞+ و ∞- مجانب مايل نمودار 
x
−
+2

1

1
چون 

f است. 
 +∞ در   f نمودار  اگر  بريم.  به کار  را  زير  عمليات  بايد  مايل  مجانب  يافتن  برای  کلی  درحالت 
 می توان با 

x
lim (f (x) (mx b))
→+∞

− + دارای خط مجانبی به صورت y = mx + b باشد از شرط 0=
f در ∞+ را بررسی (x)

x
. پس حد 

x

f (x)lim m
x→+∞

= تقسيم تابع f (x) - (mx + b) بر x نتيجه گرفت 
می کنيم،در صورتی که اين حد موجود باشد، ضريب زاويه خط مجانب به دست می آيد. با به دست آمدن 
 را بررسی می کنيم، در صورتی که اين حد موجود باشد، مقدار b نيز 

x
lim (f (x) mx)
→+∞

− m ، حد 
به دست می آيد و خط مجانب مايل موجود خواهد بود. همين عمليات را در ∞- می توان انجام داد تا 

خط مجانب مايل (در صورت وجود) در ∞- به دست آيد. 
xf را (در صورت وجود) در  ∞+ و ∞- به دست  (x)

x
+

=
+

41
1

مثال: خط مجانب مايل تابع 
آوريد. 

f را در ∞+ بررسی می کنيم.  (x)
x

حل: حد 

 x x x

f (x) x xlim lim lim
x ( x)x ( x) x→+∞ →+∞ →+∞

+ +
= = =

+ +

4 4

2 2

1 1
1

1 1  
پس ضريب زاويه خط مجانب مايل در ∞+ (در صورت وجود) برابر ١ است. 
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حد f (x) - x را در ∞+ بررسی می کنيم. 

 x x

x x x xlim x lim
x x→+∞ →+∞

+ + − −
− =

+ +

4 4 21 1
1 1  

 
 x x

x (x x ) x xlim lim
( x)( x x x ) ( x)( x x x )→+∞ →+∞

+ − + − −
= = = −

+ + + + + + + +

4 2 2 2 3

4 2 4 2

1 1 2
1

1 1 1 1  
پس خط y = x - ۱ مجانب مايل اين تابع در ∞+ است. 

مانند بالا هستند و خط y = x - ۱ مجانب مايل اين تابع در  اين حدگيری ها در ∞- نيز دقيقاً 
∞- نيز می باشد. 

در توابعی که دامنه آن ها تمام IR نباشد، ابتدا لازم است به دامنه آن ها دقت شود و جدول تغييرات 
فقط در محدوده دامنه تابع رسم شود. 

y را رسم کنيد.  x= − 21 مثال: نمودار تابع 
حل: دامنه اين تابع بازه [۱,۱-] است. در اين حالت بحثی درباره مجانب افقی وجود ندارد 
زيرا حد تابع در ∞±  معنا ندارد. اين تابع دارای حد ∞+ يا ∞- در هيچ نقطه ای نيست پس مجانب 
قائم ندارد. مقدار y به ازای x = ±۱ صفر می شود که نشان می دهد نمودار تابع در اين نقاط محور 
x ها را قطع می کند. به ازای x = ۰ داريم y = ۱، پس نمودار تابع در y = ۱ محور yها را قطع می کند. 
و علامت ʹy همان علامت x- است. جدول  xy و به ازای yʹ ، x = ۰ صفر می شود

x

−′ =
− 21

داريم 

تغييرات تابع به شکل زير است 
x

y

0 11

+ −0

0 0

′y
−

1

شکل تابع می تواند به صورت های زير باشد: 

−1

1

1 x

y

o −1

1

1 x

y

o
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برای تشخيص بهتر شکل تابع لازم است بدانيم، نمودار تابع با چه زاويه ای از نقطهٔ ١- خارج و به 
y در ١ ±تعريف  نقطهٔ ١ وارد می شود (زاويه خط مماس با محور xها) و جهت تقعر منحنی چگونه است.́ 
نشده است ولی حد ʹy در ١ ± مقادير ∞±  دارد که نشان می دهد خط مماس بر نمودار تابع در اين نقاط 

عمودی است. پس نمودار تابع به طور عمودی از اين نقاط خارج يا به آن داخل می شود. همچنين 
 xx x

xy
x ( x )

−
− × − +

−−′′ = =
− −

2

2

2 2 3

1 1
11

1 1  
يعنی ʹʹy  همواره منفی است و جهت تقعر روبه پايين است. بنابراين شکل صحيح به صورت 

زير بايد باشد. 

−1 1 x

y

o

يک نيم دايره به شعاع ١ است. فاصله  به آسانی می توانيد تحقيق کنيد که نمودار اين تابع دقيقاً 
نقاط نمودار اين تابع را تا مبدأ حساب کنيد. 

با توجه به اين مثال ها، می توان روش رسم نمودار يک تابع را به شکل زير خلاصه کرد: 
١) دامنه تابع را مشخص کنيد. 

٢) اگر حد تابع در ∞±  معنا دارد، آن را حساب کنيد تا رفتار تابع در ∞+ و ∞- مشخص شود 
و (در صورت وجود) مجانب های افقی و مايل تعيين شوند. 

٣) در صورت وجود، نقاطی که حد چپ يا راست تابع در اين نقاط ∞+ يا ∞- است مشخص 
شوند، تا مجانب های قائم نمودار تابع تعيين شوند. 

٤) نقاط برخورد نمودار تابع با محور xها و محور yها تعيين شوند. 
٥) ʹy در نقاط مشتق پذيری محاسبه شود و تعيين علامت شود و نقاط ماکزيمم و می نيمم تعيين 

شوند. 
٦) ʹʹy در صورت امکان محاسبه شود و تعيين علامت شود و نقاط عطف در صورت وجود 
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تعيين شوند. 
٧) اطلاعات به دست آمده از بندهای قبل را در جدول تغييرات تابع وارد می کنيم تا بازه هايی که 
تابع صعودی يا نزولی است مشخص شود و معلوم شود تابع از چه نقاطی به چه نقاطی صعود يا نزول 

می کند و در چه نقاط ماکزيمم يا می نيمم می شود. 
٨) نمودار تابع طبق جدول رسم شود و در نقاطی که ابهام دارد که با چه زاويه ای وارد يا خارج 

می شود، مقدار ʹy در اين نقاط محاسبه شوند. 
 به چند مثال زير توجّه کنيد:

xy را رسم کنيد.
x

=
−2 1

مثال ۱: نمودار نمايش تغييرات تابع 

اين  نمايش  منحنى  مجانب هاى   y = ۰ و   x = -۱، x = ۱ معادلات  به  مستقيم  خطوط  حل: 

آنجا  از  و   x xy
(x )
− −′ =
−

2 2

2 2

1 2

1
داريم   xy

x
=

−2 1
تابع  از  مشتق گيرى  با  حال  (چرا؟)  هستند.  تابع 

xy بنابراين، همواره yʹ < ۰ و درنتيجه تابع همواره نزولى است. براى به دست آوردن تقعر 
(x )
− −′ =

−

2

2 2

1

1

منحنى ʹʹy را محاسبه مى کنيم، با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ  
xy

(x )
− −′ =

−

2

2 2

1

1  
x(xداريم )(x )y

(x )
− +′′ =
−

2 2

2 4

2 1 3

1  
، ʹʹy با x(x۲ - ۱) هم علامت است. جدول تغييرات تابع را به شکل زير  (x )

(x )
+

>
−

2

2 4

2 3
0

1
چون 

تنظيم مى کنيم:

0

0

0

+_

−

x

y

1

+

−′y
+ ∞

′′y

−1

+ ∞
− ∞

− ∞

− ∞

−

−

+ ∞
0

−

تقعر رو به پايينتقعر رو به بالاتقعر رو به پايينتقعر رو به بالا
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مرکز  مختصات  تغيير نمى کند، پس مبدأ   xy
x

=
−2 1

معادلهٔ   y → -y و x → -x تبديل با 

تقارن آن است.

y را رسم کنيد. 
x

=
+ 2

1

1
مثال ۲: منحنى نمايش تغييرات تابع 

 در نتيجه y > ۰ بنابراين، همه نقاط منحنى در بالاى محور 
x

>
+ 2

1
0

1
حل: ملاحظه مى کنيم که 

، yʹ = ۰ نتيجه  xy
( x )
−′ =
+ 2 2

2

1
y داريم 

x
=

+ 2

1

1
xها واقع هستند. با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ 

y تغيير نمى کند و محور yها محور تقارن منحنى 
x

=
+ 2

1

1
مى دهد x = ۰. با تبديل x → -x معادلهٔ 

 بنابراين، خط y = ۰ (محور xها) مجانب افقی 
x
lim

x→±∞
=

+ 2

1
0

1
نمايش آن است. ملاحظه مى کنيم 

y در نتيجه y ≤ ۱ > ۰، بنابراين، منحنى نمايش تابع بين 
x

= ≤
+ 2

1
1

1
 ، x۲ ≥ ۰ منحنى است. چون

xy داريم
(x )
−′ =
−2 2

2

1
دو خطّ y = ۰ و y = ۱ واقع است. با مشتق گيرى از طرفين رابطهٔ 

( x )( x x )y
( x )

+ − − +′′ =
+

2 2 2

2 4

1 2 2 8

1  

y

o x

تابع  تغييرات  نمايش  منحنى  بنابراين، 
xy به شکل مقابل است.

x
=

−2 1
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، چون   x = ±
1

3
، yʹʹ = ۰ نتيجه مى دهد ۶x۲ - ۲ = ۰ و از آنجا  xy

( x )
−′′ =

+

2

2 3

6 2

1
درنتيجه 

yʹʹ ، (۱ + x۲)۳ > ۰  با ۶x۲ - ۲ هم علامت است. جدول تغييرات تابع به شکل زير است:

x

y
0

0

10

′y

′′y

− ∞

3

4

−
1

3

1

3 + ∞

3

4

+ +

+ +

− −

−_

y به شکل زير است.
x

=
+ 2

1

1
بنابراين، منحنى نمايش تغييرات تابع 

( )

o x

y

A (− 1

3
, 3

4
)

S 0,1

B ( 1
3

, 3
4

)

در  yʹ , x = ۰   تغيير علامت مى دهد و از مثبت به منفى مى رود بنابراين، S (۰,۱) نقطهٔ  ماکزيمم 

ʹy تغيير  ، yʹʹ = ۰ و در اين نقاط́  x = −
1

3
x و  =

1

3
مطلق تابع است. ملاحظه مى کنيم که به ازاى 

)B نقاط عطف منحنى هستند. , )1 3
43

)A و  , )−
1 3

43
علامت مى دهد، بنابراين، 

xy را رسم کنيد.
x

+
=

+
2 3
3 5

مثال ۳: منحنى نمايش تابع 
حل: ابتدا مجانب هاى اين منحنى را به دست مى آوريم، توجّه داريم که

x x

xlim y lim
x→±∞ →±∞

+
= =

+
2 3 2
3 5 3  

 x = −
5
3

از  است  عبـارت  کسر  مخـرج  ريشه  است.  افقی  مجـانب   y =
2
3

خط  بنابراين، 

تقعر رو به بالاتقعر رو به پايينتقعر رو به بالا
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بنابراين، 

x

xlim
x→−

+
= ±∞

+5
3

2 3
3 5  

xy نسبت به x مشتق مى گيريم 
x

+
=

+
2 3
3 5

x مجانب قائم است. حال از طرفين  = −
5
3

درنتيجه خط 

 y
( x )

′ =
+ 2

1

3 5
y بنابراين، yʹ > ۰ درنتيجه تابع صعودى است. با توجّه به 

( x )
′ =

+ 2

1

3 5
و از آنجا 

 -۶(۳x + ۵) با  yʹʹ ،(۳x + ۵)۴ > ۰ چون مخرج اين کسر ( x )y
( x )
− +′′ =

+ 4

6 3 5

3 5
ملاحظه مى شود که 

هم   علامت است. حال جدول تغييرات اين تابع را به شکل زير تنظيم مى کنيم:

x

y

+ +

+ −

′y

′′y

− ∞

2
3

+ ∞−
5
3

− ∞ 2
3

+ ∞

+ −

xy به شکل زير است:
x

+
=

+
2 3
3 5

بنابراين، منحنى نمايش تغييرات تابع 

o

y

x

y =
2
3

x = −
5

3

A

تقعر رو به بالاتقعر رو به پايين
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)A محل تلاقى مجانب هاى منحنى مى باشد.چنان که مبدأ مختصات را  , )−
5 2
3 3

در اين شکل 

)A انتقال دهيم به سادگى مى توان تحقيق نمود که محل تلاقى دو مجانب يعنى همان  , )−
5 2
3 3

به نقطهٔ 

)Aمرکز تقارن منحنى است. , )−
5 2
3 3

نقطهٔ  

xy را يک تابع هموگرافيک مى نامند. صورت کلى توابع هموگرافيک به شکل 
x

+
=

+
2 3
3 5

تابع 

ax مى باشد که در آن ضرايب c، b،a و d اعداد ثابت هستند و a و c توأماً صفر نيستند. by
cx d

+
=

+

مسائل
منحنى نمايش توابع زير را رسم کنيد.

 y = x۳ + ۴x۲ - ۳x + ۱۰ ١ــ

y = x۴ + x۲ + ۱ ٢ــ
xy
x
−

=
−

2 3
3 5

٣ــ 
xy

x
=

+2 1
٤ــ 

xy
x

=
−

2

1
٥ــ 

y x= −2 1 ٦ــ 
xy
x

=
−

2

1
٧ــ 
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فصل ۵

هندسه مختصاتی و منحنی های درجه دوم
١ــ هندسه مختصاتی

يادآوری و تکميل
از  صفحه  در  نقطه  يک  تعيين  برای 
از  يکی  می کنند.  استفاده  مختصات  دستگاه های 

اين دستگاه ها دستگاه مختصات دکارتی است.
x

y

y

o x

P (x ,y)

 x ،از اعداد حقيقی متناظر می شود (x,y) از صفحه يک زوج مرتب P ٔدر اين دستگاه به هر نقطه
را طول نقطه و y را عرض آن می نامند. محورهای مختصات x و y بر هم عمودند؛ اين محورها صفحه 
را به چهار ناحيه تقسيم می کنند که هرکدام از آن ها را يک ربع می نامند، ربع اوّل ناحيه ايست که در 
آن x و y نقاط هر دو مثبت هستند، در ربع دوم x نقاط منفی است و y نقاط مثبت، در ربع سوم x و 
y نقاط هر دو منفی هستند، بالاخره ربع چهارم متشکل است از نقاطی است که x آنها مثبت و y  شان 

منفی است.

معادله خطّ
 b و a است که در آن ax + by + c = ۰ معادله يک خط در دستگاه مختصات دکارتی به شکل
همزمان صفر نيستند يعنی a۲  +  b۲ ≠ ۰.  اگر  ٠   ≠ b    با تقسيم   طرفين   معادلهٔ  ax + by + c =  ۰ بر b داريم 
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، α زاويه ايست که  atan
b

α = − π را چنان انتخاب می کنيم که  π
− < α <
2 2

، زاويهٔ  a cy x
b b

= − −

a را شيب يا ضريب زاويه 
b

− خطّ به معادلهٔ ax + by + c = ۰ با جهت مثبت محور xها می سازد. 
خطّ ax + by + c = ۰ می نامند. اگر معادله خط به صورت y = mx + h داده شده باشد، m همان 

شيب خط می باشد.
معادلهٔ خطیّ که از نقطه P۰(x۰,y۰) می گذرد و شيب آن m است عبارتست از:

y - y۰ = m (x - x۰). شيب خط مستقيمی که از نقاط (b١,a١)A و (b٢,a٢)B می گذرد برابر 
. بنابراين، معادله خطی که از اين دو نقطه می گذرد عبارتست از: b bm

a a
−

=
−

2 1

2 1
است با 

b by b (x a )
a a

−
− = −

−
2 1

2 2
2 1  

فاصله يک نقطه از يک خط

H

P0(x0, y0)

( ∆)

 P۰(x۰,y۰) ٔاست، نقطه ax + by + c = ۰ فرض می کنيم (∆) يک خطّ مستقيم باشد که معادله آن
را خارج از خطّ (∆) درنظر می گيريم، از اين نقطه خطیّ بر (∆) عمود می کنيم، شيب خطّ (∆) برابر است 

b درنتيجه معادله اين يک عمود عبارتست از:
a

a بنابراين، شيب اين خط عمود برابر است با 
b

− با 
by y (x x )
a

− = −0 0  
حال مختصات نقطه H محل برخورد اين دو خط را تعيين می کنيم، برای اين کار بايد دستگاه دو 

 را حل کنيم. از معادله دوم اين دستگاه نتيجه می شود
ax by c

by y (x x )
a

+ + =



− = − 0 0

0
معادله دو مجهولی 
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by y (x x )
a

= + −0 0  
با قرار دادن در معادله اول دستگاه

bax b(y (x x )) c
a

+ + − + =0 0 0  
و از آنجا

b b(a )x by x c
a a

+ = − + −
2 2

0 0  
درنتيجه

b x aby cax
a b
− −

=
+

2
0 0

2 2  
با قرار دادن در معادله اول دستگاه داريم:

b x aby caa( ) by c
a b
− −

+ + =
+

2
0 0

2 2
0  

و از آنجا
abx a y bcy

a b
− − −

=
+

2
0 0
2 2  

bبنابراين، x aby ac abx a y bcH ( , )
a b a b
− − − + −

=
+ +

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2  
حال بايد فاصله بين دو نقطه P۰(x۰,y۰) و

b x aby ac abx a y bcH ( , )
a b a b
− − − + −

=
+ +

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2  
را بدست بياوريم، اين فاصله برابر است با؛

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2  
y بر هم عمود  m x a′ ′= + ) به معادلات y = mx + a و  )′∆ يادآوری می کنيم که اگر دو خط (∆) و 
 a۲x + b۲y + c۲ = ۰ و a۱x + b۱y + c۱ = ۰ اگر دو خطّ مستقيم به معادلات . mm′ = باشند آنگاه 1−
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.a۱a۲ + b۱b۲ = ۰ متعامد باشند آنگاه
 AH باشند، معادلهٔ ارتفاع ABC سه رأس مثلث C(۱,  -۲) و B(۳,۰) و A(-۱,۲) مثال: اگر

و طول آن را بدست آوريد.
حل: ارتفاع AH بر ضلع BC عمود است. ابتدا شيب BC را به دست می آوريم.

BCm − −
= =

−
2 0

1
1 3  

mAH.mBC = -۱ ⇒ mAH * ۱ = -۱ ⇒ mAH = -۱
AH معادلهٔ ارتفاع : y - ۲ = -۱ (x + ۱)  

y = - x + ۱  
برای محاسبهٔ طول ارتفاع AH معادلهٔ ضلع BC را به دست آورده و فاصلهٔ نقطه A از اين خط 

را محاسبه می کنيم.
BC معادلهٔ ضلع : y - ۰ = ۱ (x - ۳) ⇒ y = x - ۳ ⇒ x - y - ۳ = ۰  

 AH
− − −

= = =
+

1 2 3 6
3 2

1 1 2  
نقطۀ وسط يک پاره خط: اگر روی محور طول ها نقطهٔ M وسط پاره خط AB باشد خواهيم 

داشت:
AM = MB                             

و از آنجا
xM - xA = xB - xM  
۲xM = xA + xB

 A B
M

x xx +
=

2  
و  ابتدا  طول های  مجموع  ميانگين  با  است  برابر  پاره خط  يک  وسط  مختصات  طول  بنابراين، 
انتهای پاره خط. همچنين اگر پاره خط AB در صفحهٔ مختصات داده شده باشد مطابق شکل صفحهٔ 

بعد می توان نشان داد:

A M B
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A B
M

A B
M

x xx

y yy

+ =
 + =


2

2            
A′′

M′′

B′′

A′ M′ B′

B

M

A

x

y

o

مثال: اگر A(-۲,۳) و B(۲,۰) و C(۰,  -۲) سه رأس مثلث ABC باشند، طول ميانهٔ AM را 
به دست آوريد.

حل: ابتدا نقطهٔ M وسط ضلع BC را به دست می آوريم

B C
M

M

x xx
M( , )

( )y

+ + = = = ⇒ − + − = = −


2 0
1

2 2 1 1
0 2

1
2  
M A M AAM (x x ) (y y ) ( ) ( )= − + − = + + − −2 2 2 21 2 1 3  

= + =9 16 5  

خطوط موازی
دو خط مستقيم به معادلات a۱x + b۱y + c۱ = ۰ و a۲x + b۲y + c۲ = ۰ موازی هستند اگر 
. بـه عبـارت ديـگر  a b

a b
=1 1

2 2

a درنتيجه  a
b b

− = −1 2

1 2

و فـقط اگـر شيبشان يـکی بـاشد و از آنـجـا 
a۱b۲ = a۲b۱ بديهی است که اگر b۱ = b۲ = ۰ در اين صورت هر دو خط بر محور xها عمود بوده و با 

هم موازی خواهند بود.

فاصلۀ بين دو خط موازی
 ax by c′+ + فرض کنيم دو خطّ موازی (١∆) و (٢∆) به ترتيب به معادلهٔ ax + by + c = ۰ و 0=
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باشند، P۰(x۰,y۰) را نقطه ای واقع بر خطّ (١∆) می گيريم بنابراين، ٠ = ax۰ + by۰ + c، چنان که قبلاً 
ملاحظه کرديم، فاصلهٔ اين نقطه از خطّ (۲∆) از دستور زير بدست می آيد:

ax by c
d

a b

′+ +
=

+

0 0

2 2  
در بالا داشتيم ٠ = ax۰ + by۰ + c و از آنجا ax۰ + by۰ = - c؛ با قرار دادن اين مقدار در 

رابطه بالا داريم:
c c

d
a b

′ −
=

+2 2  
ax را به دست  by c′+ + اين دستور فاصله بين دو خط موازی به معادلات ax + by + c = ۰ و 0=

می دهد.

دستگاه معادلات خطی
در کتاب رياضی (١) با حل دستگاه دو معادله دومجهولی آشنا شده ايم. هرگاه

x y
x y
− =

 + =

2 3 5

5 4  
يک دستگاه دو معادله دومجهولی باشد، با روش حذفی، يعنی مثلاً ضرب معادله دوم در عدد ٣ و جمع 

آن با معادله اول، يک معادله يک مجهولی، يعنی 
١٧x = ١٧  

را به دست می آوريم که از حل آن ١ = x حاصل می شود. وقتی اين مقدار x را در يکی از معادلات 
دستگاه اوليه مان قرار دهيم ١- = y به دست می آيد.

به طور کلی هر معادله به صورت:
a۱x۱ + a۲x۲ +... + anxn = b  (١)

را، که در آن a۱، an ،…،a٢ و b اعدادی ثابت و x۱، xn…،x٢ متغيرهايی باشند، يک معادله خطی ناميده 
می شود. x۱، xn ،…،x٢ها را مجهول های معادله نيز می نامند، درحالت ٢ = n، مجموعه (x۱,x٢) هايی 

که در معادله 
a۱x۱ + a۲x۲ = b

خطی  معادلهٔ  نامگذاری  دليل  و  می دهد  تشکيل  مختصات  صفحه  در  راست  خط  يک  می کند  صدق 
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روشن می شود.
يک جواب معادلهٔ خطی (١) دنباله ای است از n عددی مانند s۱,s۲,....,sn به طوری که وقتی 

x۱ = s۱,x۲ = s۲,...., xn = sn در (١) قرار دهيم 
معادله برقرار باشند. مثلاً x۱ = ۲ ،x۲ = ۳ ،x۳ = -۴ يک جواب معادلهٔ خطی

۶x۱ - ۳x۲ + ۴x۳ = -۱۳  
است، زيرا

۶(۲) - ۳(۳) + ۴(-۴) = -۱۳  
به طور کلی، يک دستگاه m معادله خطی و n مجهول، يا يک دستگاه خطی مجموعه ای است 

از m معادله خطی n مجهولی. هر دستگاه خطی را می توانيم به صورت کلی 
a۱۱x۱ + a۱۲x۲ +...+ a۱nxn    =  b۱

a۲۱x۲ + a۲۲x۲ +...+ a۲nxn    =  b۲ (۲)
...                 

...                            
...                

...   

am۱x۱ + am۲x۲ +...+ amnxn  =  bm

بنويسيم معادلهٔ
ai۱x۱ + ai۲x۲ +...+ ainxn  =  bi

را معادله  iام دستگاه می ناميم aij.(۱ ≤ i ≤ m)ها و نيز bm ،…،b۲ ،b۱ ثابت های معلومی هستند. منظور 
از حل دستگاه فوق يافتن xn ،… ،x۲ ،x۱هايی است که در هر معادله دستگاه صدق کنند. يک جواب 
دستگاه (٢) دنباله ای است از n عدد مانند s۱,s۲,....,sn با اين ويژگی که وقتی در هر معادله (٢) قرار 

دهيم xn = sn … ،x۲ = s۲ ،x۱ = s۱ آن معادله برقرار شود (به يک تساوی عددی تبديل شود).
اگر دستگاه خطی (٢) جواب نداشته باشد می گوييم ناسازگار است؛ چنانچه جواب داشته باشد، 

آن را سازگار خوانيم. هرگاه b۱ = b۲ = ... = bm = ۰ دستگاه را يک دستگاه همگن می ناميم.
دستگاه r معادله خطی و n مجهول ديگر

c۱۱x۱ + c۱۲x۲ +...+ c۱nxn    =  d۱

c۲۱x١ + c۲۲x۲ +...+ c۲nxn    =  d۲ (٣)
...                

...                            
...                

...
cr۱x۱ + cr۲x۲ +...+ crnxn     =  dr

را هم ارز دستگاه (٢) می ناميم هرگاه جواب های هر دو دستگاه يکسان باشند.
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مثال: دستگاه خطی
x x
x x
− = −

 + =

1 2

1 2

3 7

2 7  (٤)
فقط جواب ٣ = x۲، ٢ = x۱ را دارد. دستگاه خطی

۸x۱ - ۳x۲ = ٧  
۳x۱ - ۲x۲ = ۰  (٥)
۱۰x۱ - ۲x۲ = ۱۴  

نيز فقط جواب ٣ = x۲، ٢ = x۱ را دارد. پس (٤) و (٥) هم ارز هستند.
يکی از رايج ترين مسائل عملی تقريباً تمام شاخه علوم، نظير رياضيات، فيزيک، زيست شناسی، 
حل  اجتماعی  علوم  و  عمليات،  در  تحقيق  مهندسی،  مختلف  رشته های  جغرافيا،  اقتصاد،  شيمی، 

دستگاه های معادلات خطی است.
شما در سال اول با حل دستگاه دو معادله دو مجهولی خطی آشنا شده ايد. با ذکر مثال هايی مروری 

بر روش حل اين نوع دستگاه ها می کنيم.
مثال: دستگاه خطی

x x
x x
− = −

 + =

1 2

1 2

3 3

2 8  (٦)
را درنظر می گيريم. برای حذف x۲ اگر دو برابر معادله اول را از دوم کم کنيم داريم

۷x۲ = ۱۴  
معادله  اين  حل  با  حال  کرده ايم.  حذف  را   x۱ مجهول  پس   .x۱ شامل  جمله  بدون  است  معادله ای  که 

نسبت به x۲ داريم:
x۲ = ۲  

و با گذاشتن اين مقدار در معادله اول (٦) خواهيم داشت
x۱ = ۳  

پس x۱ = ۳ ،x۲ = ۲ تنها جواب دستگاه خطی فوق است.
مثال: دستگاه خطی

x x
x x
− =

 − =

1 2

1 2

3 7

2 6 7  (٧)
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را درنظر می گيريم. باز تصميم می گيريم x۱ را حذف کنيم. برای اين کار اگر دو برابر معادله اول را از 
معادله دوم کم کنيم داريم

٧ = ٠  
که به روشنی برقرار نيست. پس دستگاه (٧) جواب ندارد و ناسازگار است.

مثال: دستگاه خطی
x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + − = −

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6

2 3 2 14

3 2  
(٨)

را درنظر می گيريم. برای حذف x۱ اگر دو برابر معادلهٔ اول را از معادله دوم و سه برابر معادله اول را از 
معادله سوم کم کنيم، خواهيم داشت

x x
x x

− − =
− − = −

2 3

2 3

7 4 2

5 10 20  (٩)
اين يک دستگاه دو معادله و دو مجهول است، با تقسيم معادله دوم (٩) بر ٥- داريم

x x
x x
− − =
 + =

2 3

2 3

7 4 2

2 4
 

که آن را با تعويض جای معادلات، به شکل
x x

x x
+ =

− − =

2 3

2 3

2 4

7 4 2  (١٠)
می نويسيم. حال برای حذف x٢ در (١٠) اگر ٧ برابر معادله اول را به معادله دوم بيافزاييم داريم
١٠x۲ = ٣٠  

يا
x۲ = ۳  (١١)

با گذاردن مقدار x۲ در معادله اول (١٠) معلوم می شود که x۲ = -۲، و با گذاردن مقادير x۲ و x۳ در 
معادله اول (٨) خواهيم داشت x۱ = ۱، ملاحظه می کنيم که روش حذف در عمل دستگاه خطی

 
x x x
x x
x

+ + =
 + =
 =

1 2 3

2 3

3

2 3 6

2 4

3  
(١٢)
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را، که از معادله های اول (٨) و (١٠)، معادله (١١) تشکيل شده است، ايجاد می کند.
اهميت اين روش در آن است که علاوه بر اينکه دستگاه های خطی (٨) و (١٢) هم ارز هستند، 

(١٢) اين مزيتّ را دارد که ساده تر حل می شود.
مثال: دستگاه خطی

x x x
x x x

+ − = −
 + − =

1 2 3

1 2 3

2 3 4

2 3 4  (١٣)

را درنظر می گيريم. برای حذف x۱ اگر دو برابر معادله اول را از معادله دوم کم کنيم داريم
-۳x۲ + ۳x۳ = ۱۲  (١٤)

حال بايد معادله (١٤) را برای x۲ و x۳ حل کنيم. يک جواب
x۲ = x۳ - ۴  

است، که در آن x۳ می تواند هر عدد حقيقی باشد. پس از معادله اول (١٣) داريم
x۱ = -۴ - ۲x۲ + ۳x۳  

= - ۴ - ۲ (x۳ - ۴) + ۳x۳  
= x۳ + ۴  

بنابراين، يک جواب دستگاه (١٣) عبارت است از
x۱ = x۳ + ۴  
x۲ = x۳ - ۴  
x۳ = يک عدد حقيقی دلخواه  

اين به معنی آن است که دستگاه خطی (١٣) بينهايت جواب دارد. زيرا هر بار که به x۳ مقدار 
،x۳ = بدهيم جوابی مشخص (عددی) از (١٣) را به دست می آوريم. مثلاً اگر ١

x۱ = ۵ , x۲ = -۳ , x۳ = ۱  
،x۳ = -يک جواب دستگاه است. حال آنکه اگر ٢

x۱ = ۲ , x۲ = -۶ , x۳ = -۲  
جوابی ديگر از دستگاه خواهد بود. سه جواب ديگر اين دستگاه را با مقدار دادن به x۳ حساب کنيد.

نتيجه می گيريم که:
يک دستگاه خطی ممکن است جوابش منحصر به فرد باشد (فقط يک جواب داشته باشد) يا آنکه 

بدون جواب باشد، يا بينهايت جواب داشته باشد.
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حل دستگاه دو معادله با دو مجهول از راه هندسی
دستگاه خطی دو معادله و دو مجهول x۱ و x۲ به صورت کلی

a x a x c
b x b x c

+ =
 + =

1 1 2 2 1

1 1 2 2 2  (١٥)

را درنظر می گيريم. وقتی در هريک از اين معادله ها x۱ را مختص اول يعنی طول و x۲ را مختص دوم 
يعنی عرض يک نقطه در صفحه مختصات تلقی کنيم، نمودار هريک از اين معادله ها خطی راست است، 
 l۲ و l۱ محل تلاقی دو خط (s۱,s۲) نشان می دهيم. اگر نقطه به مختصات l۲ و l۱ که به ترتيب آن ها را با

باشد آنگاه x۲ = s۲ و x۱ = s۱ يک جواب دستگاه (١٥) خواهد بود.

o x1

x2

l2

l1

o x1

x2

l2

l1

o x1

x2

l2

l1

                 (ب) دستگاه بدون جواب است.                                    (پ) دو خط بر هم منطبق و دستگاه بينهايت جواب دارد.

(الف) جواب منحصر به فرد است. مختصات نقطه تقاطع جواب دستگاه است.

هرگاه دو خط l۱ و l۲ بر هم منطبق باشند دستگاه بينهايت جواب دارد، درحالی که اگر اين دو خطی 
موازی باشند دستگاه بدون جواب است. از راه هندسی نيز به همان سه حالت فوق خواهيم رسيد.
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مسائل
١ــ مثلث ABC با سه رأس (١,٤)A و B(-۲,-۲) و (٤,٢)C مفروض است.

الف) معادلهٔ ميانهٔ وارد بر ضلع BC را به دست آوريد.
ب) طول ميانهٔ AM را محاسبه کنيد.

ج) معادلهٔ ارتفاع BH را محاسبه کنيد.
د) نقطه تلاقی ميانهٔ AM و ارتفاع BH را به دست آوريد.

٢ــ طول قـطر مـربعی کـه يک ضلع آن واقـع بـر خط x + y = ۵ و مختصات يک رأس آن 
A(-۲,۱) باشد را به دست آوريد.

٣ــ نقاط A(۴,۲) و B(۱,-۱) و C(۶,-۱) سه رأس مثلث ABC هستند. اگر H و M به ترتيب 
پای ارتفاع AH و ميانهٔ AM باشند طول MH را به دست آوريد.

٤ــ دستگاه های خطی زير را حل کنيد.

x (الف x
x x

+ =
 + =

1 2

1 2

5

2 3 10
 (ب 

x x x
x x x

x x x

− − = −
 − + = −
 + + =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4 12

2 5

3 2 1
 

x (ج x x
x x x

+ − =
 + − =

1 2 3

1 2 3

3 4 8

6 8 2 3
 (د 

x y z
x y z

x y z

+ − =
 + − =
 + + =

4 12

3 8 2 4

3 12
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٢ــ منحنی های درجه دوم

نمودار معادلات درجه دوم از x و y را منحنی های درجه دوم می نامند. اين منحنی ها از برخورد 
يک صفحه با يک مخروط دوار نيز قابل به دست آوردن هستند، و به همين علت آن ها را مقاطع مخروطی 

نيز می نامند. 
وجه نامگذارى مقاطع مخروطى به زمان کشف تاريخى آن ها به عنوان محل تقاطع يک صفحه با 
يک مخروط قائم دوار برمى گردد (شکل زير). هر صفحه که عمود بر محور مخروط باشد مقطعى پديد 
مى آورد که دايره ناميده مى شود. صفحه را کمى مايل مى کنيم، مقطع حاصل يک بيضى است. صفحه 
را باز هم بيشتر کج مى کنيم تا موازی يکی از يال های مخروط شود، مقطع تشکيل شده يک سهمى است. 

به کج کردن صفحه ادامه مى دهيم تا آنکه صفحه قاطع سطح مخروطی 
دوار را در دو طرف رأس قطع کند. مقطع حاصل يک هذلولى است؛ 

هذلولى يک منحنى با دو شاخه است.
ميلاد  از  قبل  چهارم  قرن  از  هذلولى  و  سهمى  بيضى،  دايره، 
(مسيح) توسط هندسه دان يونانى به نام آپولونيوس مورد بررسى و مطالعه 
تحقيق  مورد  را  منحنى ها  اين  کامل  به طور  آپولونيوس  گرفته اند.  قرار 
هشت  از  متشکل  مجموعه اى  در  را  خود  کارهاى  حاصل  و  داد  قرار 
کتاب ارائه کرد. کاربردهاى عملى مقاطع مخروطى توسط رياضيدان و 
دانشمند آلمانى يوهانز کپلر شروع شده است. کپلر فرضيه اى ارائه کرد 
که بيان مى داشت که سياره ها در مدارهايى بيضى شکل به دورخورشيد 
مى چرخند که خورشيد در يکى از کانون هاى اين بيضى ها قرار دارد. 
ستاره هاى  سياره ها،  مـدار  مطالعه  در  مخروطى  مقاطع  تئورى  امروزه 
دنباله دار، و قمرهاى مصنوعى کاربردهاى فراوانى دارند. مدارهاى بسته 
شامل دايره و بيضى اند، درحالى که مدارهاى باز (يا مدارهاى فرّار) شامل 

سهمى ها و هذلولى ها مى باشند. مقاطع مخروطى در مطالعه ساختار اتم ها، سيستم هاى راهنماى هواپيماها، 
ساختن عدسى ها، وسايل نورى و وسايل پيش بينى هوا، ارتباطات قمرهاى مصنوعى، و نيز در ساختن 
پل ها به کار مى روند. سطوحى که از دوران مقاطع مخروطى تشکيل مى شوند نيز داراى کاربردهايى در 

شاخه هايى از علوم هستند که با نور، صدا و امواج راديويى سروکار دارند.

o

D
∆

مخروطی  سطح 
دوّار
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در اين بخش از دستگاه مختصات دکارتى بـه عنوان چارچوبى براى مطالعه سهمى، دايره، بيضى 
و هذلولى استفاده مى کنيم. معادله اين منحنی ها به صورت عبارت درجه دومی از x و y هستند.

دايره
دايره مکان هندسى نقاطى از صفحه است که فاصله 
آن ها از يک نقطه ثابت مفروض در صفحه، مقدارى ثابت 

باشد.
شعاع  ثابت فاصله را  مقدار  مرکز و  ثابت را  نقطه 

دايره مى نامند.
باشد.  دايره  شعاع   r ثابت  فاصله  و  مرکز   دايره   C(h,k) ثابت نقطه  کنيم  فرض  دايره:  معادله 

همچنين فرض کنيم M(x,y) يکى از نقاط دايره باشد. در اين صورت
 CM = r

يا
 (x h) (y k) r− + − =2 2

بنابراين  
(x - h)۲ + (y - k)۲ = r۲  (۱)

(۱) معادله دايره با ويژگى هاى داده شده مى باشد.
نامعادله

(x - h)۲ + (y - k)۲ < r۲  (۲)
نقاطى از صفحه را مشخص مى کند که فاصله آن ها تا نقطه C(h,k) کوچکتر از r است. بنابراين (۲) 
قسمت درونى دايره به مرکز C(h,k) و شعاع r را توصيف مى کند. به عبارت ديگر، مختصات مجموعه 

نقاط درون دايره در رابطه (۲) صدق مى کنند.
مثال: معادله دايره اى را بنويسيد که از نقطه O(۰,۰) گذشته و C(۲,  -۱) مرکز آن باشد.

حل: با محاسبه CO شعاع دايره را حساب می کنيم.
                                             CO ( ) ( )= + − =2 22 1 5  

بنابراين معادله دايره عبارت است از:
[ ](x ) y ( ) ( )− + − − =2 2 22 1 5  

o

y

x

r

C

M( x,y )
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يا
(x - ۲)۲ + (y + ۱)۲ = ۵  

نکته: معادله (۱) را به صورت زير مى نويسيم:
x۲ + y۲ - ۲hx - ۲ky + h۲ + k۲ - r۲ = ۰  
هرگاه قرار دهيم ۲k = E ،-۲h = D- و h۲ + k۲ - r۲ = F، معادله دايره را به صورت

x۲ + y۲ + Dx + Ey + F = ۰  (۳)
 D EC( , )− −

2 2
نيز مى توانيم بيان کنيم. هرگاه معادله دايره به صورت (۳) عرضه شده باشد، مرکز آن نقطهٔ 

r به دست مى آيد. D E F= + −2 21
4

2
و شعاع آن از دستور 

مثال: مقدار F را طورى تعيين کنيد که معادله x۲ + y۲ - ۲x - ۶y + F = ۰ دايره اى به شعاع 
۲ را مشخص کند.

داريم r = ۲. پس
F= + −

1
2 4 36 4

2  
۴۰ - ۴F = ۱۶  
F = ۶  

وضع دو دايره نسبت به هم: مى دانيم هر دايره با مرکز و شعاع آن مشخص مى شود. فـرض 
کنيم (C۱) دايره اى به مرکز O۱ و شعاع r۱، و (C۲) دايره اى به مرکز O۲ و شعاع r۲ باشد.

هرگاه O۱O۲ = r۲ + r۱، يعنى فاصله مراکز دو دايره برابر 
حاصل جمع شعاع هاى آن ها باشند، اين دو دايره مماس خارج 

هستند (شکل الف).

هرگاه r۲ > r۱ و O۱O۲ = r۲ - r۱، يعنى فاصله مراکز دو 
دايره برابر تفاضل شعاع هاى آن ها باشند، اين دو دايره بر هم مماس 

داخل هستند (شکل ب).
هرگاه r۱ - r۲| < O۱O۲ < r۱ + r۲| دو دايره متقاطع اند.  دو 
دايره متقاطع يکديگر را در  دو نقطه قطع مى کنند. خط گذرنده 

o1
o2

o1 o2

(الف)

(ب)
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مى ناميم  دايره  دو  مشترک  وتر  را  نقطه  دو  اين  بر 
(شکل ج).

متخارج  را  دايره  دو   O۱O۲  > r۱  + r۲ هرگاه 
متداخل  را  دايره  دو   O۱O۲  <  |r۱  -  r۲| درحالتی  و 

می گويند.
سؤال: اکنون اين سؤال پيش مى آيد که با معلوم 

بودن مشخصات جبرى دو دايره (مختصات مرکز و شعاع، يا معادله دايره) چگونه مى توانيم معادله وتر 
مشترک را به دست آوريم.

 x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲ = و ٠ (C۱) معادله دايره x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱ = فرض کنيم ٠
معادله دايره (C۲) باشد. همچنين فرض کنيم اين دو دايره متقاطع باشند. چون نقاط A و B (شکل ج) 
روى هر دو دايره هستند، مختصات اين نقاط در معادله هر دو دايره صدق مى کند. درنتيجه مختصات 

نقاط A و B در دستگاه معادلات
x y a x b y d

x y a x b y d

 + + + + =


+ + + + =

2 2
1 1 1

2 2
2 2 2

0

0  
صدق مى کنند. پس مختصات A وB در معادلهٔ

(x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱) - (x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲) = ۰  
نيز صدق مى کند. بنابراين مختصات اين نقاط در معادله

(a۱ - a۲) x + (b۱ - b۲) y + d۱ - d۲ = ۰  
صدق مى کند. امّا اين معادله نسبت به x و y از درجه اول است، و معادله يک خط مستقيم است. پس 
اين معادله، معادله وتر مشترک دو دايره است. چون از نقاط A وB فقط يک خط مستقيم مى گذرد، 

که وتر مشترک می باشد، 
معادله

(a a )x (b b )y d d− + − + − =1 2 1 2 1 2 0 (٭) 
معادله وتر مشترک دو دايره به معادله هاى زير می باشد.

x۲ + y۲ + a۱x + b۱y + d۱ = ۰
x۲ + y۲ + a۲x + b۲y + d۲ = ۰

مثال : معادلهٔ وتر مشترک دو دايره به معادله هاى صفحهٔ بعد را به دست آوريد.

A

B

O2O1

o1o2 < r1 + r2

C1 C2

r1 − r2 <
(ج)
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      x۲ + y۲ + ۶x + ۸y = ۰     و     x۲ + y۲ - ۴x - ۶y - ۱۴ = ۰  
حل: مطابق دستور (٭) داريم

(۶ - (-۴)) x + (۸ - (-۶)) y + ۰ - (-۱۴) = ۰  
که پس از ساده کردن مى توانيم آن را به صورت زير بنويسيم

۵x + ۷y + ۷ = ۰  
اين معادله وتر مشترک دو دايره مفروض مى باشد.

مسائل
۱ ــ مرکز و شعاع دايره هاى زير را پيدا کنيد. سپس دايره را در صفحه مختصات رسم کنيد.

۳x۲ + ۳y۲ + ۶x - ( ب ) ٠ = ١  x۲ + y۲ + ۲x + ۲y - ( الف ) ٠ = ١
۷x۲ + ۷y۲ + ۱۴۳y = (د)      ٠  x۲ + y۲ - ۶x + ۲y + ( ج )       ٠ = ١

۲ ــ چه نقاطى در نابرابرى هاى زير صدق مى کنند؟
۲x۲ + ۲y۲ + x + y > ۰ ( ب )  x۲ + ۴x + y۲ - ( الف ) ٠ ≥ ١٢

۳ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۱,۰) و (۶,۰) گذشته و برخط y = ۱ مماس باشد.
۴ــ اگر فاصله نقطه M(x,y) تا نقطه A(۶,۰) دو برابر فاصله اش تا نقطه B(۰,۳) باشد، نشان 

دهيد که مکان M يک دايره خواهد بود. مرکز و شعاع اين دايره را تعيين کنيد.
۵ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که مرکزش C(۱,۲) و بر خط به معادله ۳x + ۴y + ۱ = ۰ مماس 

باشد.
 ۶x - ۵y = ۰ ۶  ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۰,۰) و (۱۷,۷) گذشته و مرکزش بر خط

واقع باشد.
۷ ــ معادله دايره اى را بنويسيد که از نقاط (۷,۱) و (۰,۰) و (۱,۶-) بگذرد. مرکز و شعاع اين 

دايره را بيابيد.
۸ ــ معادله وتر مشترک دو دايره به معادله زير را به دست آوريد:

       x۲ + y۲ + ۸x + ۲y - ۸۲ = ۰       x۲ + y۲ + ۴x + ۶y + ۱۰ = ۰        و  
۹ــ ابتدا معادله وتر مشترک دو دايره به معادله هاى زير را به دست آوريد.

 x۲ + y۲ + ۴x + ۲y - ۱۰ = ۰       x۲ + y۲ + ۲x + ۲y - ۲۴ = ۰        و  
سپس با استفاده از معادله وتر مشترک مختصات نقاط تقاطع دو دايره را به دست آوريد.
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۱۰ــ براى هر دسته از معادله دايره هاى زير مشخص کنيد که آيا اين دايره ها بر هم مماس داخل، 
مماس خارج، يا متقاطع اند؟

x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۴۰ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۰ (الف) 
x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۰ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۰ (ب) 
x۲ + y۲ - ۲x + ۴y = ۴ و   x۲ + y۲ + ۲x - ۴y = ۹ (ج) 
(x - ۲)۲ + (y + ۳)۲ = ۷ و   x۲ + (y - ۵)۲ = ۵ (د) 

۱۱ــ معادله دو دايره را بنويسيد که براى آن ها يکى از حالت هاى زير برقرار باشد.
(الف) O۱O۲ = ۰ (دو دايره هم مرکز)

(ب) O۱O۲ > r۱ + r۲ (دو دايره متخارج)

سهمى
مستقيم  به طور  که  شيئى  می شود.  مشاهده  دوم  درجه  و  خطى  توابع  از  زيادی  تعداد  طبيعت  در 
به سوى بالا پرتاب مى شود چنانچه داراى سرعت اوّليه اى برابر ۱۲۸ متر بـر ثانيه بـاشد، فـاصله آن پس  
از  t ثـانيـه  از مـدل d = -۱۶t۲ + ۱۲۸t   (يـا آنـکه  چنانـچه  ثـانـيه را بـه x و مسافـت را بـه y نشان دهيم 
y = -۱۶x۲ + ۱۲۸x خواهد بود) به دست مى آيد. همچنين فرمول C = ۲۰t۲ - ۲۰۰t + ۶۴۰ نشان دهنده 
تعداد باکترى هاى يک جمعيّت در يک سانتيمتر مکعب آب پس از t روز از کنترل رشد باکترى ها مى باشد. ما 
با معادله درجه دوم به اختصار در فصل دوم آشنا شديم. نمودار هر معادله به صورت y = ax۲ + bx + c را 
سهمى مى ناميم. ابتدا با پيدا کردن نقاطى خاصّ از نمودار چنين توابعى سعى مى کنيم طريقه رسم نمودار 

آن ها را به روشى سريعتر توضيح دهيم.

مجموعهٔ تمام نقاطى از صفحه که فاصلهٔ آن ها از يک نقطهٔ ثابت داده شده و يک 
خط ثابت داده شده يکسان مى باشد، سهمى ناميده مى شود. نقطهٔ ثابت، کانون سهمى و 

خط ثابت، خط هادى سهمى ناميده مى شود.

در شکل صفحهٔ بعد سهمى به کانون F(۰ , p) و خط هادى L به معادله y = -p رسم شده است. 
طبق تعريف، نقطهٔ P(x,y) واقع بر سهمى است اگر و فقط اگر PF = PQ. با محاسبه پاره خط هاى 

PF (x ) (y p) x (y p)= − + − = + −2 2 2 20  
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PQ (x x) (y ( p)) (y p)= − + − − = +2 2 2 و 
y

x

L

p

F(0,p)

P( x,y)

y = −p Q(x, −p)

p

و با توجه به تساوى PF = PQ داريم:
(y p) x (y p)+ = + −2 2 2  

طرفين رابطه بالا را به توان ۲ مى رسانيم و پس از ساده کردن داريم:

    x۲ = ۴py   و يا   xy
p

=
2

4
معادلهٔ (۱)  

اين معادله ها نشان مى دهند که سهمى نسبت به محور y   تقارن دارد. محور y  محور سهمى يا 
محور تقارن سهمى ناميده مى شود.

کانونى  فاصلۀ  را    P مثبت  عدد  مى ناميم.  سهمى  رأس  را  تقارن  محور  و  سهمى  تلاقى  نقطه 
سهمى مى نامند.

رأس سهمى x۲ = ۴py (در شکل فوق  ) بر مبدأ مختصات واقع است. در حالتى که رأس سهمى 
بر مبدأ مختصات واقع باشد، سهمى  ساده ترين معادلهٔ خود را دارد. اگر سهمى رو به پايين باز شود و 

کانون (p- , ۰) و خط هادى به معادلهٔ y = p باشد، معادلهٔ ۱ به شکل زير خواهد بود:
y

F(0, − p)

y = p

کانون

رأس سهمی واقع بر مبدأ 

x۲ = ۴py سهمی به معادلۀ

خط هادی

رأس سهمی

x۲ = -۴py سهمی به معادلۀ

خط هادی
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  x۲ = -۴py   يا   xy
p

= −
2

4
معادله (۲)   

مى توان معادله هاى مشابهى براى سهمى هايى که رو به راست، يا رو به چپ باز مى شوند، به دست 
آورد. 

 (p > ۰) فرم هاى استاندارد معادلۀ سهمى با رأس واقع در مبدأ 

معادلهکانون خط هادىمحور سهمى دهانۀ سهمى
y = -p(۰, p)x۲ = ۴pyمحور yرو به بالا

y = p(۰, -p)x۲ = -۴pyمحور yرو به پايين 
x = -p(p , ۰)y۲ = ۴pxمحور xرو  به راست
x = p(-p ,۰)y۲ = -۴pxمحور x رو به چپ 

 

مثال: کانون و خط هادى سهمى به معادلهٔ y۲ = ۱۰x را پيدا کنيد.
حل: ابتدا مقدار p را از معادلهٔ استاندارد y۲ = ۴px پيدا مى کنيم.

p p= ⇒ = =
10 5

4 10
4 2  

y

x

x = −

F( ,0)

p

po

y
x =

F(− ,0)
xop

p

خط هادی
خط هادی

رأس سهمیرأس سهمی
کانون کانون

y۲ = ۴px سهمی به معادلۀ y۲ = -۴px سهمی به معادلۀ
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در نتيجه کانون و خط هادى به صورت زير به دست مى آيد:
: کانون (p, ) ( , )=

5
0 0

2
           

x  يا          x = -p: خط هادى −
=

5
2

 

انتقال محورها
را به  مختصات  محورهاى  اگر  نظر مى گيريم،  در  را   M(x,y) نقطه  xoy مختصات دستگاه  در 
O باشد در اين صورت مختصات M در دستگاه مختصات  (h,k)′ موازات خود انتقال داده تا مبدأ جديد 

جديد مى شود:
X x h′ = −  ،  Y y k′ = −

o

y

x

M

′x

′y

′o

حال فرض کنيم يک سهمى با رأس S(h,k) داده شده باشد که رو به بالا باز شود (نظير شکل زير)، معادله 
x مى شود: o y′ ′ ′ سهمى در مختصات 

 X pY′ ′=2 4
y

o

s

P

x

′y

′x

′y = −P

(x,y)
( ′x , ′y )

′o

کانون

خط هادی

محور تقارن
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بنابراين معادله اخير در دستگاه مختصات xoy به صورت زير در مى آيد:
 (x - h)۲ = ۴p (y - k)

 .y = k - p و خط هادى آن F(h,k + p) است و کانون سهمى x = h محور تقارن سهمى خط

صورت هاى ديگر معادلات سهمى (معادلات متعارف سهمى ها)
معادله سهمى کانون     خط هادى 

۱) (x - h)۲ = -۴p (y - k)  ،  F(h,k - p) و   y = k + p 
۲) (y - k)۲ = ۴p (x - h)  ،  F(h + p , k) و   x = h - p 
۳) (y - k)۲ = -۴p (x - h)  ،  F(h - p , k) و   x = h + p 

مثال: معادله سهمى به رأس S(۱,۳) و کانون F(۵,۳) را بيابيد. معادله خط هادى آن را به دست 
آوريد. 

چون سهمى رو به راست باز مى شود، (چرا؟) معادله آن مى شود:
(y - ۳)۲ = ۴p (x - ۱)  

عدد p فاصله بين F و S است بنابراين p = ۴ و معادله سهمى به صورت ۲ = ۱۶(x - ۱)(y - ۳)در  مى آيد 
و خط هادى آن به صورت x = -۳ است.

مثال: براى سهمى با رأس S(۲,۳) و خط هادى y = ۴، معادله اى بيابيد. مختصات کانون آن 
چه هستند؟

حل: سهمى رو به پايين  باز مى شود و معادله آن به صورت ۲ = -۴p(y - ۳)(x - ۲) مى باشد. 
 p = ۱ و کانون به فاصله (x - ۲)۲ = -۴(y - ۳) و معادله مطلوب چنين است p = ۴ - ۳ = ۱ پس

 F(۲,۲) واحد در پايين رأس (۲,۳)، در نقطه
قرار دارد.

صورت  به  سهمى  معادله  تبديل 
متعارف: ويژگى معادله سهمى واقع در صفحه 
xoy، اين است که نسبت به يکى از مختص ها، 
دوم  درجه  از  ديگرى  به  نسبت  و  اوّل  درجه 
باشد،  معادله اى در دست  است. هرگاه چنين 
مى توان طى مراحلى مانند مثال صفحهٔ بعد آن 

L

H

y

A

S F

o

B

x

AL = 4
FA = FB = 4
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را به يکى از چهار صورت متعارف تبديل نمود.
مثال: سهمى به معادله y۲ - ۴y - ۸x - ۴ = ۰ داده شده کانون و معادله خط هادى سهمى را 

مشخص نماييد.
y۲ - ۴y = ۸x + ۴ ⇒ (y - ۲)۲ = ۸(x + ۱)  
۴p = ۸ ⇒ p = ۲  

بنابراين S(-۱,۲) رأس سهمى و معادله  خط هادى x = -۳ مى باشد.
رسم سهمی: برای رسم سهمی ابتدا معادلهٔ آن را به صورت استاندارد نوشته و کانون، رأس و 
خط هادی آن را به دست می آوريم. و برحسب نوع سهمی (قائم يا افقی) محور کانونی، کانون و رأس 
سهمی و خط هادی را رسم می کنيم سپس در طرفين محور کانونی و از نقطهٔ کانون F به اندازهٔ ۲p واحد 
به سمت چپ و راست (بالا و پايين) جدا کرده A و B می ناميم در صورت امکان محل تلاقی نمودار 
با محورهای مختصات را هم به دست آورده و نقاط به دست آمده را با توجه به نوع سهمی به هم وصل 

کرده و شکل را کامل می کنيم.
مثال: نمودار سهمی y۲ + ۴y + ۴x = ۰ را رسم کنيد.
حل: ابتدا معادلهٔ سهمی را به صورت استاندارد می نويسيم

(y + ۲)۲ = -۴x + ۴ ⇒ (y + ۲)۲ = -۴ (x - ۱)  
رأس سهمی نقطهٔ S(۱,-۲) و p = ۱ و نوع سهمی افقی و دهانهٔ آن به سمت چپ باز می شود.

F و خط هادی x = ۲ است (در اين جا نقاط A و B همان نقاط محل تلاقی 
−
0

2
کانون سهمی 

محور yها و نمودار است).

A

B

S

x

y

−1

−2

−4

x = 2

o

خط هادی
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مثال: نمودار سهمی x۲ + ۸x + ۸y = ۰ را رسم کنيد.
حل: 

x۲ + ۸x + ۱۶ = -۸y + ۱۶  
(x + ۴)۲ = -۸ (y - ۲)  
رأس سهمی S(-۴,۲) و p = ۲ همچنين کانون F(-۴,۰) و خط هادی y = ۴ می باشند.

A

B

S

F x

y

4

2

−4 o

خط هادی

محور کانونی

آنتن هاى سهموى 
آنتن هاى سهموى امواج راديويى يا تلويزيونى ورودى را در 
کانون خود منعکس مى کنند. با نصب دريافت کننده (گيرنده) 

در کانون امواج دريافت مى شوند.

انرژى و قدرت سهموى

است.  سهمى  کانون  شده  داده  نشان  نقطه 
به  سهمى  محور  موازى  که  نور  اشعه هاى 
در  انعکاس  از  پس  مى تابد  سهموى  جسم 
کانون سهمى متمرکز مى شوند. از اين ايده 
براى استفاده از انرژى خورشيدى استفاده 

مى شود. 
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ويژگى بازتابندگى سهمى ها
چراغ هاى  تلسکوپ ها،  سهموى،  آينه هاى  انواع  ساختن  در  که  دارند  جالبى  ويژگى  سهمى ها 
جلوی اتومبيل، آنتن هاى سهموى رادار و ميکروويو و در گيرنده هاى «بشقابى» تلويزيون استفاده مى شود 
سهمى  به  سهمى  کانون  از  که  پرتوهايى  است.  راديويى  امواج  و  نور  بازتاباندن  سهمى  عمدهٔ  کاربرد  و 
برخورد کنند، موازى با محور از سهمى خارج مى شوند و پرتوهايى که موازى با محور به سهمى مى تابند 
در کانون سهمى جمع مى شوند. در شکل زير سهمى به معادله y۲ = ۴px را در نظر گرفته و خط D در 
نقطه M(x۰ , y۰) بر سهمى مماس شده است ثابت مى شود که α و β برابرند، پس هر پرتويى که از F به 
نقطه اى از سهمى مانند M بتابد در امتداد ML خارج مى شود و به همين ترتيب، هر پرتويى که در امتداد 

ML به سهمى بتابد، به طرف F باز مى تابد.

y

xo F
A

D

M L

α

β

 ۳۰ آينه)  بالاى  آن (در  قاعده  قطر  و  سانتيمتر   ۱۰ آن  مرکز  در  سهموى  آينه  يک  عمق  مثال: 
سانتيمتر است فاصله رأس تا کانون را حساب کنيد.

تقارن  محور  و  مبدأ  در  سهمى  رأس  که  مى کنيم  انتخاب  طورى  را  مختصات  محورهاى  حل: 
سهمى در امتداد محور yها، و دهانه سهمى به طرف بالا باشد. بنابراين 
معادله سهمى مى شود x۲ = ۴py و از طرفى نقطه (۱۵,۱۰) متعلق به 
p بنابراين فاصله  =

45
8

سهمى است بنابراين ۴p * ۱۰ = ۲۲۵ و 
5 سانتيمتر است.

5
8

رأس تا کانون سهمى 

y

F
o

x

(15,10)
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مسائل
۱ــ مختصات کانون و رأس و خط هادی هريک از سهمی های زير را به دست آورده و نمودار 

آن ها را رسم کنيد.
y۲ - ۲y + x - ۱ = ۰ (الف  
۸y = ۴ + ۴x - x۲ (ب  
y۲ - ۸x - ۸ = ۰ (پ  
۳y۲ + ۶x - ۴y = ۰ (ت  

 A(٩,٧) محور تقارن آن و از نقطه y = ۴ خط هادى و x = ۴ ۲ــ معادله يک سهمى را بنويسيد که
بگذرد.

٣ــ معادله سهمی را بنويسيد که کانون آن F(۳,۵) و معادلهٔ خط هادی آن x = -۳ باشد.
بنويسيد. سپس  ٤ــ معادلهٔ سهمی قائم مماس بر محور xها که دارای کانون F(۳,۱) باشد را 

نمودار آن را رسم کنيد.
رسم  «با  مى کنند؟  صدق   y۲  >  x و   y۲  <  x نابرابرى هاى  در  صفحه  از  نواحى اى  چه  ٥ ــ 

شکل».
٦ ــ ثابت کنيد معادله خط مماس بر سهمى به معادله y۲ = ۴px در نقطه M(x۰ , y۰) واقع بر آن 

به صورت yy۰ = ۲p(x + x۰) مى باشد.
٧ــ از نقطه  M(x۰ , y۰) روى سهمى به معادله y۲ = ۴px مماس و قائم بر سهمى را رسم کرده ايم 
(شکل زير). ثابت کنيد α = β. از اينجا نتيجه بگيريد که هر پرتويی که موازى محور سهمى بر سهمى 

yبتابد از کانون سهمى مى گذرد.

xo F
T

M L

α

β
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[راهنمايى: از مسأله ۶ و اين ويژگى سهمى که فاصله هر نقطه آن تا کانون برابر فاصله آن از 
خط هادى است استفاده کنيد.]

٨ ــ يک تلسکوپ انعکاسى داراى آينه اى سهموى است که فاصله رأس آن تا کانونش ۷۵ سانتيمتر 
مى باشد. اگر قطر قاعدهٔ آينه ۱۶۰ سانتيمتر باشد ، عمق آينه در مرکز آن چقدر است؟

٩ــ ثابت کنيد دايره اى که قطرش وترى از سهمى است که از کانون بر محور تقارن آن عمود 
است، مماس بر خط هادى اين سهمى است.

١٠ــ با توجه به شکل مقابل نشان دهيد y۲ = ۴px معادلهٔ 
سهمى است که رأس آن واقع بر مبدأ مختصات است و دهانهٔ 

آن رو به  راست باز مى شود.

y

x

x = −

F( ,0)

p

p

y

x

x = p

S(h, k)
F(h − p, k)

کــه  دهـيـد  نشان  مقابل  شکـل  بـه  تـوجــه  بــا  ١١ــ 
۲ = -۴p(x - h)(y - k) مـعـادلــهٔ سهـمـى است بــه رأس 

S(h , k) و دهانهٔ آن رو  به چپ باز مى شود.

١٢ــ به شکل مقابل توجه کنيد.کانون F   را به خط هادى 
L نزديک و نزديکتر مى کنيم. در حالتى که F بر خط L منطبق 

شود، شکل سهمى چگونه تغيير مى يابد؟
x

y

F( ,p)
0

y p= −
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بيضى
تعريف: بيضى مکان هندسى نقاطى از صفحه است که مجموع فواصل آن نقطه از دو نقطه ثابت 

واقع در صفحه مقدار ثابتى باشد. دو نقطه ثابت را کانون هاى بيضى مى نامند. 
کانون هاى  F′ و   F نقاط  اگر  بيضى:  رسم 
سنجاق  دو  به  را  نخى  سر  دو  شوند،  اختيار  بيضى 
′F نصب مى کنيم  مى بنديم و دو سنجاق را در نقاط F و 
(شکل مقابل) نوک مدادى را به نخى متکى کرده و آن را 
طورى حرکت مى دهيم که نخ همواره کشيده باشد، از 
حرکت نوک مداد بر روى کاغذ، بيضى رسم مى شود، 
زيرا نوک مداد در  هر وضعى مانند M باشد، همواره 

MF برابر طول نخ يعنى مساوى مقدار ثابتى است. واضح است که بايد طول نخ، از فاصلهٔ دو  MF′+

کانون بيضى بيشتر باشد.
′F باشند و مجموع فواصل نقطه  (-c,۰) و F(c,۰) معادله بيضى: اگر کانون هاى بيضى نقاط

M متعلق به بيضى از دو کانون با ۲a نمايش داده شود؛ داريم:

 (x c) y (x c) y a+ + + − + =2 2 2 2 2

پس از دو بار به توان دو رسانيدن و خلاصه کردن نتيجه مى گيريم:

 
x y
a a c

+ =
−

2 2

2 2 2
1

FF بزرگتر است عبارت a۲ - c۲ مثبت است و  c′ =2 MF از  MF a′+ =2  ،MFF′ چون در مثلث 
، بنابراين: b a c= −2 2 قرار مى دهيم 

x y
a b

+ =
2 2

2 2
1

  (۱)
معادله (۱) نشان مى دهد که اين منحنى نسبت به هر دو محور مختصات متقارن است و داخل 

مستطيلى محصور به خطوط x = a و x = -a و y = b و y = -b قرار دارد.

′A
′F

AF
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نقاط تقاطع بيضى با محور xها (a, ۰ ±) و 
با محور yها (b± ,۰) است AA ́ = ۲a قطر بزرگ 

BB قطر کوچک بيضى است. b′ =2 بيضى و 
يعنى  افقى  بيضى  معادله  در  اگر  نکته: 
x جاى x و y را با هم عوض کنيم،  y

a b
+ =

2 2

2 2
1

معادله يک بيضى به دست مى آيد که مرکزش همان 
محور  بر   (AA )′ بزرگش  قطر  و  مختصات  مبدأ 

عرض ها منطبق خواهد بود (بيضى قائم).

x

y

B

AFo

M(x, y)

′F

′B

′A

y

M(x,y)

B x

A

′B o

′A

F

′F

b همواره رابطه a۲ = b۲ + c۲ برقرار است نظير سهمى اگر مرکز بيضى  a c= −2 2 با توجه به 
نقطه (h,k) و اقطارش با محورهاى مختصات موازى باشند با استفاده از انتقال محورهاى مختصات 

معادلات متعارف بيضى به صورت زيرند.

۱ــ بيضى افقى

 
(x h) (y k)

a b
− −

+ =
2 2

2 2
1

  (h a,k) A′± کانون ها (h ± c , k)، رأس هاى A و
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۲ـ ـ بيضى قائم
 (x h) (y k)

b a
− −

+ =
2 2

2 2
1

  (h,k a) A′± کانون ها (h , k ± c)، رأس هاى A و 

مثال: معادله يک بيضى به صورت زير نوشته شده است. مرکز، رأس هاى A و ́ A و کانون هاى 
بيضى را بيابيد و سپس نمودار بيضى را رسم کنيد.

۹x۲ + ۴y۲ - ۱۸x + ۸y - ۲۳ = ۰ حل:  
۹(x۲ - ۲x + ۱) + ۴(y۲ + ۲y + ۱) = + ۹ + ۴ + ۲۳  
(x ) (y )− +

+ =
2 21 1

1
4 9  

بنابراين بيضى قائم است و رأس ها A(۱,۲) و   b۲ = ۴ و a۲ = ۹ مرکز بيضى نقطه (۱-  ,۱) و
. نمودار اين بيضى در  ( , )− ±1 1 5 c و کانون ها،  = 5 c در نتيجه  a b= −2 2 A و ( , )′ −1 4

شکل زير رسم شده است:

F

B

A

o

y

x

′B

′F

′A

c را  a b(a b )e
a a

−
> > = =

2 2

0 خروج از مرکز بيضى: با توجه به معادله بيضى نسبت 
خروج از مرکز بيضى مى نامند، اين عدد بين صفر و يک تغيير مى کند و ميزان اختلاف شکل بيضى با 
دايره را نشان مى دهد، حال اگر a را ثابت نگه داريم و c را در بازهٔ (a ,۰) تغيير دهيم، شکل بيضى هاى 
حاصل تغيير خواهد کرد. وقتى c به صفر نزديک مى شود بيضى بيشتر شبيه دايره است و وقتى به مقدار 



۱۳۸

c افزوده شود، بيضى کشيده تر مى شود.
سيارات منظومهٔ شمسى در مدارهايى بيضوى که خورشيد در يکى از کانون هاى آن ها واقع است، 
حول خورشيد مى گردند.خروج از مرکز بيشتر سيارات منظومه شمسى به قدرى کوچک است که مدار 

آن ها را مى توان به طور تقريبى دايره تصور کرد. براى نمونه خروج از مرکز زمين برابر ۰/۰۲ است.
4 و مرکزش (۱- , ۴-) و طول نقطه A  رأس کانونى آن برابر 

5
مثال: خروج از مرکز يک بيضى 

يک است و قطر بزرگ بيضی موازی محور xها است، معادله بيضى را به دست آوريد.
(x ) (y )

a b
+ +

+ =
2 2

2 2

4 1
1

A (h + a , k) ⇒ h + a = ۱ ⇒ a = ۵
c c c a b b
a

= ⇒ = = − ⇒ =2 2 2 24
4 9

5

 
(x ) (y )+ +

+ =
2 24 1

1
25 9  

معادله بيضى                                                           

معادلات مماس و قائم بر بيضى
 x y b x a y a b
a b

+ = ⇒ + − =
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 0

b xb xb x a y y y m
a y a y

−−′ ′+ = ⇒ = ⇒ =
22

2 2 0
2 2

0

2 2 0
 
شيب مماس:            

b xy y (x x )
a y
−

− = −
2

0
0 02

0  
(۱)

b از ( ۱) به معادله زير مى رسيم. x a y a b+ =2 2 2 2 2 2
0 0 با توجه به تساوى 

x x y y
a b

+ =0 0
2 2

1
 
معادله مماس در بيضى

 
a x b y c
x y

− =
2 2

2

0 0  
و معادله قائم بر بيضى مى شود
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مسائل
۱ــ معادله يک بيضى را بنويسيد که نقاط F(۲ , -۲) و F ́ (-۴ , -۲) کانون هاى آن و خروج از 

e باشد. =
3
5

مرکز آن 
٢ــ بيضى به معادله ٠ = ١ + ۴x۲ + y۲ + ۸x - ۲y مفروض است. مختصات مرکز، طول اقطار، 

فاصله کانونى و مختصات دو کانون اين بيضى را حساب کنيد.

 t وقتى M مفروض است اوّلاً: ثابت کنيد مکان هندسى نقطه  x sin t
M

y cos t
= +
=
1 3

2
٣ــ نقطه 

t به دست مى آيد،N مى ناميم معادلهٔ  π
=
4

تغيير کند،  بيضى است. ثانياً: نقطه اى از بيضى را که به  ازاى 
خط مماس بر بيضى را در نقطه N بنويسيد.

٤ــ شکل ناحيه اى را رسم کنيد که مختصات نقاطش در نابرابرى زير صدق مى کند.
۴x۲ + ۹y۲ ≤ ٣٦  

٥ ــ به ازاى چه مقادير ثابت a و b و c، بيضى ۴x۲ + y۲ + ax + by + c = ۰ در مبدأ مختصات 
بر محور x مماس است و از نقطه (۱,۲-) مى گذرد؟

٦ ــ ويژگى بازتابندگى بيضى: بيضى وار از دوران بيضى حول قطر بزرگش پديد مى آيد. آينه را 
با نقره اندود کردنِ درون رويهٔ بيضى وار مى سازند. نشان دهيد پرتويى از نور که از يکى از کانون ها ساطع 

شود به کانون ديگر باز مى تابد. امواج صوتى 
ويژگى  اين  مسير را طى مى کنند و از  اين  هم 
تالارهاى  از  برخى  ساختن  براى  بيضى وار 
مقابل  شکل  مطابق  مى کنند.  استفاده  هنرى 
نشان دهيد که خطوط گذرنده از نقطه M  واقع 
بر بيضى و دو کانون آن با خط مماس بر بيضى 

در M زواياى برابر تشکيل مى دهند.

 x۲ + y۲ = ۱۶ ٔ٧ــ معادله مکان هندسى نقاطى را تعيين کنيد که عرض نقطه هاى واقع بر دايره
3 تقسيم کنند.

4
را به نسبت 

y

M

F xo′F
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هذلولى
تعريف: هذلولى مکان هندسى نقاطى از صفحه است که قدر مطلق تفاضل فواصل آن نقطه از دو 
 FF c′ =2 ′F کانون هاى هذلولى می نامند و قرار می دهيم  نقطه ثابت عدد ثابتى باشد. دو نقطه ثابت F و 

.c > a ۲ نشان می دهيم و داريمa و مقدار ثابت را با
 F ( c, )′ − 0 معادله هذلولى: اگر M(x,y) بر هذلولى واقع باشد و کانون هاى هذلولى F(c,۰) و 

و مقدار ثابت ۲a باشد. آنگاه نقطه M(x,y) بر هذلولى واقع است اگر و فقط اگر 

(x c) y (x c) y a+ + − − + =2 2 2 2 2  
 (x c) y (x c) y a+ + − − + = ±2 2 2 2 2

يکى از راديکال ها را به طرف راست معادله منتقل، دو طرف را مجذور،  و نتيجه را ساده کرده، 
سپس يک راديکال باقى مانده را در يک طرف نگه مى داريم و نتيجه را باز هم مجذور مى کنيم و به معادله 

زير مى رسيم:
 x y
a c a

− =
−

2 2

2 2 2
1

x مى باشد. y
a b

− =
2 2

2 2
1 با فرض c۲ - a۲ = b۲ معادله هذلولى به صورت 

yها  محور  با  امّا  است  متقارن  مبدأ  به  نسبت  و  محور  دو  هر  به  نسبت  بيضى  مانند  هم  هذلولى 
تقاطعى ندارد و هيچ قسمتى از نمودار هذلولى بين خطوط x = a و x = -a قرار نمى گيرد. در هذلولى 
باشد.  بيضى  مورد  در   a > b نامساوى  با  متناظر  که  ندارد  وجود   b و   a شامل  کلى  نامساوى  يک 
يعنی در يک هذلولى ممکن است a < b يا a > b باشد. اگر در يک هذلولى a = b، آن هذلولى را 

گويند. الساقين  متساوى 
مجانب هايى  داراى   x y

a b
− =

2 2

2 2
1 معادلهٔ  به  هذلولى  مى دهيم  نشان  هذلولی:  مجانب های 

by است. x
a

±
= به صورت 

معادلهٔ هذلولى را بر حسب x  مرتب مى کنيم:
by x b
a

= −
2

2 2 2
2  
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در اين صورت f(x) به يکى از صورت هاى زير است:

 b by x a , y x a
a a

= − = − −2 2 2 2

x x

b b blim f (x) x lim x a x
a a a→+∞ →+∞

   − = − −      
2 2

x x

b ( x a x)( x a x) b alim lim
a ax a x x a x→+∞ →+∞

− − − + −
= = =

− + − +

2 2 2 2 2

2 2 2 2
0

by است. به طور مشابه،  x a
a

= −2 2 by مجانب نمودار  x
a

= پس بنا به تعريف مجانب، خط 
 by x

a
= by است در نتيجه خط  x a

a
= − −2 2 by نيز مجانب نمودار  x

a
= مى توان نشان داد که خط 

by نيز مجانب  x
a
−

= x خواهد بود و با همين روش مى توان ثابت کرد خط  y
a b

− =
2 2

2 2
مجانب هذلولى 1

همين هذلولى است. براى به ياد سپردن معادلات مجانب هاى هذلولى به صورت زير عمل مى کنيم:

x y
x y x y x y a b( )( )

x ya b a ba b
a b

 − =− = ⇒ − + = ⇒ 
 + =


2 2

2 2

0
1 0

0
 

مجانب ها                    

طريقه رسم هذلولى: ابتدا مستطيلى به رئوس (a,b) و (a,-b) و (a,b-) و (a,-b-) رسم مى کنيم 
قطرهاى مستطيل خطوط مجانب هذلولى اند و رئوس هذلولى نقاط تقاطع محور اصلى و مستطيل رسم 
شده اند و هر شاخه هذلولى از رأس مربوطه و مماس بر ضلع مستطيل رسم شده به طورى که امتداد شاخه 

هذلولى به طور مجانبى به خطى که قطر مستطيل روى آن قرار دارد نزديک مى شود.
x را رسم کنيد. y

− =
2 2

1
9 4

مثال: هذلولى به معادله 
a۲ = ۹ و   b۴ = ۲
c۲ = a۲ + b۲ = ۱۳  
F( , )13 0  
F ( , )′ = − 13 0  
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c دايره رسم کنيم محور تقارن هذلولى (محور xها) را  a b= +2 2 اگر به مرکز O و به شعاع 
′F قطع مى کند. در کانون ها، F و 

يک   y x
a b

− =
2 2

2 2
1 جديد  معادله  کنيم،  عوض  را   y و  x جاى  x y

a b
− =

2 2

2 2
1 معادله  در  اگر 

هذلولى را نشان مى دهد که کانون هايش بر محور yها واقع اند (مانند شکل زير).

y

xo FA′A′F

(− a,−b) (a ,_b)

(a ,b)(− a,b)

y

F

c a

b

′F
y = −

a
b

x

o x

y =
a
b

x

وقتى مرکز هذلولى مبدأ مختصات نباشد: مرکز يک هذلولى محل تقاطع محورهاى تقارن 
آن است. فهرست زير معادلات هذلولى هايى را نشان مى دهد که محورهايشان با محورهاى مختصات 

موازى اند، و مرکزشان در نقطه (h,k) واقع است.
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۱ــ هذلولى افقى (خط گذرنده از کانون ها موازى با محور xها)
 (x h) (y k)

a b
− −

− =
2 2

2 2
1

 :(h ± c , k) و کانون ها (h ± a , k) رأس ها
x h y k

a b
− −

±         مجانب ها     0=
۲ــ هذلولى قائم (خط گذرنده از کانون ها موازى با محور yها)

(y k) (x h)
a b
− −

− =
2 2

2 2
1

 
 :(h , k±c) و کانون ها (h , k±a) رأس ها

y k x h
a b
− −

±       مجانب ها   0=

مثال: مرکز، رأس ها، کانون ها و مجانب هاى هذلولى زير را به دست آوريد.
              x۲ - ۴y۲ - ۲x + ۸y - ۷ = ۰ حل: داريم  

(x۲ - ۲x + ۱ - ۱) - ۴(y۲ - ۲y + ۱ - ۱) - ۷ = ۰  
  (x - ۱)۲ - ۱ - ۴ (y - ۱)۲ + ۴ - ۷ = ۰  
 (x - ۱)۲ - ۴ (y - ۱)۲ = ۴  

                                      
(x ) (y )−

− − =
2

21
1 1

4  
. پس رأس ها  c a b= + =2 2 5 پس مختصات مرکز (۱,۱) و چون a = ۲ و b = ۱ پس 

) و مجانب ها عبارتند از: , )−1 5 1 ) و  , )+1 5 1 نقاط (۳,۱) و (۱,۱-) و کانون ها 
x (y )−

± − =
1

1 0
2

 

ce را خروج از مرکز هذلولى مى نامند 
a

= خروج از مرکز هذلولى: نظير خروج از مرکز بيضى، 
و چون در هذلولى c > a. خروج از مرکز هر هذلولى هميشه عددى بزرگتر از يک مى باشد.

وتر کانونى: وترى که از کانون هذلولى (يا بيضى) مى گذرد و بر محور کانونى عمود است وتر کانونى 
b مى باشد.

a

22 هذلولى (بيضى) ناميده مى شود (شکل زير). ثابت مى شود که طول چنين وترى برابر 



۱۴۴

مثال: معادله يک هذلولى را بنويسيد که مرکزش مبدأ مختصات و محور کانونى آن منطبق بر 
5 و وتر کانونى آن به طول ۴ باشد.

2
محور xها و خروج از مرکزش 

حل: فرض کنيم هذلولى مانند شکل قبل باشد. بنابراين داريم

    
bMM
a

′ = =
22

4    و   
ce
a

= =
5
2  

از اين دو رابطه خواهيم داشت:
b۲ = ۲a   و   ce

a
= =

2
2

2

5
4

 

لذا 
 a a a a

aa a a
+

= ⇒ + = ⇒ + =
2 2

2 2 2

2 5 2 5 2 5
1

4 4 4  
زير  صورت  به  هذلولى  معادله  نتيجه  در   b  =  ۴ داريم   b۲  =  ۲a رابطه به  توجه  با  اکنون   a  =  ۸ پس 

است:
x y

− =
2 2

1
64 16  

 ۳x - ۲y - ۷ = ۰ ۳ وx + ۲y + ۱ = ۰ مثال: معادله يک هذلولى را بنويسيد که خطوط
)M بگذرد.  , )+1 2 3 4 مجانب هاى آ ن بوده و از نقطه 
حل:  مجانب ها را در يک دستگاه قطع مى دهيم.

 x y
O ( , )

x y
+ + = ′⇒ − − − =

3 2 1 0
1 2

3 2 7 0  
صفحه  در   M نقطه  انتخاب  و  مجانب  خطوط  رسم  با  (چرا؟)  است  هذلولى  اين  مرکز   O′

مختصات معلوم مى شود که محور کانونى اين هذلولى موازى محور yها است. بنابراين معادله هذلولى 

y

x

M

F′F

′M

y

x

M

F

′M

′F o

                            ´MM يک وتر کانونی هذلولی است.                             ´MM يک وتر کانونی بيضی است.
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به صورت:
 (y ) (x )

a b
+ −

− =
2 2

2 2

2 1
1

 
am به دست مى آيد، پس

b
= ± مى باشد. چون ضريب زاويه مجانب ها از دستور 

 am a b
b

= ± ⇒ = ⇒ =
3 3

2 3
2 2  

از طرف ديگر مختصات M در معادله هذلولى صدق مى کند، پس
 

a ,b
a b

− = ⇒ = =
2 2

36 12
1 3 2

 
بنابراين معادله هذلولى مى شود:

 (y ) (x )+ −
− =

2 22 1
1

9 4  
معادلات مماس و قائم بر هذلولى

x و نقطه M(x۰ , y۰) متعلق به آن را در نظر مى گيريم: y
a b

− =
2 2

2 2
هذلولى به معادله 1

 b xb x a y a b y
a y

′− = ⇒ =
2

2 2 2 2 2 2
2  

y

x
NFTo′F

z

M(x0, y0)

β α
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b شيب مماس x b x xx yym y y (x x )
a y a y a b

= ⇒ − = − ⇒ − =
2 2

0 0 0 0
0 02 2 2 2

0 0

1    

معادله مماس بر هذلولى

a شيب قائم y a y a x b ym y y (x x ) c
x yb x b x

− −′ = ⇒ − = − ⇒ + =
2 2 2 2

20 0
0 02 2

0 00 0

  

معادله قائم بر هذلولى

 A(۳,۴) ٔآوريد که از نقطه مشتق، ضريب زاويه خطوطى را به دست  استفاده از  بدون  مثال: 
بگذرند و بر هذلولى به معادلهٔ x۲ - y۲ = ۱ مماس باشند.

حل: معادله خطى را مى نويسيم که از نقطه A(۳,۴) بگذرد و شيب آن m باشد؛ مى دانيم معادلهٔ 
 .y = mx - ۳m + ۴ است. لذا y - ۴ = m(x - ۳) اين خط

مختصات نقاط تلاقى اين خط با هذلولى مفروض از حل دستگاه
x y
y mx m

 − =


= − +

2 2 1

3 4  
به دست مى آيد. با حذف y در اين معادلات به دست مى آوريم

(۱ - m۲) x۲ - ۲m (-۳m + ۴) x - ۹m۲ + ۲۴m - ۱۷ = ۰   
اين معادله در       واقع طول هاى نقاط تقاطع خطوطى را به دست مى دهد که از نقطه A(۳,۴) مى گذرند 
و هذلولى x۲ - y۲ = ۱ را قطع مى کنند. براى آنکه يکى از اين خطوط بر هذلولى مماس شود بايد معادلهٔ 

درجه دوم اخير فقط يک جواب (يک نقطه تقاطع) داشته باشد. از اينجا نتيجه مى گيريم که
 

( m m) ( m )( m m )∆ = − − − − + − =2 2 2 21
3 4 1 9 24 17 0

4   
پس از ساده کردن به صورت زير درمى آيد

۸m۲ - ٢٤m + ٠ = ١٧  
دو   A(٣،٤) نقطه  از  يعنى  است.    m −

=
6 2

4
و   m +

=
6 2

4
جواب  دو  داراى  معادله  اين  و 

خط مستقيم مى توان بر هذلولى x۲ - y۲ = ۱ مماس رسم کرد. ضريب زاويه اين دو خط به ترتيب برابر 
6− است. 2

4
6+ و  2

4
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مسائل
١ــ هذلولى هاى زير را رسم کنيد:

x y
− =

2 2

1
16 9

(ب)   x y
− =

2 2

1
9 16

(الف) 
x y

− = −
2 2

1
9 16

(د)   y x
− =

2 2

1
9 16

(ج) 
در تمرين هاى ۲ تا ۸، مرکز، رئوس، کانون ها و ثابت هاى هذلولى به معادله مفروض را پيدا کنيد. 

سپس شکل منحنى را در کاغذ شطرنجى رسم کنيد.
۹(x - ۲)۲ - ۴ (y + ٣)٣٦ = ٢ ٢ـ ـ
۴(x - ۲)۲ - ۹ (y + ۳)۲ = ۳۶ ٣ـ ـ
۴(y + ۳)۲ - ۹ (x - ۲)۲ = ۱ ٤ـ ـ
۵x۲ - ۴y۲ + ۲۰x + ۸y = ۲ ٥ ـ ـ
۴x۲ = y۲ - ۴y + ۸ ٦ ـ ـ
۴y۲ = x۲ - ۴x ٧ـ ـ
۴x۲ - ۵y۲ - ۱۶x + ۱۰y + ۳۱ = ۰ ٨ ـ ـ

٩ــ بر نقطه A واقع بر هذلولى به معادله xy = a۲ (a ≠ ۰  و ثابت است) مماسى رسم کرده ايم. اين مماس 
محورهاى مختصات را در نقاط B و C  قطع مى کند. ثابت کنيد نقطه A وسط پاره خط BC است.

١٠ــ بر نقطهٔ A واقع بر هذلولى به معادلهٔ x۲ - y۲ = ۱ قائمى رسم کرده ايم. اين قائم محورهاى 
است. BC وسط پاره خط A قطع مى کند. ثابت کنيد نقطه  C و B مختصات را در نقاط

١١ــ خطوط موازى با شيب m وترهايى بر هذلولى به معادله x۲ - y۲ = ۱ ايجاد مى کنند، ثابت 
کنيد اوساط اين وترها بر يک خط واقع اند.

مسائل دوره اى فصل
١ــ سهمى به معادله y = x۲ مفروض است. فرض کنيم A نقطه اى واقع بر اين سهمى غير از 
مبدأ مختصات باشد. مماس بر سهمى در نقطه A محورهاى x وy  را به ترتيب در نقاط B و C قطع 

مى کند. ثابت کنيد نقطه B وسط پاره خط AC است.
ثابت) در يک نقطه واقع بر آن  عددى است   a ≠ ۰) xy = a۲  ٔمعادله مماس بر هذلولى به  ٢ــ 
محورهاى مختصات را در نقاط B و C قطع مى کند؛ ثابت کنيد مساحت مثلث OBC عددى است ثابت 
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(O مبدأ مختصات است).
. a >

1
2

٣ــ در چه نقاطى از سهمى به معادلهٔ y = x۲ قائم بر سهمى از نقطه A(۰, a) مى گذرد؟ 
)A و  , )3 1

2 2
x در نقاط  y y+ − − =2 2 3

2 0
2

٤ــ ثابت کنيد هذلولى x۲ - y۲ = ۲ و دايره 
)B بر هم مماس هستند. , )−

3 1
2 ٥ ــ بر سهمى به معادله y = x۲ + ۵x + ۱۰ نقطه اى به دست آوريد که مماس بر منحنى در آن نقطه 2

موازى خط y = ۶x + ۷ باشد.
٦x ــ بر بيضى به معادلهٔ y

+ =
2 2

1
9 16  

نقاطى را به دست آوريد که مماس بر منحنى در آن نقاط موازى خطّ y = ۴x + ۷ باشد.
٧ــ نقطه A(x,y) با مختصات پارامترى

        t te ex
−+

=
2

t  و   te ey
−−

=
2

 
. به ازاى بعضى از مقادير t چند نقطه را در يک کاغذ شطرنجى مشخص  t IR∈ مفروض است که در آن 
کنيد. (الف) تعداد نقاط به دست آمده را آنقدر انتخاب کنيد (با اختيار کردن مقادير t) تا بتوانيد حدس 

که اين نقاط تشکيل چه نوع منحنى اى در صفحه مى دهند. بزنيد
(ب) ثابت کنيد وقتى t در IR تغيير مى کند نقطه A بر يک هذلولى حرکت مى کند. معادله اين 

هذلولى را به دست آوريد.
y بر بيضى  ax a= + +24 9 ٨  ــ ثابت کنيد به ازاى هر عدد حقيقى a، خط مستقيم به معادله 

به معادلهٔ
x y

+ =
2 2

1
4 9

 
مماس است.

٩ــ ثابت کنيد دايره به معادله x۲ + y۲ - ۹y + ۱۶ = ۰ و سهمى y = x۲ در دو نقطهٔ A(۲,۴) و 
A(-۲,۴) بر هم مماس هستند. 
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فصل ۶

انتگرال
مساحت

مى دانيم مساحت يک مستطيل برابر است با حاصل ضرب طول و عرض آن؛

h

a
S = ah

هرگاه شکلى از مستطيل ها يا اشکال ديگرى تشکيل شده باشد، مساحت شکل اصلى برابر است 
با حاصل جمع مساحت اجزاى تشکيل دهندهٔ آن شکل. 

در اين شکل ها، S مساحت کل شکل و هريک از S۲ ،S۱ مطابق شکل مساحت يک ناحيه کوچکتر 
از  شکل اصلى است. اين ويژگى مساحت را که «مساحت يک شکل نامنظم برابر است با حاصل جمع 

مساحتهاى اجزاى تشکيل دهنده آن»، ويژگى جمع پذيرى مساحت مى نامند. 

S1 S2

S = S1+S2

S3

S2

S1

S = S1+S2 +S3
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از اين ويژگى براى محاسبه مساحت چند ضلعى هاى غيرمنتظم نيز استفاده مى کنيم:

A1
A5

A4

A3

A2

A6

A = A۱ + A۲ + A۳ + A۴ + A۵ + A۶

گاهى مناسب تر آن است که شکل مورد نظر را به مستطيل هاى کوچکتر تقسيم کرده و مساحت 
اين مستطيل ها را محاسبه و سپس با هم جمع کنيم.

A1 A2 A4A3

A = A۱ + A۲ + A۳ + A۴

خط  از  آن ها  محيط  که  شکل هايى  مساحت  محاسبه  براى  حتى  را  روش  اين  باستان،  يونانيان 
مستقيم شکسته تشکيل نمى شد به کار مى بردند. ارشميدس براى محاسبه مساحت دايره از چند ضلعى هايى 
استفاده کرد که برخى از آن ها دايره را در برمى گرفت (چند ضلعى هاى محيطى) و بعضى از آن ها در 
درون دايره قرار مى گرفتند. (چند ضلعى هاى محاطى) طبيعى است که مساحت دايره  کوچکتر از مساحت 
چند ضلعى هاى محيطى و بزرگتر از مساحت چند ضلعى هاى محاطى است و وقتى تعداد اضلاع چنين 
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چندضلعى هايى را بيشتر و بيشتر مى کنيم مساحت دايره با تقريب دلخواه به مساحت اين چندضلعى ها 
محيطى)  محاطى (يا  چندضلعى هاى  مساحت هاى  حد  دايره  مساحت  فنى تر،  زبان  به  مى شود.  نزديک 
است وقتى که تعداد اضلاع را بزرگ می کنيم و چندضلعى ها را منتظم اختيار کنيم. ارشميدس با اين 
 S = را تا چند رقم اعشار محاسبه کرده و براى اولين بار  فرمول مساحت دايره π روش توانست مقدار

πr۲ را برحسب شعاع آن به دست آورد.

انتگرال معين 
روشى که ارشميدس براى محاسبه مساحت دايره به کار برده است اساس تعريف انتگرال معين 
است. انتگرال معين را مى توانيم مساحت زير نمودار يک تابع تعريف کنيم. البته بعد از فرمول بندى 
اين مفهوم مايليم که براى هر تابع که بر يک بازه از اعداد حقيقى تعريف شده باشد انتگرال معين آن را 
محاسبه کنيم. براى شروع تعريف انتگرال معين، توابعى را مورد نظر قرار مى دهيم که بر يک بازه تعريف 

شده  و نمودار آن ها بالاى محور x قرار دارد.
در واقع روشى که در اين کتاب براى تعريف انتگرال هاى معين اعمال مى کنيم در سه مرحله متوالى 

و مشخص و به طريقه زير ارائه مى گردد.
تعريف: فرض کنيم تابع f در بازهٔ بسته [a,b] پيوسته و براى هر f (x) ≥ ۰, x ∈ [a, b]. در 

 b
a f (x)dx∫ اين صورت منظور از نِماد 

(بخوانيد انتگرال تابع f (x) از a تا b) مساحت ناحيه زير نمودار y = f (x) است که بالاى محور x و 
بين خطوط x = a و x = b قرار دارد (شکل الف). مقادير a و b را حدود انتگرال گيرى مى ناميم. 

dx نمايش اين است که متغير انتگرال گيرى x است.
y

a b x

y = f(x )

b مساحت ناحيه سايه زده شده می باشد و عددی است مثبت. 
a f (x)dx∫ شکل الف) 
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بنابراين

انتگرال توابع نامنفى (يعنى توابعى که فقط مقادير مثبت يا صفر اختيار مى کنند) هميشه 
عددى مثبت (يا صفر) است و برابر مساحت ناحيه زير نمودار و محدود به محور xها و 

حدود انتگرال گيرى است.

تعريف: فرض کنيم تابع f در بازهٔ بسته [a,b] پيوسته و براى هر f (x) ≤ ۰, x ∈ [a, b]. در 
 b

a f (x)dx∫ اين صورت منظور از نماد 
قرينه مساحت ناحيه بالاى نمودار y = f (x) است که به محور x و خطوط x = a و x = b محدود شده 

باشد (شکل ب).

a b
0 x

y

y = f(x )

b برابر قرينه مساحت ناحيه سايه زده شده می باشد و عددی است منفی. 
a f (x)dx∫ شکل ب) 

بنابراين

انتگرال توابعى که فقط مقادير منفى (يا صفر) اختيار مى کنند، يعنى توابعى که نمودار آن ها 
زير محور x قرار دارد برابر قرينه مساحت ناحيه بالاى نمودار و محدود به محورx  و حدود 

انتگرال گيرى است. پس انتگرال اينگونه توابع هميشه عددى منفى يا صفر است.
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f (x) , x ∈ [a,c] که x و براى هر a < c < b , [a, b] ٔتابعى پيوسته بربازه f تعريف: فرض کنيم
همواره مثبت (منفى) و براى هر x که f (x) , x ∈ [c, b] همواره منفى (مثبت) باشد. در اين صورت 

b c b
a a cf (x)dx f (x)dx f (x)dx∫ = ∫ + ∫ قرار مى دهيم. 

a
c bS2

y = f(x )

S1

تعريف اخير در واقع انتگرال معين هر تابع پيوسته را در حالت کلى ارائه مى دهد. هرگاه در بيش 
از دو بازه تابع مورد نظر تغيير علامت دهد باز به همين روش عمل مى کنيم. با اين تعريف هر جا نمودار 
بالاى محور xها است اندازه مساحت و هرجا که نمودار پايين محور xها است قرينه مساحت مربوطه 
کميتى است مثبت ولى  باشيم که مساحت هميشه  داشته  بايد به خاطر  محاسبه آورده می شوند.  را در 

انتگرال معين مى تواند مثبت، منفى يا صفر باشد.
اکنون با ذکر مثال هايى به محاسبه بعضى انتگرال هاى ساده خطى مى پردازيم.

مثال هايى از انتگرال معين
۱ ــ فرض کنيم c > ۰ و f (x) = c تابع ثابت با مقدار ثابت c باشد. سطح زير نمودار اين تابع در 

بـازه [a, b] مستطيلى است بـه ارتفاع c  و قاعده b - a که همان طـول فاصله انتگـرال گيرى است. 
b
a cdx c(b a)∫ = −  

شکل ج) برای توابعی که نمودار آن ها در قسمتی از دامنه شان پايين محور x و در قسمت ديگری از دامنه بالای محور xها قرار 
b به عنوان جمع جبری مساحت های بالای محور xها و پايين محور xها تعريف می گردد. مساحت بالای محور 

a f (x)dx∫ دارد، 
x با همان مقدار (مثبت) و مساحت پايين محور xها با علامت منفی (قرينه مساحت) در محاسبه انتگرال مطابق تعريف های قبلی 

محاسبه می گردند.

b
f (x)dx s s

a
= − +∫ 2 1
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براى مثال 
dx ( ( ))−∫ = − − =3

1
5 5

3 1 10
2 2  

مثال ۱: مقادير انتگرال هاى معين زير را پيدا کنيد.
 x xdx , dx−

+ +
∫ ∫1 5

3 0
3 3

4 4  
xf را در بازه هاى مربوطه  (x) +

=
3

4
حل: براى محاسبه انتگرال ها نمودار تابع با ضابطهٔ 

رسم مى کنيم:

1 2 30

y

y =

−1

5
2

∫−dx نشان داده شده است. 
3
1
5
2

مساحتی که با 

1 2 3 4 5

y

x

1

0

y =
x + 3

4

- 3 -2 -1
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x برابر است با مساحت مثلث زير dx−
+

∫13
3

4
لذا انتگرال معين 

4

4

1

) مساحت )= × × =
1

4 1 2
2

 
x برابر است با مساحت ذوزنقه زير dx+

∫50
3

4
و انتگرال معين 

2

5

3
) مساحت4 )= + × =

1 3 55
2 5

2 4 8
 

xبنابراين داريم xdx , dx−
+ +

∫ = ∫ =1 5
3 0

3 3 7
2 6

4 4 8  

x را محاسبه کنيد. dx−
−

+
∫ 3

5
3

4
مثال ۲: انتگرال معين 

حل : در اينجا نمودار تابع را در بازهٔ [۳- , ۵-] درنظر مى گيريم.

2

1

2

xچون مساحت زير محور x است، انتگرال برابر است با dx−
−

+
∫ = −3

5
3 1

4 2  
) را محاسبه کنيد. x )dx−∫ +4

5 2 1 مثال ۳: مقدار 

y

x
−−− 345

3
4

o

) مساحت مثلث )= × × =
1 1 1

2
2 2 2
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حل:  اين تابع در قسمتى از بازهٔ انتگرال گيرى مقادير مثبت و در قسمت ديگرى از آن مقادير 
منفى به خود مى گيرد. و مى بايست انتگرال مورد نظر را طبق تعريف به مؤلفه هاى مثبت و منفى آن تجزيه 

کرده و نتايج حاصله را جمع (جمع جبرى) کنيم.
x x+ = ⇒ = −

1
2 1 0

2
داريم 

 
, مثبت مى باشد. −  

1
4

2
, منفى و در بازهٔ  − −  

1
5

2
اين تابع در بازه 

1 3 45 −4 −3 −2 −1 2

1

−

y

xo

  ( x )dx ( x )dx ( x )dx
−

− − −
∫ + = ∫ + + ∫ +

1
4 42
5 15

2

2 1 2 1 2 1

 ( x )dx ( )( )( )
−

−
 ∫ + = − = −  

1
2
5

1 9 81
2 1 9

2 2 4  
 ( x )dx ( )( )

−
∫ + = × =4

1
2

1 9 81
2 1 9

2 2 4  
( x )dx−∫ + = + =4

5
81 81

2 1 0
4 4  

بنابراين
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نکته: اگر a = b سطح زير (بالاى) نمودار تابع تبديل به يک پاره خط مى گردد. لذا در اين حالت 
انتگرال معين را به عنوان ابزارى که مساحت چنين پاره خطى را اندازه مى گيرد تلقى مى کنيم که البته اين 
مساحت برابر صفر است. به عبارت ديگر، براى هر تابع f که در x = a تعريف شده باشد، قرار مى دهيم 

a
a f (x)∫ =0  

براى کليّت بخشيدن به مفهوم انتگرال، براى وقتى که b < a نيز چنين عمل مى کنيم:
تعريف: بر طبق قرارداد، توافق مى کنيم که

b a
a bf (x)dx f (x)dx∫ = − ∫  
x داريم dx− +

∫ 3
1

3
4

 ، x dx−
−

+
∫ 5

3
3

4
 ، ( x )dx−∫ +5

4 2 1 مثلاً براى محاسبه انتگرال هاى 

( x )dx ( x )dx−
−∫ + = − ∫ + =5 4

4 52 1 2 1 0  
x xdx dx ( )− −

− −
+ +

∫ = − ∫ = − − =5 3
3 5

3 3 1 1
4 4 2 2  

x xdx dx ( )−
−

+ +
∫ = − ∫ = − = −3 1
1 3

3 3
2 2

4 4  
اين سؤال قابل طرح است که چنانچه تابع مورد نظر در بازه انتگرال گيرى پيوسته نباشد آيا مى توانيم 

باز هم براى آن انتگرال معين تعريف کنيم؟
توابع  اينگونه  ميان  در  امّا  مى شوند؛  تلقى  بدرفتار  توابعى  اصطلاحاً  نيستند  پيوسته  که  توابعى 
پيوسته  دامنه اش  نقاط  بعضى  در  گرچه  پله اى  تابع  يک  نمونه  براى  هستند.  بدرفتار  کمتر  بعضى ها 
تابع  که  قلمرو  از  نقاطى  در  را  انتگرال گيرى  بازه  موارد  اين  در  نمى باشد.  بدرفتار  هم  چندان  نيست، 
در آنجا پيوسته نيست تجزيه کرده و بازه هاى کوچکترى به دست آوريم که تابع مفروض در هريک از 

اين بازه ها پيوسته باشد.
در شکل صفحه بعد نمودار يک تابع پله اى نشان داده شده است. همچنان که ملاحظه مى شود 
اين تابع در نقاط x = ۱، x = -۳ و x = ۳ پيوسته نيست. ولی جز اين نقاط در ساير نقاط تابع پيوسته 
است. در واقع تعداد اندکى از نقاط دامنه (يا حتى در نقاط يک دنباله نامتناهی) که تابع در آنجا پيوسته 

نباشد در وجود انتگرال تأثيرى ندارد.
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[x]) را محاسبه کنيد. )dx−∫ +3
4 2 مثال: انتگرال معين 

حل: نمودار تابع f (x) = [x] + ۲ در بازه [۳, ۴-] در شکل زير رسم شده است.

1

2

3 4 5

1

2

3

o−3−4 −2 −1

مثالی از يک تابع پله ای

2

3

4

y

x

−1
−1− 2

−2

−3

−3

−4 1 2

3

اين تابع در نقاط صحيح x = ۱، x = ۰ ، x = -۱، x = -۲، x = -۳ و x = ۲ ناپيوسته است.
([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx− − −

− − − −∫ + = ∫ + + ∫ + + ∫ +3 3 2 1
4 4 3 22 2 2 2  

([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx ([x] )dx−+ ∫ + + ∫ + + ∫ + + ∫ +0 1 2 3
1 0 1 22 2 2 2     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − + + + + + + + + + = +2 1 0 1 2 3 4 7                  
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مسائل
مقدار انتگرال هاى معين  ۱ تا ۱۰ را محاسبه کنيد.

) ــ۱ x )dx∫ +4
1 3 2 ) ــ۲  x)dx∫ −4

1 1  
∫−xdx ــ۳

2
3

x ـ ـ۴  dx−∫
3
3

 
x ــ۵ dx∫ +3

0 2 1 x ـ ـ۶  dx−∫ −3
2 2  

] ــ۷ ]x dx−∫
4
22 ] ــ ۸  ]( x )dx−∫ −3

4 1  
) ــ۹ )dx−

−∫ −3
7

5
2

) ــ۱۰  )dx∫ −2
6 3   

با استفاده از نمودار توابع f و g نشان داده شده در زير، انتگرال هاى معين تمرين هاى ۱۱ تا ۲۰ 
را پيدا کنيد.

5

5 10−5−10

−5

y = f(x )

y = g(x)

y = f(x )

y = g(x)

f ــ۱۱ (x)dx−∫
0
6

f ــ۱۲  (x)dx∫106  
∫−g(x)dx ــ۱۳

2
8

∫−g(x)dx ــ۱۴ 
8
1

 
f ـ ـ۱۵ (x)dx∫60 f ــ۱۶  (x)dx−∫ 2

2
 

∫−g(x)dx ـ ـ۱۷
10
5

f ــ  ۱۸  (x)dx−∫ 2
6

 
f ـ ـ۱۹ (x)dx−∫

6
6

∫−g(x)dx ـ ـ۲۰ 
5
5
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انتگرال توابع غيرخطى
همچنان که ملاحظه کرديم، در اين بخش انتگرال توابع ساده اى 

را که نمودار آن ها خطى يا قطعه اى خطى است، محاسبه کرديم.
اکنون اين سؤال پيش مى آيد که هرگاه نمودار تابع مورد نظر يک 
منحنى (غير خطى) باشد، انتگرال آن چگونه محاسبه مى گردد؟ در اين 
حالت مساحت مورد نظر يک شکل ساده هندسى متشکل از چند مثلث 
و مستطيل نمى باشد تا بتوانيم به آسانى انتگرال معين را محاسبه کنيم.

x چقدر است؟ dx∫4 2
1 مثلاً 

است  شده  داده  نشان  «ج»  و  شکل«ب»  دو  در  همچنان که 
x را مى توانيم با انتخاب نقاطى در بازهٔ  [۱,۲] و با استفاده از  dx∫2 2

1

مساحت مستطيل هاى به دست آمده با  تقريب محاسبه کنيم. در شکل
مستطيل ها زير نمودار بوده و در مجموع  (الف)، بخشى از مساحت 
اين  در  پس  است.  کمتر  نمودار  زير  مساحت  از  مستطيل ها  مساحت 
حالت انتگرال با تقريب نقصانى محاسبه مى شود. در شکل (ج)، بخش 
مساحت  حاصل جمع  و  بوده  تابع  نمودار  بالاى  مستطيل ها  مساحت 
گوييم  منحنى است. در اين حالت  زير  مساحت  مستطيل ها افزون بر 

انتگرال با تقريب اضافى محاسبه شده است.
واضح است که هر چقدر تعداد نقاط انتخاب شده در بازه را 
زياد کنيم و طول بازه هاى جزء را کوچکتر کنيم مقدار انتگرال محاسبه 
را  نمودار)  زير  (مساحت  واقعى  انتگرال  بهترى  تقريب هاى  با  شده 

به دست مى دهد.
اين روش اساس محاسبه انتگرال ها با روش هاى تقريبى است که 
معمولاً در دوره هاى عالى تر دروس رياضيات مورد مطالعه قرار مى گيرد.

مفهوم  و  مشتق  مفهوم  بين  ارتباط  ارائه  با  بعدى  مبحث  در  ما 
انتگرال، روش محاسبه انتگرال هايى نظير توابع فوق را تشريح مى کنيم. 
اين ارتباط به نام قضيه اساسى حساب ديفرانسيل (حساب مشتق ها) و 

انتگرال شهرت دارد.

o 1 2

y =
x2

o 1 2

o 1 2

مساحـت  حـاصـل جـمع  ج)  شکـل 
انتگرال  نمودار،  بالای  مستطيل های 
به  اضافی  تقريب  با  را   x dx∫2 2

1

دست می دهد. 

 x dx∫2 2
1 شکل الف) از نظر تعريف 

برابر مساحت زير نمودار است. 

مساحـت  جـمـع  حـاصل  ب)  شکـل 
انتگرال  نمودار  زير  مستطيل  چهار 
به  نقصانی  تقريب  با  را   x dx∫2 2

1

دست می دهد.
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اولين قضيه اساسى حساب ديفرانسيل و انتگرال
 ،f ʹ مشتق پذير باشد. در اين صورت تابع [a , b] تابعى باشد که در هر نقطهٔ بازه f فرض کنيم
 x در f برابر شيب نمودار تابع ،x يعنى تابع مشتق را در اين بازه در دست داريم که مقدار آن درنقطه

است:
f ʹ (x) = x در f شيب نمودار تابع  

اکنون با استفاده از مفهوم انتگرال معين يک تابع جديد از طريق نمودار f می سازيم.
فرض کنيم [a , b] يک بازه و f تابعى پيوسته بر اين بازه باشد. براى هر x که a ≤ x ≤ b، مقدار 
x به x بستگى دارد و در نتيجه تابعى از x است. بايد توجه داشت که x به عنوان 

a f (t)dt∫ انتگرال معين 
حد بالاى انتگرال و t متغير انتگرال گيرى است. همچنين در اينجا a را ثابت نگه داشته ايم. به عبارت 
ديگر، ما به اين عبارت انتگرال، به عنوان تابعى از x مى نگريم. هرگاه اين تابع را A بناميم، ضابطهٔ تعريف 

A چنين است:
x
aA(x) f (t)dt= ∫   

اين تابع را تابع مساحت مى ناميم (شکل زير).

y

tx ba

y = f(x )

f (t) dt=A(x)
a

x

x نشان داده شده است. 
a f (t)dt∫ ضابطه تابع مساحت با 

t تعريف کرده و نمودار آن  , f (t)
t

≤ ≤ =
1

1 3 مثال: ضابطهٔ تعريف تابع مساحت را براى تابع 
را رسم کنيد.

xA(x) است که x ≤ ۳ ≥ ۱. با استفاده  dt
t

= ∫1
1 حل: تابع مساحت در اين مثال داراى ضابطهٔ 

از يک ماشين حساب که قادر به محاسبه انتگرال معين باشد، يا با استفاده از کاغذ شطرنجى، مى توانيم 
براى چندين مقدار از A(x) , x  را حساب کنيم.
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در جدول زير بعضى از مقادير تابع درج شده و سپس نمودار آن نيز رسم شده است. 

x A(x)
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /

1 0 0 000

1 1 0 095

1 2 0 182

1 3 0 262

1 4 0 336

1 5 0 405

1 6 0 470

1 7 0 531

1 8 0 588

1 9 0 642

2 0 0 693         

x A(x)
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /

2 1 0 742

2 2 0 788

2 3 0 833

2 4 0 875

2 5 0 916

2 6 0 955

2 7 0 933

2 8 1 030

2 9 1 065

3 0 1 099

سؤال: نرخ تغييرات تابع مساحت چيست؟ به عبارت ديگر Aʹ (x) کدام است؟ هرگاه با استفاده 
از نمودار y = A(x) نمودار مشتق ʹA را رسم کنيم، تصويرى به دست مى آوريم که بسيار شبيه نمودار  

y بر بازهٔ [۱,۳] مى باشد.
x

=
1

نمودار تابع های y = A(x)  و  y = Aʹ(x) نشان داده شده است. 

1

1

2

2 3

y = A(x)

1

1

2

2 3

y = ′A (x)
= 1/ x

اولين  واقع،  در  بازگشته ايم؟   f (x)
x

=
1 تابع    همان  به  ما  که  دارد  حقيقت  امر  اين  آيا  سؤال: 

قضيهٔ بنيادى حساب انتگرال نشان دهنده آن است که اين امر هميشه واقعيت دارد.که به صورت زير بيان 
می شود.
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قضيه:

a ≤ x ≤ b که x و براى هر [a, b] تابعى پيوسته بر فاصله f فرض کنيم
x
aA(x) f (t)dt= ∫

Aʹ (x) = f (x) :داريم ،a < x < b که x در اين صورت برای هر

A(xبراى اثبات قضيه فوق ابتدا محاسبه مشتق Aʹ (x) نسبت نموهاى    h) A(x)
h

+ −

را براى مقادير کوچک h بررسى مى کنيم. صورت اين کسر متناظر مساحت نوار سياه شده در شکل 
زير بوده و برابر انتگرال معين زير مى باشد.

x h
x f (t)dt+∫

y

x

a t

f(
x)

x + h

h

 .f (x)  و طول h برابر است با مساحت مستطيل باريک و بلندى به عرض مساحت اين ناحيه تقريباً 
بنابراين:

h

A(x h) A(x)A (x) lim
h→

+ −′ =
0

h

f (x)hlim f (x)
h→

= =
0                                                                                 

نرخ  مى توانيم  مى شود.  نزديکتر  آن  واقعى  مقدار  به  مى شود  کوچکتر   h که  وقتى  تقريب  اين 
تغييرات واقعى A (x) را به گونه ديگرى نيز حساب کنيم. نمو A بين مساحت هاى مستطيل هاى پايينى و 

x h

x
A(x h) A(x) f (t)dt f (x)h

+
+ − = =∫
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بالايی(شکل زير) به عرض   h قرار دارد.
y
U
L

o xx + h

هر گاه L ارتفاع مستطيل پايينی و U ارتفاع مستطيل بالايی باشد، آنگاه A(x + h) - A (x) بين  
LhA(x و Uh قرار دارد. پس: h) A(x)L U

h
+ −

≤ ≤

وقتى h به صفر نزديک می شود، فاصله مورد نظر يعنى [x, x + h] به نقطهٔ تنهاى x تبديل مى گردد. 
 f (x) در اين فاصله به (L) و هم مقدار مى نيمم تابع (U) پيوسته است، هم مقدار ماکزيمم تابع g چون

نزديک می شود و بايد داشته باشيم:
h

A(x h) A(x)lim f (x)
h→

+ −
=

0  
 .Aʹ (x) = f (x) يعنى

x باشد، Fʹ (x) را محاسبه کنيد. tF(x) t e dt= ∫ 2
0 مثال ۱: اگر 

حل: توجّه داريم که تابع t۲et بر روى IR پيوسته است. بنابراين، با توجه به اولين قضيه اساسى 
حساب انتگرال خواهيم داشت:

Fʹ (x) = x۲ex  
x باشد، Fʹ (x) را محاسبه کنيد. sin tdtF(x)

t
= ∫

+
0 2 1

مثال ۲: اگر 
sin مى باشد، اين تابع بر روى IR پيوسته است. بنابراين،  t

t +2 1
حل: در اينجا تابع زير علامت انتگرال 

.x ∈ IR که در آن sin xF (x)
x

′ =
+2 1

با توجه به اولين قضيه اساسى حساب انتگرال داريم 
تعريف: تابع مساحت A (x) را که براى آن داريم:

Aʹ (x) = f (x)  
يک تابع اوّليه f (x) نيز مى نامند.
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اولين قضيه اساسى نشان دهنده اين واقعيت است که هر تابع پيوسته داراى يک تابع اوليه است 
که همان تابع مساحت مى باشد. البته هرگاه C مقدار ثابت دلخواهى باشد، A(x) + C نيز يک تابع اوليه 

ديگر تابع f (x) مى باشد. زيرا:
(A (x) + C)ʹ = Aʹ (x) = f (x)  

بنابراين اگر يک تابع داراى تابع اوليه باشد، داراى توابع اوّليه بى شمارى است که از افزودن مقادير 
ثابت به هر تابع اوّليه ديگر به دست مى آيند. عمل تابع اوّليه  گيرى در واقع عمل معکوس مشتق گيرى است.

قضيه: (دومين قضيه اساسى حساب انتگرال)
اگر F يک تابع اوّليه دلخواه تابع پيوسته f باشد، آنگاه.

b
a f (x)dx F(b) F(a)∫ = −  

x را حساب کنيد. dx∫2 2
1

مثال: انتگرال 
F(x) است. x= 31

3
حل: يک تابع اوليه از f (x) = x۲ تابع 

بنابر دومين قضيه اساسى

x dx F( ) F( )∫ = − = − = − =
3 3

2 2
1

2 1 8 1 7
2 1

3 3 3 3 3

متذکر مى شويم که هر تابع اوليه ديگر f نيز همان مقدار را براى انتگرال معين به دست خواهد 
xG(x) يک  تابع  اوليه ديگر f (x) = x۲ است و    = +

3

47
3

داد. براى  نمونه، 

G( ) G( ) ( ) ( )− = + − +
3 32 1

2 1 47 47
3 3

= + − + =
8 1 7

47 47
3 3 3                                                                  

چون مقدار ثابت ۴۷ به عنوان يک جمله هم در محاسبه G (۲)  و هم در محاسبه (١) G  ظاهر مى شود 
وقتى که تفاضل اين دو مقدار را محاسبه مى کنيم حذف مى گردد. هرگاه ۴۷ را با هر مقدار ثابت و دلخواه 

ديگر C تعويض کنيم باز همان نتيجه به دست می آيد.
نمادى که غالباً براى F(b) - F(a) مورد استفاده قرار مى گيرد عبارت است از:

b
aF(x)] x     و يا       b

x aF(x)] =
=
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∫f (x)dx معمولاً تابع اوليه تابع f (x)  را با نماد 
نيز نشان می دهند، دومين قضيه اساسى را  مى توانيم چنين بنويسيم

b b
a af (x)dx f (x)dx]∫ = ∫

f (x)dx∫ را انتگرال نامعين تابع f (x) نيز مى نامند.
y از x = ۱ تا x = ۴ را حساب کنيد.

x
=

2

1 مثال: مساحت زير نمودار تابع 
 مى باشد 

x2
1  يک تابع اوّليه تابع 

x
−
1  در بازه [۱,۴] مثبت و پيوسته است و 

x2
1 حل: چون تابع 

با توجه به دومين قضيه اساسى حساب انتگرال S مساحت موردنظر از رابطه زير بدست مى آيد
 dxS

xx
 = = − = − + =  ∫

4
4

21
1

1 1 3
1

4 4  
اکنون ببينيم چگونه دومين قضيه اساسى را مى توانيم از اولين قضيه اساسى نتيجه گيرى کنيم.

استدلال: فرض کنيم f تابعى پيوسته و F يک تابع اوليه آن باشد.
تابع مساحت:

x
aA(x) f (t)dt= ∫

را در نظر مى گيريم.
از اينجا نتيجه مى شود که A(a) = ۰ و

b
a( ) A(b) f (t)dt= ∫1

به استناد اولين قضيه اساسى مى دانيم که A نيز يک تابع اوليه g مى باشد. چون تفاضل دو تابع  
اوليه از يک تابع پيوسته  مقدار ثابتى است (چرا؟)  عدد ثابتى چون C هست  به قسمى که 

(۲)  A(x) = f (x) + C  
اکنون مقدار C را پيدا مى کنيم. با جايگزينى x = a داريم:

A(a) = ۰ = F(a) + C  
پس

(٣) C = -F(a)  
اکنون با جايگزينى x = b در روابط ( ۱) و (۲) به دست مى آوريم:

b
aA(b) f (x)dx , A(b) F(b) C= ∫ = +
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از اين دو رابطه و رابطه (۳) خواهيم داشت:
b
a f (x)dx F(b) F(a)∫ = −

نکته: اهميت دومين قضيه اساسى در اين است که کافى است براى يافتن مقادير انتگرال هاى 
معين توجه مان را به محاسبه توابع اوليه معطوف بکنيم. بنابراين لازم است روش هاى محاسبه توابع اوليه 

(انتگرال هاى نامعين) را قبلاً در دست داشته باشيم. 

محاسبه تابع اوليه
  f همانگونه که قبلاً گفتيم تابع اوليه عکس مشتق گيرى است. عمل محاسبه تابع اوليه تابعی مانند

به منزلهٔ يافتن تابعی مانند g است که:
gʹ (x) = f (x)  

به عبارت ديگر مشتق تابعى در دست است مى خواهيم خود تابع را پيدا کنيم. به ذکر چند مثال 
مى پردازيم.

مثال ۱: يک تابع اوليه تابع f (x) = ۲x را پيدا کنيد.
حل: چون ۲x = ʹ(x۲) بنابراين تابع F(x) = x۲ يک تابع اوليه تابع f (x) = ۲x است.

مثال ۲: يک تابع اوليه تابع g (x) = cosx را پيدا کنيد.
حل: چون cosx = ʹ(sinx)، ملاحظه مى کنيم که G(x) = sinx يک تابع اوليه  f مى باشد.

متذکر مى شويم که ما صحبت از «يک تابع اوليه» مى کنيم نه «تابع اوليه»، زيرا هر تابع مى تواند 
تعداد بى شمارى تابع اوليه داشته باشد. براى مثال، هر يک از توابع

f (x) x= +2
3 3 f۱(x) = x۲  و f۲(x) = x۲+۳  و    

 ٢x بـرابـر  آن ها  از  هريـک  مشتق  می بـاشند.  زيـرا   f(x) = ۲x تـابع  اوليـهٔ  تـابع   f۴(x) = x۲+π و
می باشد.

ولی همه اين توابع در يک چيز مشترک اند. همگى به صورت f(x) = ۲x + C مى باشند که در آن C مقدار 
C و C = π). يقيناً براى هر مقدار عددى  = 3  ، C = ۳، C = ۰ ثابتى است (در مثال هاى فوق به ترتيب

x حاصل خواهد شد. x2 دلخواه که به C نسبت دهيم يک تابع اوليه ديگر از تابع 
نماد انتگرال ∫ وقتى بدون حدود انتگرال گيرى به کار مى رود منظور يک تابع اوليه عمومى است. 

∫f (x) dx به همين خاطر  
را انتگرال نامعين يا تابع اوليه عمومى f مى ناميم.
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وقتى تابع پيوسته f و يک تابع اوليه مشخص و بخصوص آن، مثل F در دست باشد (Fʹ = f) تابع 
∫ f (x) dx = F (x) + C اوليه عمومى f را مى توانيم به صورت 

بنويسيم. اين فرمول همهٔ توابع اوليه هاى ممکن تابع f  را به دست مى دهد. به عبارت ديگر، وقتى يک تابع 
اوليه f را پيدا بکنيم، اساساً همهٔ توابع اوليه f نيز مشخص شده اند. به عنوان مثال

∫۲xdx = x۲ + C  
که در آن C مقدار ثابتى است. بعد از اين، در محاسبات توابع اوليه از ذکر اين که C مقدار ثابتى است 

خوددارى مى کنيم.
∫cosxdx = sinx + C  

نکته: در مسائل کاربردى که غالباً در علوم ديگر (فيزيک، شيمى، مکانيک و کليه علوم وابسته 
به رياضيات) با آن سروکار داريم، معمولاً يک تابع اوليه با شرايط ويژه اى موردنظر مى باشد. اين شرايط 

ويژه را شرايط اوليه (يا داده هاى اوليه) مى نامند. به ذکر مثالى در اين مورد مى پردازيم. 
مثال: تابع اوليه F از تابع f با ضابطهٔ f (x) = ۳x۲ را که در شرط اوليه F(-۲) = ۵ صدق کند، 

به دست آوريد.
حل: چون ۳x۲ = ʹ(x۳)، تابع اوليه F بايد به صورت:

F(x) = x۳ + C  
باشد که C مقدار ثابتى است. شرط اوليه مشخص مى کند که

۵ = F(-۲) = (-۲)۳ + C = (-۸) + C  
و از اين جا C = ۱۳ به دست مى آيد. بنابراين 

F (x) = x۳ + ۱۳  
تابع اوليه مورد نظر است.

چکيده
استفاده هاى مختلف از نماد ∫ نتيجه هاى بسيار مختلفى به دست مى دهد. وقتى اين 

نماد بدون حدود انتگرال گيرى باشد، انتگرال نامعين زير
∫ f (x) dx  

همان تابع اوليه عمومى f مى باشد، و اين نمايشگر خانواده کاملى از توابع مى باشد.
از طرف ديگر، وقتى حدود انتگرال گيرى موجود باشد، انتگرال معين
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b
a f (x)dx∫

يک عدد حقيقى مشخص A است که با مساحت علامت دار (مثبت يا منفى) تحت نمودار      
y = f (x) بر فاصله [a, b] متناظر مى گردد.

) را حساب کنيد. x )dx∫ −2
1 4 3 مثال: dx (۴x - ۳) ∫ و 

حل: چون ۴x - ۳ = ʹ(۲x۲ - ۳x) ، انتگرال نامعين عبارت است از:
∫ (۴x - ۳) dx = ۲x۲ - ۳x + C  

که در آن C مقدار ثابتى است. از سوى ديگر، انتگرال معين
     ( x )dx∫ − =2

1 4 3 3                                                                                             
و اين برابر مساحت ناحيه ذوزنقه اى شکل تحت نمودار y = ۴x - ۳  بر فاصله [۱,۲] مى باشد.

فرمول ها و ويژگى هاى تابع اوليه
هر فرمول مشتق براى هر تابع مشتق پذير به طور خودکار يک فرمول تابع اوليه نظير فراهم مى کند.

مثال: xrdx ∫ را که در آن r ثابت و r ≠ -۱ پيدا کنيد.
حل: مى دانيم که براى هر xr , r(r + ۱) = ʹ(xr+۱). چون مشتقات داراى ويژگى

(cf )ʹ = cf ʹ  
هستند، ملاحظه مى کنيم که:

     
r

rx( ) x
r

+
′ =

+

1

1                                                                                                             
 r ≠ -۱ :در اينجا ذکر اين نکته مهم است که به منظور احتراز از تقسيم بر صفر لازم است که

نتيجه مى گيريم که
r

r xx dx C (r )
r

+
∫ = + ≠ −

+

1

1
1  

که در آن C ثابت دلخواهى است.
فرمول هاى خطى: ويژگى هاى خطى مشتق طبيعتاً ويژگى هاى خطى توابع اوليه را سبب مى گردند. 

،c به عبارت ديگر، براى هر مقدار ثابت
∫ cf (x)dx = c∫f (x)dx  
∫ (f (x) + g(x))dx = ∫f (x)dx + ∫ g(x)dx  
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ويژگى هاى خطى انتگرال گيرى به ضميمه فرمولى که در مثال قبل ارائه گرديد به ما اين امکان را 
مى دهد تا بتوانيم تابع اوليه هر تابع چند جمله اى را محاسبه کنيم.

مثال: dx(۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸)∫ را حساب کنيد.
 r

r xx dx C
r

+
∫ = +

+

1

1
حل: جمله به جمله انتگرال گيرى کرده، ضرايب را بيرون برده و از فرمول 

استفاده مى کنيم.
∫(۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸)dx  
= ۵∫x۴dx - ۳∫x۳dx + ۷∫x۲dx + ∫xdx - ۸∫dx  

 x x x x x C= − + + − +
5 4 3 2

5 3 7 8
5 4 3 2  

 x x xx x C= − + + − +
4 3 2

5 3 7
8

4 3 2  
مى توانيم پاسخ خود را با مشتق گيرى کنترل و آزمايش کنيم:

x x x(x x C)′− + + − +
4 3 2

5 3 7
8

4 3 2  
= ۵x۴ - ۳x۳ + ۷x۲ + x - ۸  

اين يک راه مطمئن براى آزمون درستى تابع اوليه است. از جواب مشتق گرفته و آن را با 
تابع نخستين مقايسه کنيد.

)x را حساب کنيد. x )dx
x
π

∫ − +

2
3

2

4
5

7 3
مثال: 

حل: به منظور آسانى در عمل از نماهاى کسرى براى هر جمله استفاده مى کنيم
x( x )dx

x
π

∫ − +

2
3

2

4
5

7 3  
( x x x )dx−π

= ∫ − +
12

2234
5

7 3  
 

x x x( ) C
−π

= − + +
−

35
1234

5
5 37 3 1
3 2  



۱۷۱

 x x C
x
π

= − − +

35
2312 10

35 3 3  
ديگر فرمول هاى تابع اوليه گيرى را مى توان با معکوس کردن عمل مشتق گيرى به دست آورد.

برخی فرمول هاى اساسى تابع اوليه گيرى (انتگرال گيرى) در زير آمده است.
(k مقدار ثابت)

kf (x) dx = k∫ f (x) dx∫ ــ١  
du = u + C∫ ــ۲   
du ــ٣ Ln u C

u
∫ = +  

sin udu = -cosu + C∫ ــ٤  
cos udu = sin u + C∫ ــ ٥  
du = ∫f (u)du ± ∫g (u) du[f (u) ± g(u)]∫ ــ٦  
p ــ٧ pu du u C , (p ) , (p IR)

p
+∫ = + ≠ − ∈

+
11

1
1

 

مسائل
فرمولى به صورت F(x) + C، که در آن F يک تابع اوليه براى تابع زير انتگرال است، براى هر 

يک از انتگرال هاى نامعين زير بيابيد.
dx(x۲ + x + ۱) ∫ ــ۱ dx(٣x۲ + ۲x + ۱) ∫ ــ٢   
x ــ۳ dx∫

4

2
∫dx ــ٤  17  

∫xdx ــ۵ dx ــ٦ 
x
∫

4

2   
dx(٥sin(x) - ۳cos(x)) ∫ ــ۷ ∫xdx ــ ٨  5   
x ــ۹ dx∫

7
3 x ــ١٠  x dx

−−
∫

3 3

3
 

πx۱۰۰dx ∫ ــ۱۱ dx(sin۲(x) + cos۲(x)) ∫ ــ١٢   
x باشد در هريک از تمرين هاى  sin( t)G(x) dt

t
= ∫

+
1 2

2

1
فرض کنيم G تابع مساحت با ضابطه تعريف 



۱۷۲

زير ʹy را پيدا کنيد.
y = G(x۲) ــ۱۳ y = G (x) ــ١٤   
y = (G(x))۲ ــ ۱۵ y = x۲G (x) ــ١٦   
y = Gʹ (x) ــ۱۷ G(x)y ــ ١٨ 

x
=

2
 

را    ۲۴ تا   ۱۹ تمرين هاى  در  مفروض  معين  انتگرال هاى  اساسى،  قضيه  دومين  از  استفاده  با 
محاسبه کنيد:

x) ــ۱۹ x )dx−∫ + +3 2
1 1  

/ ــ۲۰  ( x x )dx∫ + +2 5 2
1 3 2 1  

xdx∫94 ــ۲۱  
) ــ٢٢ sin x cos x)dxπ

π∫ −
2

5 3  
sin) ــ ٢٣ x cos x)dx∫ +3 2 2

1  
dx ــ٢٤

x
−
−∫
1
4 2

1  

۲۵ــ دانش آموزى از دومين قضيه اساسى استفاده کرده و انتگرال زير را محاسبه کرده است: 
 

dx ]
xx− −∫ = − = − − = −1 1

1 12

1 1
1 1 2  

آيا اين جواب قابل قبول است؟
y را رسم کنيد و بگوييد که چرا جواب فوق قابل قبول نيست. اشتباه دانش آموز 

x
=

2

1 نمودار 
در کجاست؟

۲۶ــ مساحت يک طاق تحت نمودار تابع y = sinx را محاسبه کنيد.
y

o

1

x

y = sinx

π
2

π



۱۷۳

۲۷ــ مساحت ناحيه هاشور زده در شکل زير را محاسبه کنيد.

o

y = x
y = x

2

2

xe را محاسبه کنيد. dx∫1 2
0

۲۸ــ 
dx را محاسبه کنيد.

x
∫51 ۲۹ــ 

xdx را محاسبه کنيد.
x

∫
+

5
1 2 1

۳۰ــ 
xe را محاسبه کنيد. dx∫2 5

0
۳۱ــ 



۱۷۴

نيوتن و لايبنيتز 
بسيارى از مورخين علوم را باور بر اين است که اسحاق نيوتن بزرگترين متفکر رياضى همه 
اصول  کتاب  است.  مى زيسته   ۱۷۲۷ و   ۱۶۴۲ سال هاى  بين  در  نيوتن  است.  بوده  اعصار  و  قرون 
رياضيات نيوتن که در سه مجلد به رشته تحرير درآمده است به عنوان مؤثرترين اثر علمى تاريخ علم 
کرد،  اصابت  وى  سر  به  که  درخت،  از  سيبى  افتادن  با  نيوتن  که  است  مشهور  است.  شده  شناخته 
موفق شد که قانون جاذبه عمومى را کشف کند. البته از سال ها قبل فيزيکدان هايى نظير گاليله و کپلر 
در پى آن بودند تا علت گردش سياره ها را به دور خورشيد توجيه کنند. به هر تقدير صرف نظر از اين که 
چنين روايتى در مورد نيوتن درست باشد يا نه، نيوتن و رياضيدان آلمانى گاتفريدلايبنيتز (متولد به سال 
۱۶۴۶ و متوفى به سال ۱۷۱۶ ميلادى)، قطعاً اولين کسانى بودند که به اهميت رابطه اساسى بين شيب 
يک نمودار و مساحت تحت آن پى بردند. شواهد نسبتاً قوى در دست است که نيوتن و لايبنيتز تفکر 
يکسانى در اين مورد داشتند، لکن مستقل از يکديگر عمل مى کردند. تفکر اين دو رياضيدان به سرعت 
به عنوان انقلابى در علوم رياضى تلقى گرديد. متأسفانه مشاجره هاى تلخى نيز بين اين دو برسر کشف 
حساب ديفرانسيل و انتگرال پديد آمد و اتهاماتى به يکديگر نسبت دادند. معهذا با آن که نيوتن و لايبنيتز 
تحولات شگرفى در رياضيات قرن هفدهم پديد آوردند، ما مى توانيم سابقه بسيارى از پايه هاى فکرى 
مفاهيم ديفرانسيل و انتگرال را به روزگاران بسيار گذشته و ارشميدس نسبت دهيم. نظريه هاى نيوتن 
و لايبنيتز در مورد حساب ديفرانسيل و انتگرال در واقع، بارورى و بهره ورى قرن ها توسعه و تصفيه 

افکار کسانى چون ارشميدس مى باشد. 
خود نيوتن، دينى را که به ارشميدس داشته است چنين بيان مى دارد: «اگر من توانسته ام بيشتر 
ارشميدس  چون  غول هايى  شاخ هاى  بر  که  است  آن  واسطه  به  کنم)  ببينم (کشف  را  چيزها  ديگران  از 

ايستاده ام». 
آرى به درستى که کار مستمر و تلاش گروهىِ نسل هاى انسانى است که در برهه هايى از زمان 
به ثمر مى رسد و شکوفا مى گردد، نه تلاش هاى فردى که در لحظاتى از زمان چون موجى عظيم بروز 

مى کند ولى ديرى نمى پايد که فروکش کرده و محو مى گردد.
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