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خواص هندسی سطوح
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گشتاور اول سطح واحد یادگیری     7

طـول، سـطح و حجـم سـه خصوصیت اصلی هندسـی اجسـام به شـمار می روند. اجسـام یک بعـدی مانند طناب 
بـا طولشـان، اجسـام دو بعـدی ماننـد یک قطعـه زمین با مساحتشـان و اجسـام سـه بعدی مثل یک سـاختمان 

بـا حجمـی که دارند مشـخص می شـوند.

در پودمـان دوم بـا گشـتاور نیـرو آشـنا شـدیم کـه عبـارت بـود از حاصل ضرب نیـرو در فاصلـة آن نیـرو تا یک 
محـور. گشـتاور اول سـطح نیز تعریفی مشـابه گشـتاور نیـرو دارد.

گشـتاور اول یـک سـطح نسـبت بـه یک محـور، حاصل ضـرب آن سـطح در فاصلة مرکـز آن تا محور مـورد نظر 
باشد.  می 

 cm3 و یا m3 نمایـش داده می شـود و واحـد آن طول به توان 3 می باشـد یعنـی Q گشـتاور اول سـطح بـا نمـاد
و ... .

مقدمه

تفکر
با راهنمایی هنرآموز خود، خصوصیات دیگری از سطح را بنویسید.

ایـن خصوصیـات تمـام ویژگی هـای اجسـام را بیـان نمی کننـد؛ مثلاً دو قطعه زمین هم مسـاحت ممکن اسـت 
دارای شـکل های هندسـی متفـاوت باشـند. بنابراین اجسـام دارای خصوصیـات دیگری نیز می باشـند که در این 
فصـل بـه بررسـی بعضی از خصوصیات سـطوح شـامل گشـتاور اول سـطح، مرکز سـطح، گشـتاور دوم سـطح و 

مـدول مقطـع یا اسـاس مقطـع آنهـا می پردازیم.

7-1- گشتاور اول سطح )ممان استاتیک(
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جدول )1(

نام سطح شکل هندسی X Y توضیحات

مستطیل
(مربع)

G
y

x
b

h
y

x←→

←
→

b
2

h
2

مرکز سطح مستطیل محل 
تلاقی دو قطر آن می باشد

 مثلث
قائم الزاویه

G
y

x
b

h

y

x
b
3

h
3

مرکز سطح مثلث قائم الزاویه 
1 از قاعدة آن 

3
در فاصلة 

می باشد

دایره

Gy

x

r
y

x r r مرکز سطح دایره 
مرکز دایره می باشد

x

y

Q A.Y

Q A.X

=

=

A

y

x

مرکز سطح

X

Y
x نسبت به محور A گشتاور اول سطح
y نسبت به محور A گشتاور اول سطح

Y مختصات مرکز سطح A می باشند. X و  در روابط فوق 

سـطوح  از  بعضـی  سـطح  مرکـز  مختصـات   )1( جـدول  در 
اسـت. آمـده   y و   x بـه محورهـای  نسـبت  هندسـی 

٣ 
 

  
 2- 4شکل 

  .مربع، مستطیل، دایره، نیم دایره و مثلث نشان داده شده استدر جدول زیر مختصات مرکز سطح هندسی و مساحت اشکال 

  

  1- 4جدول

  شکل سطح  نام سطح
  مرکز سطح

  توضیحات  مساحت
X Y 

  

  

  مربع

   

  

  

  

b

2
 

  

  

b

2
 

  

  

b2 

  

  

مرکز سطح مربع در 

محل تلاقی دو قطر آن 

   .می باشد

  

  

  مستطیل

   

  

  

  

b

2
 

  

  

h

2
 

  

  

b	.		h 

  

  

در  ستطیلمرکز سطح م

محل تلاقی دو قطر آن 

   .می باشد

  

  

  دایره

  

  

  

  

  

r 

  

  

  

r 

  

  

  

π	. r2 

  

  

در  دایرهمرکز سطح 

قطرها یا محل تلاقی 

   .می باشد مرکز دایره

  

  

  

  مثلث

  

  

  

  

1

3
h 

  

  

1

3
b 

  

  

b	.		h

2
 

  

   

مرکز سطح مثلث  از 

قاعده آن 
1

3
طول می   

  .باشد

 شکل 1 

 شکل 2 
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مثال 1

مثال 2

گشـتاور اول سـطح )ممان اسـتاتیک( مسـتطیل را 
نسـبت بـه محورهـای x و y محاسـبه کنید.

گشـتاور اول سـطح )ممان اسـتاتیک( مسـتطیل را 
نسـبت بـه محورهـای x و y محاسـبه کنید.

با توجه به شکل فاصله مرکز سطح از محورهای x و y عبارت اند از:

Y را بـه  X و  ابتـدا مسـاحت مثلـث و مختصـات 
دسـت می آوریـم:

 x حال گشـتاور اول سـطح را نسـبت بـه محورهای
و y بـه دسـت می آوریم:

y

x

b=2cm

h=
4c

m

3cm

1

X

Y

مساحت مستطیل برابر است با

x ممان استاتیک نسبت به محور

y ممان استاتیک نسبت به محور
x x

y y

bX X cm

hY Y cm

A b.h cm

Q A.Y Q cm

Q A.X Q cm

2

3

3

23 3 4
2 2

41 1 3
2 2

2 4 8
8 3 24
8 4 32

= + ⇒ = + =

= + ⇒ = + =

= = × =

= ⇒ = × =

= ⇒ = × =

۴ 
 

  

  

  

  مثلث

  

  

  

  

  

2

3
b 

  

  

  

1

3
h 

  

  

  

b	.		h

2
 

  

  

مرکز سطح مثلث از 

قاعده آن 
1

3
طول و از   

نوك مثلث 
2

3
طول می  

  .باشد

  

  .به دست آورید yو  xرا نسبت به محورهاي  دو شکل زیرگشتاور اول سطح  :1 مثال

  

  )ب(  )الف(                                     

  ): الف(شکل : حل

  :را به دست می آوریم X		و	A( ،Y(مساحت الف،ابتدا در شکل 

A=b	.	h=  9 x  12 =108					cm2 

X=4+	
b

2
	⇒			X=4+	

12

2
=	10		cm 

Y= 6 +	
h

2
	⇒			Y=6+	

9

2
=	10.5		cm 

  :به دست می آوریم yو  xحال گشتاور اول سطح را نسبت به محور 

Qx=	A	.	Y		⇒						Qx=	108		x		10.5	=		   1134 	cm3 

Qy=	A	.	X		⇒						Qy=	108		x		 10  	=		    1080 	cm3	

  

  ): ب(شکل 

  :را به دست می آوریم X		و	A( ،Y(مساحت ب،ابتدا در شکل 

A=
b	.	h

2
= 

5 		x	  9

2
 =	22.5					cm2 

b.hA / cm25 9 22 5
2 2

×= = =

X b X / cm

Y h Y cm

2 26 6 5 9 33
3 3
1 16 6 9 9
3 3

= + ⇒ = + =

= + ⇒ = + =

x x

y y

Q A.Y Q / / cm
Q A.X Q / / / cm

3

3

22 5 9 202 5
22 5 9 33 209 92

= ⇒ = × =

= ⇒ = × =
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7-2- گشتاور اول )ممان استاتیک( سطوح مرکب
بـه منظـور محاسـبه گشـتاور اول سـطوح مرکـب، آن هـا را بـه سـطوح هندسـی سـاده تجزیـه نمـوده و ممـان 
اسـتاتیک هـر یـک از آن هـا را نسـبت بـه محورهای مـورد نظر محاسـبه و بـا یکدیگر جمـع جبـری می نماییم. 

: یعنی

به عنوان نمونه در شکل )3( خواهیم داشت:

در ایـن رابطـه علامـت Σ )بخوانیـد زیکمـا( بـه معنی 
مجمـوع می باشـد.

n

x i xi
i
n

y i y
i

i

Q A y Q A y A y A y

Q A x Q A x A x A x

1 2 31 2 3
1

1 2 3
1

1 2 3

=

=

= ⇒ = + +

= ⇒ = + +

∑

∑

n

x i i
i
n

iy i
i

Q A y

Q A x

1

1

=

=

=

=

∑

∑

y

x

A1

A2

A3

x 1

x 2

x 3

y1 y3
y2

رابطۀ بسط یافتۀ Qx و Qy در شکل زیر را بنویسید.
)دایره و مستطیل، هم مرکز هستند(

فعالیت 
کلاسی1

y

x

2

1

 شکل 3 
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گشـتاور اول سطح داده شـده را نسبت به محورهای مثال 3
x و y محاسبه کنید.

حل:
سطح مرکب داده شده را مطابق شکل زیر به دو سطح ساده مستطیلی و مثلثی تجزیه می کنیم.  

به کمک جدول )2( حل مسئله را ادامه می دهیم

بنابراین:

y

x

8cm 6cm

9c
m

5c
m

4cm

y

A1
A2G1

G2

x

X1
84 8
2

= + =

X2
64 8 14
3

= + + =

Y
/

1
9

5
9

5
2

=
+

=

Y 2
9

5
8

3
=

+
=

جدول )2(

سطوح )Ai( مساحت x y x iQ Ay= y i
Q Ax=

A1 8 9 72× = 8 9/5 72×9/5=684 72×8=576

A2
6 9 27
2
× = 14 8 27×8=716 27×14=376

Σ 1400 954

cm3cm3cmcmcm2

x

y

Q cm

Q cm

3

3

1400

954

=

=
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محاسـبه مثال 4 را  زیـر  شـکل  سـطح  مرکـز  مختصـات 
نماییـد. 

)ابعاد شکل بر حسب cm است(

7-3- مرکز سطح سطوح مرکب
بـرای محاسـبه مرکـز سـطح سـطوح مرکب بـا توجه بـه اینکه گشـتاور اول کل سـطح بـا مجموع گشـتاورهای 

اول اجـزای سـطح مرکـب با هـم برابرنـد می توان نوشـت:
n

y in
in i n

iy i
ii

i
n

x i in
in

i i n
ix i i

ii
i

i

i
i

Q AX A x
AX A x X

Q A x A

Q AY A y
AY A y Y

Q A y A

1

1
1

1

1

1
1

1

=

=
=

=

=

=
=

=

=
 ⇒ = ⇒ =

= 


=
 ⇒ = ⇒ =

= 


∑
∑∑ ∑

∑
∑∑ ∑

Y مختصـات مرکز سـطح مرکب مورد نظر می باشـند که نسـبت بـه محورهای مختصات  X و  در روابـط فـوق 
دلخواه تعیین می شـوند.

20

5
25

10 20

y

xo

A2

A1

به منظور سـادگی حل مسـئله محورهـای مختصات 
x و y را  طـوری در نظـر می گیریـم کـه شـکل در 
ربـع اول دسـتگاه مختصـات قـرار گرفتـه و تمـام 

باشـند. طول هـا مثبت 
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7-4- استفاده از تقارن در تعیین مرکز سطح سطوح متقارن
محور تقارن: خطی است که سطح را به دو قسمت مساوی و قرینه تقسیم می کند.

n

i
i

n

i
i

n

i i
i

n

i
i

i
A x

X cm
A

A y
Y cm

A

1

1

1

1

12500 25
500

10000 20
500

=

=

=

=

= = =

= = =

∑

∑

∑

∑

جدول )3(

سطوح
مساحت 

)Ai(
i

x
iy x iQ Ay= y i i

Q A x=

A1 10×25=250
1020 25
2

+ = /25 12 5
2

= 3125 6250

A2 5×50=250
50 25
2

= /525 27 5
2

+ = 6875 6250

Σ 500 10000 12500

cm3cm3cmcmcm2

y 20=

x 25=

y

xo

G
cm

G
cm

25
20

در شکل زیر مختصات مرکز سطح نشان داده شده است:

پـس از تجزیـه شـکل مرکـب به سـطوح سـاده جدول مشـخصات آنهـا را تشـکیل داده و با اسـتفاده از روابط  
مرکـز سـطح سـطوح مرکب، مختصـات مرکز سـطح را محاسـبه می نماییـم. )جدول 3(
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مثال 5

به صورت عملی با روش های زیر، مرکز سطح یک سطح دلخواه را تعیین نموده و مقایسه کنید.
1- از دو نقطه سطح مورد نظر را در امتداد شاقول آویزان کنید. محل تلاقی آنها مرکز سطح خواهد بود.

2- در نرم افـزار AutoCAD سـطح را ترسـیم نمـوده و بـا دسـتور Region آنـرا به یک ناحیـه تبدیل کنید. 
سـپس با دسـتور زیـر، مرکز سـطح آنرا مشـخص کنید.

tools inquiry region / properties→ →

در شکل زیر با استفاده از تقارن مختصات مرکز سطح را به دست آورید.
)ابعاد بر حسب سانتی متر می باشد(

7-4-1- سطوح با یک محور تقارن 

7-4-2- سطوح با دو محور تقارن

فعالیت 
کلاسی2

اگر سطح دارای یک محور تقارن باشد، مرکز سطح روی آن محور خواهد بود. )شکل 4(

هرگاه سطح دارای دو محور تقارن باشد، مرکز سطح در محل تلاقی آن دو محور خواهد بود. )شکل 5( 

محور تقارن

محور تقارن

محور تقارن

G

G

G

G
GGG

محور تقارن

4 41
9

y

x

1/5
18 21

1/5

x / cm

y / cm

9 4 5
2
21 10 5
2

= =

= =

تقـارن  دومحـور  دارای  شـکل  اینکـه  بـه  باتوجـه 
آن هـا  تلاقـی  محـل  مرکـز سـطح  لـذا  می باشـد 

داریـم: بنابرایـن  بـود.  خواهـد 

 شکل 4 

 شکل 5 
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در شکل های زیر مختصات مرکز سطح را محاسبه کنید.

با استفاده از تقارن، مختصات مرکز سطح را به دست آورید.

فعالیت 
کلاسی3

فعالیت 
کلاسی4

5/49 Determine the coordinates of the centroid of the trap-
ezoidal area shown.

Problem 5/49

5/50 Determine the y-coordinate of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/50

5/51 Determine the coordinates of the centroid of the
shaded area.

x

h

60°60°

a

y

x

600
mm

600
mm

300
mm

y

258 Chapter 5 Distributed Forces

PROBLEMS
Introductory Problems

5/47 Determine the x- and y-coordinates of the centroid
of the shaded area.

Problem 5/47

5/48 Determine the coordinates of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/48
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6″

y

x

Dimensions in millimeters

80
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120

160

y

x

x

125 mm

200 mm 200 mm
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Problem 5/51

160mm

16
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m

80mm

80
m

m

5/49 Determine the coordinates of the centroid of the trap-
ezoidal area shown.

Problem 5/49

5/50 Determine the y-coordinate of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/50

5/51 Determine the coordinates of the centroid of the
shaded area.
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258 Chapter 5 Distributed Forces

PROBLEMS
Introductory Problems

5/47 Determine the x- and y-coordinates of the centroid
of the shaded area.

Problem 5/47

5/48 Determine the coordinates of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/48
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x
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Problem 5/51

600mm

300mm

60
0m

m

)الف(

)ج(

)ه(

)د(

)و(

5/52 Calculate the y-coordinate of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/52

5/53 Determine the x-, y-, and z-coordinates of the mass
center of the body constructed of uniform slender rod.

Problem 5/53

5/54 Calculate the x- and y-coordinates of the centroid 
of the shaded area.

Problem 5/54

x

y

9"

z

y

x

O

r

60°

y

x

13″

17″

3″

15″ 15″

60°

Article 5/4 Problems 259

5/55 Determine the x- and y-coordinates of the centroid of
the shaded area.

Problem 5/55

Representative Problems

5/56 Determine the y-coordinate of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/56

5/57 Determine the distance from the bottom of the
base plate to the centroid of the built-up structural
section shown.

Problem 5/57

10 10

1010

10 10
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160
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PROBLEMS
Introductory Problems

5/47 Determine the x- and y-coordinates of the centroid
of the shaded area.

Problem 5/47

5/48 Determine the coordinates of the centroid of the
shaded area.

Problem 5/48
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293Problems 7.35 and 7.36 Determine the moments of inertia Ix and Iy of the 
area shown with respect to centroidal axes that are respectively 
parallel and perpendicular to the side AB.

 7.37 Determine the moments of inertia Ix and Iy of the area shown with 
respect to centroidal axes that are respectively parallel and perpen-
dicular to the side AB.

 7.38 Determine the centroidal polar moment of inertia of the area 
shown.

 7.39 and 7.40 Determine the polar moment of inertia of the area 
shown with respect to (a) point O, (b) the centroid of the area.

 7.41 Two W8 3 31 rolled sections can be welded at A and B in either 
of the two ways shown. For each arrangement, determine the 
moment of inertia of the section with respect to the horizontal 
centroidal axis.
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294  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas  7.42 Two 6 3 4 3 1
2-in. angles are welded together to form the section 

shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.
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Fig. P7.46

b12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

294  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas 7.42 Two 6 3 4 3 1
2-in. angles are welded together to form the section 

shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in. in. 1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b 12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173/Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

294  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas  7.42 Two 6 3 4 3 1
2-in. angles are welded together to form the section 

shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in.in.1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

10mm
x

y

30
0m

m

120mm

350mm

C

)ب(



دانش فنّی تخصّصی / پودمان 4 / خواص هندسی سطوح

117

نکات مهم واحد یادگیری 7 )گشتاور اول سطح(:نکته
حاصل ضـرب  از:  عبارت اسـت  محـور  یـک  بـه  نسـبت  سـطح  اول  گشـتاور   •
آن سـطح، در فاصلـه مرکـز آن تـا آن محـور مـورد نظر و نسـبت به محـور های 

x و y به صـورت روبـه رو تعریـف می شـود:
• گشـتاور اول سـطوح مرکب با تجزیه آنها به سـطوح سـاده هندسـی و محاسبه 
گشـتاور اول سـطح هرکـدام نسـبت به محورهای مـورد نظر و جمـع جبری آنها 

محاسبه می شـود. یعنی:

• مختصات مرکز سـطح یک سـطح هندسـی با اسـتفاده از گشـتاور اول سـطح 
و رابطـة روبـه رو تعیین می شـود:

x

y

Q A.Y

Q A.X

=

=

n

x i i
i
n

y i
i

i

Q A .y

Q A .x

1

1

=

=

=

=

∑

∑

• اگر سطحی دارای یک محور تقارن باشد، مرکز سطح روی آن محور خواهد بود. 
• اگر سطحی دارای دو محور تقارن باشد، مرکز سطح، محل تلاقی آن دو محور خواهد بود.

n

i i
i

n

i
i

n

i i
i

n

i
i

A x
X

A

A y
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A

1

1

1

1

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑

∑
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)Moment of Inertia( )8 - 1- گشتاور دوم سطح )ممان اینرسی
خـط کشـی را مطابـق شـکل )1( در نظـر می گیریـم. اگر بخواهیـم آن را در دو حالـت نشان داده شـده خم کنیم 

بـه نظر شـما درکـدام حالـت راحت تـر خم می شـود؟ چرا؟

گشتاور دوم سطح )ممان اینرسی( واحد یادگیری    8

)الف(

)ب(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

باتوجـه بـه مثـال فـوق درمی یابیـم علی رغـم آنکـه سـطح مقطع خط کـش در هـر دو حالت یکسـان اسـت، در 
حالـت )الـف( خط کـش راحت تـر خم می شـود. یعنی مقاومـت آن در مقابل خم شـدن )خمش( کمتـر از حالت 
)ب( می باشـد. علـت آن ممـان اینرسـی سـطح مقطـع خط کش اسـت کـه درحالت )الـف( کمتـر از حالت )ب( 

می باشـد.

 شکل 1 
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درجـدول )1( روابـط ممان اینرسـی بعضی از سـطوح هندسـی سـاده نسـبت به محورهـای مرکـزی آن ها آمده 
است.

جدول )1(

نام سطح شکل هندسی GxI GyI

مستطیل Gh

b

yG

xG
bh3

12
hb3

12

مربع Ga

a

yG

xG a4

12
a4

12

دایره
G

r

yG

xG

r4

4
π r4

4
π

تفکر
به نظر شما در مقطع I شکل ضخامت بال ها بیشتر است یا جان؟ چرا؟

واحد ممان اینرسی، طول به توان 4 یعنی cm4  یا mm4 و ... می باشد.نکته

به عنوان یک تعریف ساده از ممان اینرسی، می توان گفت: 
گشـتاور دوم سـطح یا ممان اینرسـی عامل مقاوم در مقابل خمش می باشـد و به پراکندگی ذرات تشـکیل دهندة 

جسـم حول محور خمش بستگی دارد.
ممـان اینرسـی را بـا نمـاد I نشـان داده و نسـبت به محورهـای مختلف با اندیـس آن محور نام گذاری می شـود. 

.x یعنی ممان اینرسـی نسـبت بـه محور Ix ،بـه عنـوان مثال
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ممـان اینرسـی سـطح مقطـع مقابـل را نسـبت بـه مثال 1
محورهـای مرکـزی آن محاسـبه نماییـد.

حل: 
مرکـز سـطح مسـتطیل محـل تلاقـی دو قطـر آن 

بنابرایـن:  می باشـد 
ابتـدا موقعیـت محورهـای مرکـزی سـطح مقطع را 
مشـخص نموده سـپس بـا اسـتفاده از روابط جدول 

IyG را تعییـن می نماییـم.
IxG  و 

 )1(

8-2- قضیه محورهای موازی
یـک  اینرسـی  ممـان  تعییـن  روش  قبـل  درقسـمت 
سـطح نسـبت بـه محورهایـی کـه از مرکـز آن سـطح 

دیدیـم. را   ، می گـذرد 
حـال می خواهیم ممان اینرسـی یک سـطح را نسـبت 
آن  مرکـزی  محورهـای  مـوازی  کـه  محورهایـی  بـه 

آوریـم. به دسـت  می باشـند، 
بـه عنـوان مثـال در شـکل )2( بـا فـرض اینکـه ممان 
 )yG و xG( اینرسـی آن نسـبت بـه محورهای مرکـزی
معلـوم باشـد، می خواهیـم ممـان اینرسـی مقطـع را 
نسـبت بـه محورهـای X و Y کـه با فاصلـه d1 و d2 از 

محورهـای مرکـزی قـرار دارنـد، محاسـبه کنیم. 

8cm

10cm

G

y

x
xG

yG

bhI / cm

hbI / cm

3 3
4

3 3
4

8 10 666 67
12 12

10 8 426 67
12 12

×= = =

×= = =

d1

d2

G

yGY

xG

A

X

این موضوع با قضیه محورهای موازی که به صورت زیر بیان می شود قابل محاسبه خواهد بود.
ممـان اینرسـی یـک سـطح نسـبت بـه محورهایـی که مـوازی با محورهـای مرکـزی آن سـطح می باشـند، برابر 
اسـت بـا ممـان اینرسـی آن سـطح نسـبت بـه محورهـای مرکزی بـه اضافـه حاصل ضـرب مسـاحت در مجذور 

فاصلـه محـور مـورد نظـر تا مرکز سـطح.
یعنی:

G

G

X x

Y y

I I Ad

I I Ad

2
1

2
2

= +

= +

 شکل 2 
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در شکل روبه رو مطلوب است:مثال 2
 Iy و Ix محاسبه

X

h

b

Y

h G

b

Y

yG

xG

X

d 1

d2

xG

yG

bhI

hbI

3

3
12

12

=

=

xG X

X

X

X

X X

hd

A b.h
bh hI Ad I (b.h)( )

bh bh bh bhI

bh bh

I

I

I I

1

3
2 2

1

3 3 3 3

3 3

2

12 2
3

12 4 12
4
12 3

=

=

= + ⇒ = +

+⇒ = + ⇒ =

= ⇒ =

حل:
الـف( ابتـدا ممان اینرسـی را نسـبت بـه محورهای 

مرکـزی آن یعنـی xG و yG تعییـن می کنیـم.

ب( بـا توجـه به اینکـه محور X بر طول مسـتطیل 
 d1 یعنی xG ممـاس می باشـد، فاصلـه آن از محـور

با: برابر  اسـت 

ج( برای محور Y نیز خواهیم داشت:

yGY Y

Y Y

Y Y

bd

A b.h
hb bI Ad (b.h)( )

hb hb hb hb

hb hb

I I

I I

I I

2

3
2 2

2

3 3 3 3

3 3

2

12 2
3

12 4 12
4
12 3

=

=

= + ⇒ = +

+⇒ = + ⇒ =

= ⇒ =
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در شکل زیر مطلوب است محاسبة ممان اینرسی نسبت به محورهای x و y.مثال 3

8-3- محاسبه ممان اینرسی سطوح مرکب
برای محاسـبه ممان اینرسـی سـطوح مرکب، آن ها را به اشـکال هندسـی سـاده تجزیه نموده و ممان اینرسـی 

هـر یـک را نسـبت بـه محور مـورد نظر محاسـبه و بـا یکدیگر جمع جبـری می نماییم. )شـکل 3(

X X X X

Y Y Y Y

I I I I
I I I I

1 2 3

1 2 3

= + −
= + −

Gi

Gi

n n

X Xi X i i
i i
n n

Y Yi Y i i
i i

I I (I A d )

I I (I A d )

2

1 1

2

1 1

= =

= =

= = +

= = +

∑ ∑

∑ ∑

Y

X

Y

X

1

2

3

و به طور کلی خواهیم داشت:

y

x
r

R

t=1 cm

30 cm

x y

x y

x y

x y

R

r R t r r cm

I I I I

R rI I

I I (R r ) ( )

I I / cm

4 4

4 4 4 4

4

30 15
2

15 1 14

4 4

15 14
4 4
9588 93

= =

= − ⇒ = − ⇒ =

= = −

π π= = −

π π= = − = −

= =

خارجی داخلی
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درشکل روبه رو مطلوب است:مثال 4
 Ix محاسبه

5 cm

16
 cm

2
2

5 2

y

x

d3

xG1

xG2

xG3

d1

y

x

1

3
2

d1=9

A1

xG1

y

x

x xG

x

I I A d

I ( )( ) cm

1 1

1

2
1 1

3
2 412 2 2 12 9 1952

12

= +

×= + × =

- ابتـدا سـطح مقطـع را بـه سـه سـطح 1، 2 و 3 
می کنیـم. تجزیـه 

- بـه کمک قضیـه محورهای موازی ممان اینرسـی 
هریـک از سـطوح را نسـبت بـه محـور x محاسـبه 

می کنیـم. 
: Ix1 محاسبه
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: Ix2 محاسبه

d2=0

A2

xG2

y

x

A3

xG3

y

x

d3=9

x xG

x

x

I I A d

I ( )( )

I / cm

2 2

2

2

2
2 2

3
2

4

2 16 2 16 0
12

682 67

= +

×= + ×

=

x xI I cm
3 1

41952= =

ix x x x x
i

x

x

I I I I I

I /
I / cm

1 2 3

3

1

4

1952 682 67 1952
4586 67

=

= = + +

= + +

=

∑

: Ix3 محاسبه
به دلیل تقارن A1 و A3 نسبت به محور x داریم:

ممان اینرسی کل مقطع برابر است با:
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8-4- مشخصات هندسی مقاطع نورد شده
بـا توجـه بـه اینکـه مقاطـع نورد شـده بـا اسـتانداردهای کارخانـة سـازنده تولید می شـوند، لـذا بـرای هریک از 
مقاطـع تولیـدی شـامل تیـر آهن هـا، ناودانی هـا، نبشـی ها و ... جـداول مشـخصات هندسـی هر مقطع نیـز ارائه 
می شـود کـه بـا اسـتفاده از ایـن جداول مشـخصات هندسـی مقاطـع نظیر ابعـاد، سـطح مقطع، ممان اینرسـی 
و ... اسـتخراج می شـوند، بـه عنـوان مثـال، قسـمتی از جـدول مشـخصات مقاطـع نیـم پهـن )IPE( را زیـر این 

جـدول مشـاهده می کنیـد کـه بـرای نمونـه مشـخصات هندسـی IPE 200 را از آن اسـتخراج نموده ایم.

درصورتی کـه مقطـع مـورد نظـر ترکیبی از دو یا چند مقطع نورد شـده باشـد می توان ابتدا مشـخصات هندسـی 
مقطـع نورد شـدة سـاده )تکـی( را از جـدول اسـتخراج نمـوده و سـپس بـا اسـتفاده از قضیـه محورهـای موازی 

مشـخصات هندسـی مقطـع مرکب را به دسـت آورد.

مساحت مقطع
x ممان اینرسی حول محور
y ممان اینرسی حول محور

A=28/5 cm2

h =200 mm=20 cm
b =100 mm=10 cm
S =5/6 mm=0/56 cm
t =8/5 mm=0/85 cm

Ix=1940 cm4

Iy=142 cm4

ارتفاع مقطع
عرض بال

ضخامت جان
ضخامت بال

:IPE200 مشخصات

IPE    نيمرخ نيم پهن

سطح مقطع A=
وزن واحد طول G=
ممان اينرسي I=ممان اينرسي I

اساس مقطع S=
شعاع ژيراسيون i=

h b s t r c h-2c A G Ix Sx ix Iy Sy iy a1 rT
2 4 3 4 3IPE mm mm mm mm mm mm mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm mm mm

80 80 46 3.8 5.2 5 10.2 59 7.64 6 80.1 20 3.24 8.49 3.69 1.05 63 12.2
100 100 55 4.1 5.7 7 12.7 74 10.3 8.1 171 34.2 4.07 15.9 5.79 1.24 79 14.6
120 120 64 4.4 6.3 7 13.3 93 13.2 10.4 318 53 4.9 27.7 8.65 1.45 96 16.9
140 140 73 4.7 6.9 7 13.9 112 16.4 12.9 541 77.3 5.74 44.9 12.3 1.65 112 19.3
160 160 82 5 7.4 9 16.4 127 20.1 15.8 869 109 6.58 68.3 16.7 1.84 129 21.7
180 180 91 5.3 8 9 17 146 23.9 18.8 1320 146 7.42 101 22.2 2.06 145 24
200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4

IPE

200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4
220 220 110 5.9 9.2 12 21.2 177 33.4 26.2 2770 252 9.11 205 37.3 2.48 179 29.1
240 240 120 6.2 9.8 15 24.8 190 39.1 30.7 3890 324 9.97 284 47.3 2.6 196 31.8
270 270 135 6.6 10.2 15 25.2 219 45.9 36.1 5790 429 11.2 420 62.2 3.02 220 35.6
300 300 150 7.1 10.7 15 25.7 248 53.8 42.2 8360 557 12.5 604 80.5 3.35 245 39.5
330 330 160 7.5 11.5 18 29.5 271 62.6 49.1 11770 713 13.7 788 98.5 3.55 270 42.1
360 360 170 8 12.7 18 30.7 298 72.7 57.1 16270 904 15 1040 123 3.79 294 44.7
400 400 180 8.6 13.5 21 34.5 331 84.5 66.3 23130 1160 16.5 1320 146 3.95 326 47.1
450 450 190 9 4 14 6 21 35 6 378 98 8 77 6 33740 1500 18 5 1680 176 4 12 365 49 4450 450 190 9.4 14.6 21 35.6 378 98.8 77.6 33740 1500 18.5 1680 176 4.12 365 49.4
500 500 200 10.2 16 21 37 426 116 90.7 48200 1930 20.4 2140 214 4.31 404 51.8
550 550 210 11.1 17.2 24 41.2 467 134 106 67120 2440 22.3 2670 254 4.45 442 54
600 600 220 12 19 24 43 514 156 122 92080 3070 24.3 3390 308 4.66 481 56.5
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بـه صـورت مثال 5   IPE زیـر دوتیر آهـن 16  در شـکل 
یـک مقطـع مرکـب  عنـوان  بـه  به هـم چسـبیده 
سـاخته شـده اسـت مطلوب اسـت محاسـبة ممـان 

.y و x اینرسـی مقطـع مرکـب حـول

G

G

x x

y y

I (I Ad )

I (I Ad )

2
1

2
2

2

2

= +

= +

Gx x x xI I I I cm42 2 869 1738= ⇒ = × ⇒ =

xxG

yG

y

2 IPE 16

ابتدا مشخصات هندسی مورد نیاز تیر آهن IPE 16 را از جدول استخراج می نماییم.

IPE 16 : (h=160mm=16cm , b=82 mm=8/2 cm , A=20/1 cm2 , Ix=869 cm4 , Iy=68/3 cm4)

الف( محاسبه Ix و Iy مقطع مرکب:
باتوجـه بـه اینکـه مقطع مرکب سـاخته شـده نسـبت به محـور هـای x و y متقارن می باشـد کافی اسـت که 
ممـان اینرسـی یـک پروفیل نسـبت بـه محورهای مـورد نظر را محاسـبه نمـوده و دو برابـر نماییـم. بنابراین 

بـا اسـتفاده از قضیه محورهـای موازی خواهیم داشـت:

باتوجـه بـه شـکل )الـف( مقـدار d1 نسـبت به محور x بـه دلیل انطباق محورهـای xG در پروفیـل تک و x در 
پروفیـل مرکـب برابر صفر اسـت لذا:

و مقدار d2 نسبت به محور y برابر نصف عرض بال IPE 16 می باشد یعنی: 

y y

y

I (I Ad ) ( / / / )

I / cm

2 2
2

4

2 2 68 3 20 1 4 1

812 36

= + = + × ⇒

=

b /d / cm2
8 2 4 1

2 2
= = =

bd2 2
=

x

y

c1

yG

xG

c2

)شکل الف(
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دو تیرآهـن مطابـق شـکل زیـر به هم چسـبیده اند. مثال 6
مطلـوب اسـت ممـان اینرسـی مقطع مرکـب حول 
کل  سـطح  مرکـز  از  )گذرنـده   YG و   XG محـور 

. ) شکل

 با توجه به نتایج مثال 5 و مقایسة آن با مشخصات هندسی IPE 16 مشاهده می شود که:نکته
ممـان اینرسـی مقطـع مرکـب حول محـور x دو برابر ممان اینرسـی مقطع سـاده )تکی( می باشـد، به همین 
ترتیـب اگـر تعـداد مقاطـع n برابـر شـود و مرکز سـطح آنها بر محـور x منطبق باشـد، ممان اینرسـی مقطع 

مرکـب حـول محور x نیـز n برابر خواهد شـد.

٣٣ 
 

  محاسبه ممان اینرسی و اساس مقطع مقاطع دوبل فولادي 4-7

 Iyو  Ixدو عدد تیرآهن را به دست بیاوریم ابتدا ممان اینرسی ) گذرنده از مرکز سطح(  yو  xاگر بخواهیم ممان اینرسی حول محور  

  .خواهیم کرد که در نهایت ممان اینرسی جفت تیرآهن به دست می آید) (A . d2به اضافه تک پروفیل را از جدول استخراج کرده و 

  

   :مطلوب است. دو تیرآهن مطابق شکل زیر به هم چسپیده اند :8 مثال

  ).گذرنده از مرکز سطح کل شکل( YGو  XGممان اینرسی مقطع مرکب حول محور ) الف

  ).گذرنده از مرکز سطح کل شکل( YGو  XGاساس مقطع مرکب حول حول محور ) ب

  

  

  

  :را از جدول اشتال استخراج می کنیم IPE 18مشخصات هندسی مقطع تک تیرآهن ابتدا : حل

cm          18    h=  وcm    9.1    b=  2   وcm  23.9 A=     4  وcm  101 Iy=          4وcm  1320 Ix=  

در ) Gنقطه ( معلوم کرده و فاصله آنها را تا مرکز سطح کل شکل  2Gو  1G را با نقطهو پلیت ها مرکز سطح هر کدام از تیرآهن ها 

  :نشان می دهیم dyو  dxبا علامت  yو  xجهت 

  

  

  

حل: ابتدا مشـخصات هندسـی مقطع تـک تیرآهن  
IPE 18 را از جدول اشـتال اسـتخراج می کنیم:

Ix=1320 cm4		  Iy=101 cm4

A =23/9cm2		  b =9/1 cm
h =18 cm

مرکـز سـطح هـر کـدام از تیرآهن هـا و پلیت هـا را 
بـا نقطـۀ G1 و G2  معلـوم کـرده و فاصلـۀ آنها را 
تـا مرکز سـطح کل شـکل )نقطـۀ G( در جهت x و 

y بـا علامـت dx و dy نشـان می دهیـم:
 

همان طـور کـه از شـکل فـوق معلوم اسـت نقطه G1 مرکز سـطح یـک تیرآهن، G2 مرکز سـطح یک پلیت و 
G مرکز سـطح کل شـکل می باشـد. فاصلۀ مرکز سـطح تیرآهن با مرکز سـطح کل شـکل در جهت افقی را 
بـا dx و فاصلـه مرکـز سـطح پلیـت با مرکز سـطح کل شـکل در جهـت قائم را با dy  نشـان دادیـم. همان طور 
کـه از شـکل معلـوم اسـت چـون نقطـۀ G و  نقطـۀ G1  بـر روی یـک خـط افقـی قـرار گرفته اند لـذا فاصلۀ 
بیـن مرکـز سـطح تیرآهـن بـا مرکز سـطح کل شـکل در جهـت قائـم )dy=0( برابر صفـر و فاصله بیـن مرکز 

سـطح پلیـت با مرکز سـطح کل شـکل در جهـت افقـی )dx=0( برابر صفر می باشـد.

٣٣ 
 

  محاسبه ممان اینرسی و اساس مقطع مقاطع دوبل فولادي 4-7

 Iyو  Ixدو عدد تیرآهن را به دست بیاوریم ابتدا ممان اینرسی ) گذرنده از مرکز سطح(  yو  xاگر بخواهیم ممان اینرسی حول محور  

  .خواهیم کرد که در نهایت ممان اینرسی جفت تیرآهن به دست می آید) (A . d2به اضافه تک پروفیل را از جدول استخراج کرده و 

  

   :مطلوب است. دو تیرآهن مطابق شکل زیر به هم چسپیده اند :8 مثال

  ).گذرنده از مرکز سطح کل شکل( YGو  XGممان اینرسی مقطع مرکب حول محور ) الف

  ).گذرنده از مرکز سطح کل شکل( YGو  XGاساس مقطع مرکب حول حول محور ) ب

  

  

  

  :را از جدول اشتال استخراج می کنیم IPE 18مشخصات هندسی مقطع تک تیرآهن ابتدا : حل

cm          18    h=  وcm    9.1    b=  2   وcm  23.9 A=     4  وcm  101 Iy=          4وcm  1320 Ix=  

در ) Gنقطه ( معلوم کرده و فاصله آنها را تا مرکز سطح کل شکل  2Gو  1G را با نقطهو پلیت ها مرکز سطح هر کدام از تیرآهن ها 

  :نشان می دهیم dyو  dxبا علامت  yو  xجهت 
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بـرای درک بیشـتر در مـورد dy، اگـر در نکته
شـکل روبه رو نقطۀ G، مرکز سـطح کل 
را بـه طـرف بـالا حرکـت دهیـم، در این 
حالـت dy برابـر صفـر نیسـت کـه مقدار 

آن در شـکل نشـان داده شـده است:

حـال بـرای ممان اینرسـی جسـم مرکـب حول محـور XG و YG، با اسـتفاده از قضیه محورهای مـوازی آن را 
نسـبت بـه محورهـای گذرنده از نقطۀ G )مرکز سـطح کل شـکل( انتقـال می دهیم:

بـه دلیـل اینکـه شـکل نسـبت بـه هـر دو محـور XG و YG متقـارن می باشـد، پـس بـا اسـتفاده از قضیـه 
محورهـای مـوازی بـرای یکـی از تیرآهن هـا و پلیت ها ممان اینرسـی را حسـاب کرده و در تعدادشـان ضرب 

می کنیـم:

٣۴ 
 

مرکز سطح کل شکل می  Gمرکز سطح یک پلیت و 2G مرکز سطح یک تیرآهن، 1Gهمانطور که از شکل فوق معلوم است نقطه 

فاصله مرکز سطح پلیت با مرکز سطح کل شکل در و dx 1با مرکز سطح کل شکل در جهت افقی را با  تیرآهنفاصله مرکز سطح . باشد

قرار گرفته اند  افقی بر روي یک خط  1Gو  نقطه  Gچون نقطه  همانطور که از شکل معلوم است. دادیمنشان dy 2جهت قائم را با 

پلیت با مرکز سطح فاصله بین مرکز سطح  و برابر صفر ) 1dy=0(با مرکز سطح کل شکل در جهت قائم تیرآهنفاصله بین مرکز سطح 

  .می باشدبرابر صفر )  2dx=0(کل شکل در جهت افقی 

dx1=
b

2
=	

9.1

2
= 	4.55	cm																									dy1=	   0  

dx2=	   0 											dy2	=
h

2
+

1

2
=	

18

2
+

1

2
= 	9.5	cm 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

با استفاده از قضیه محورهاي موازي آن را نسبت به محورهاي گذرنده از ، YGو  XGجسم مرکب حول محور حال براي ممان اینرسی 

  :انتقال می دهیم) مرکز سطح کل شکل(Gنقطه 

متقارن می باشد، پس با استفاده از قضیه محورهاي موازي براي یکی از تیرآهن  YGو  XGبه دلیل اینکه شکل نسبت به هر دو محور 

  :ضرب می کنیم اینرسی را حساب کرده و در تعدادشانممان  و پلیت ها ها

IX=	2		.		 �IXG+ �A			.		dy1
2�� 			+ 			2		.		 �

b	.		h3

12
+�A			.		dy2

2��					 

IX=	2		x		 �1320	+ �23.9			.		0
2
�� 			+ 			2		x		 �

14	.		1
3

12
+� )1  .14( 			.		9.5

2
�� 					⇒ 				 	IX=		5169.33	  	cm4 	  

 

، مرکز سطح کل را به طرف G، اگر در شکل زیر نقطه dyبراي درك بیشتر در مورد  ):خارج از مثال( نکته

  :برابر صفر نیست که مقدار آن در شکل نشان داده شده است dyبالا حرکت دهیم در این حالت 

X XG y y

X X

b.hI . I (A.d ) . (A.d )

I ( / ) ( / / ) I / cm

3
2 2

1 2

3
2 2 4

2 2
12

14 12 1320 23 9 0 2 14 1 9 5 5169 33
12

  = + + +    
 × = × + × + × + × ⇒ =    

Y YG x x

Y Y

h .bI . I (A.d ) . (A.d )

I ( / / ) ( / ) I / cm

3
2 2

1 2

3
2 2 4

2 2
12

1 142 101 23 9 4 55 2 14 1 0 1648 91
12

  = + + +    
 × = × + × + × + × ⇒ =    

نکات مهم واحد یادگیری 8 )گشتاور دوم سطح(:نکته
• ممان اینرسی عامل مقاوم در مقابل خمش است.

• اگـر تعـداد مقاطـع روی یـک محور n برابر شـود درصورتی که مرکز سـطح آنهـا روی آن محور قـرار گیرد.
در ایـن حالـت ممان اینرسـی کل نیز n برابر خواهد شـد.

• ممان اینرسی یک سطح نسبت به محورهای موازی محور مرکزی آن با روابط زیر تعیین می شود:

G

G

x x

y y

I I Ad

I I Ad

2
1

2
2

= +

= +

d1 : فاصله دو محور xG و X می باشد.

d2 : فاصله دو محور yG و Y می باشد.
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.Iy و Ix در هر مقطع مطلوب است محاسبة

در هر کدام از مقاطع زیر مطلوب است محاسبة:
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294  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas  7.42 Two 6 3 4 3 1
2-in. angles are welded together to form the section 

shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in.in.1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45
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a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
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 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
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tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.
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4cm

293Problems 7.35 and 7.36 Determine the moments of inertia Ix and Iy of the 
area shown with respect to centroidal axes that are respectively 
parallel and perpendicular to the side AB.

 7.37 Determine the moments of inertia Ix and Iy of the area shown with 
respect to centroidal axes that are respectively parallel and perpen-
dicular to the side AB.

 7.38 Determine the centroidal polar moment of inertia of the area 
shown.

 7.39 and 7.40 Determine the polar moment of inertia of the area 
shown with respect to (a) point O, (b) the centroid of the area.

 7.41 Two W8 3 31 rolled sections can be welded at A and B in either 
of the two ways shown. For each arrangement, determine the 
moment of inertia of the section with respect to the horizontal 
centroidal axis.

A B

2 in.

3 in.

6 in.

3 in. 3 in.

Fig. P7.35

A B

60 mm
20 mm20 mm

20 mm

20 mm

60 mm

Fig. P7.36

1.5 in.

1.5 in.

2 in.

A B
6 in.

9 in.

Fig. P7.37 and P7.38

O

40

Dimensions in mm

4040 40

60
80

Fig. P7.39

3 in.
4.5 in.

O

Fig. P7.40

A AB B

(a) (b)

Fig. P7.41
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 7.25 through 7.28 Determine the moment of inertia and the radius 
of gyration of the shaded area with respect to the x axis.

7.29 through 7.32 Determine the moment of inertia and the radius 
of gyration of the shaded area with respect to the y axis.

7.33 Determine the shaded area and its moment of inertia with respect 
to a centroidal axis parallel to AA9, knowing that its moments 
of inertia with respect to AA9 and BB9 are, respectively, 2.2 3
106 mm4 and 4 3 106 mm4, and that d1 5 25 mm and d2 5 10 mm.

7.34 Knowing that the shaded area is equal to 6000 mm2 and that its 
moment of inertia with respect to AA9 is 18 3 106 mm4, deter-
mine its moment of inertia with respect to BB9 for d1 5 50 mm 
and d2 5 10 mm.

10 mm

90 mm

10 mm

50 mm

50 mm

10 mm

y

xC

Fig. P7.25 and P7.29
y

x

125 mm

250 mm

125 mm

75 mm

Fig. P7.27 and P7.31

6 in.

4 in.

6 in.

y

x

Fig. P7.28 and P7.32

x

y

6 in.

3 in.

C

3 in.

1
2

in.

1
2

in.

1
2

in.

3 in.

Fig. P7.26 and P7.30

C

A'

d1

d2
A

B'B

Fig. P7.33 and P7.34
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298  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas

y

x
C D

BA

d

60 mm

Fig. P7.57

 7.56 Determine the moment of inertia of the shaded area shown with 
respect to the y axis.

 7.57 The shaded area is equal to 5000 mm2. Determine its centroi-
dal moments of inertia Ix and Iy, knowing that Iy 5 2Ix and that 
the polar moment of inertia of the area about point A is JA 5 
22.5 3 106 mm4.

12 in.

b
O

2 in.

y

x
1 in.
1 in.

Fig. P7.55

 7.54 Determine the moments of inertia of the shaded area shown with 
respect to the x and y axes when a 5 20 mm.

y

x
a

a

C

a

a

Fig. P7.54

y

x

120 mm

r = 120 mm

O

Fig. P7.56

 7.55 (a) Determine Ix and Iy if b 5 10 in. (b) Determine the dimension 
b for which Ix 5 Iy.

bee80156_ch07_276-299.indd Page 298  10/16/09  12:03:55 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

29
8 

 Dis
tri

bu
te

d 
Fo

rc
es

: 
M

om
en

ts 
of

 I
ne

rti
a 

of
 A

re
as

y

x
C

D B
A

d

60
 m

m

Fi
g

. 
P7
.5
7

 
7.

5
6

 
D

et
er

m
in

e 
th

e 
m

om
en

t 
of

 i
ne

rt
ia

 o
f 

th
e 

sh
ad

ed
 a

re
a 

sh
ow

n 
w

ith
 

re
sp

ec
t 

to
 t

he
 y

 a
xi

s.

 
7.
57

 
T

he
 s

ha
de

d 
ar

ea
 i

s 
eq

ua
l 

to
 5

00
0 

m
m

2 . 
D

et
er

m
in

e 
it

s 
ce

nt
ro

i-
da

l m
om

en
ts

 o
f 

in
er

ti
a 

I x
 a

nd
 I

y,
 k

no
w

in
g 

th
at

 I
y 

5
 2

I x
 a

nd
 t

ha
t 

th
e 

po
la

r 
m

om
en

t 
of

 i
ne

rt
ia

 o
f 

th
e 

ar
ea

 a
bo

ut
 p

oi
nt

 A
 i

s 
J A

 5
 

22
.5

 3
 1

06  m
m

4 .

12
 in

.

b
O

2 
in

.

y

x
1 

in
.

1 
in

.

Fi
g

. 
P
7.

5
5

 
7.

5
4

 
D

et
er

m
in

e 
th

e 
m

om
en

ts
 o

f 
in

er
tia

 o
f 

th
e 

sh
ad

ed
 a

re
a 

sh
ow

n 
w

ith
 

re
sp

ec
t 

to
 t

he
 x

 a
nd

 y
 a

xe
s 

w
he

n 
a 

5
 2

0 
m

m
.

y

x
aa

C

a a

Fi
g

. 
P
7.

5
4

y

x

12
0 

m
m

r 
= 

12
0 

m
m

O Fi
g

. 
P
7.

5
6

 
7.

5
5

 
(a

) 
D

et
er

m
in

e 
I x

 a
nd

 I
y 

if 
b 

5
 1

0 
in

. (
b)

 D
et

er
m

in
e 

th
e 

di
m

en
si

on
 

b 
fo

r 
w

hi
ch

 I
x 

5
 I

y.

b
e
e
8
0
1
5
6
_
c
h
0
7
_
2
7
6
-
2
9
9
.
i
n
d
d
 
P
a
g
e
 
2
9
8
 
 
1
0
/
1
6
/
0
9
 
 
1
2
:
0
3
:
5
5
 
P
M
 
u
s
e
r
-
s
1
7
3

/
V
o
l
u
m
e
s
/
M
H
D
Q
-
N
e
w
/
M
H
D
Q
1
5
2
/
M
H
D
Q
1
5
2
-
0
7

298  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas

y

x
C D

BA

d

60 mm

Fig. P7.57

 7.56 Determine the moment of inertia of the shaded area shown with 
respect to the y axis.

 7.57 The shaded area is equal to 5000 mm
2
. Determine its centroi-

dal moments of inertia Ix and Iy, knowing that Iy 5 2Ix and that 
the polar moment of inertia of the area about point A is JA 5 
22.5 3 10

6
 mm

4
.

12 in.

b
O

2 in.

y

x
1 in.
1 in.

Fig. P7.55

 7.54 Determine the moments of inertia of the shaded area shown with 
respect to the x and y axes when a 5 20 mm.

y

x
a

a

C

a

a

Fig. P7.54

y

x

120 mm

r = 120 mm

O

Fig. P7.56

 7.55 (a) Determine Ix and Iy if b 5 10 in. (b) Determine the dimension 
b for which Ix 5 Iy.
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y

x
C D

BA

d

60 mm

Fig. P7.57

 7.56 Determine the moment of inertia of the shaded area shown with 
respect to the y axis.

 7.57 The shaded area is equal to 5000 mm2. Determine its centroi-
dal moments of inertia Ix and Iy, knowing that Iy 5 2Ix and that 
the polar moment of inertia of the area about point A is JA 5 
22.5 3 106 mm4.

12 in.

b
O

2 in.

y

x
1 in.
1 in.

Fig. P7.55

 7.54 Determine the moments of inertia of the shaded area shown with 
respect to the x and y axes when a 5 20 mm.

y

x
a

a

C

a

a

Fig. P7.54

y

x

120 mm

r = 120 mm

O

Fig. P7.56

 7.55 (a) Determine Ix and Iy if b 5 10 in. (b) Determine the dimension 
b for which Ix 5 Iy.
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294  Distributed Forces: Moments of Inertia of Areas  7.42 Two 6 3 4 3 1
2-in. angles are welded together to form the section 

shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in.in.1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in. in. 1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b 12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5

C

y

x

Fig. P7.45
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y
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375 mm

Fig. P7.43

C

y
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Fig. P7.42
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0.5 in.

y

x

C8 × 11.5
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Fig. P7.46
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Fig. P7.47
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Fig. P7.45
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b
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375 mm

Fig. P7.43
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b
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Fig. P7.43
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y

x

375 mm

Fig. P7.43

C

y

x
6 in.

4 in. in. 1
2

Fig. P7.42

12 in.

0.5 in.

y

x

C8 × 11.5

C

Fig. P7.46

b 12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7

Fig. P7.47

S12 × 31.8

C8 × 11.5
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Fig. P7.45
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b

y
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375 mm

Fig. P7.43

C

y
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4 in.in.1
2

Fig. P7.42
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C8 × 11.5
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C8 × 11.5
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Fig. P7.45
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.

10 mm

C250 × 22.8

C

b
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Fig. P7.46

b 12 mm

102 mm

L102 × 102 × 12.7
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.
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shown. Determine the moments of inertia and the radii of gyration 
of the section with respect to the centroidal axes shown.

 7.43 Two channels and two plates are used to form the column section 
shown. For b 5 200 mm, determine the moments of inertia and 
the radii of gyration of the combined section with respect to the 
centroidal axes.

 7.44 In Prob. 7.43, determine the distance b for which the centroidal 
moments of inertia Ix and Iy of the column section are equal.

 7.45 The strength of the rolled S section shown is increased by welding 
a channel to its upper flange. Determine the moments of inertia of 
the combined section with respect to its centroidal x and y axes.

 7.46 A channel and a plate are welded together as shown to form a 
section that is symmetrical with respect to the y axis. Determine 
the moments of inertia of the section with respect to its centroidal 
x and y axes.

 7.47 Two L102 3 102 3 12.7-mm angles are welded to a 12-mm steel 
plate as shown. For b 5 250 mm, determine the moments of iner-
tia of the combined section with respect to centroidal axes that are 
respectively parallel and perpendicular to the plate.

 7.48 Solve Prob. 7.47 assuming that b 5 300 mm.
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ارزشیابی

الگوی ارزشیابی پودمان خواص هندسی سطوح
تکالیف عملکردی

استانداردنتایجاستاندارد عملکرد)شایستگی ها(
نمره)شاخص ها، داوری، نمره دهی(

به کمک روابط برداری گشتاور اول سطح
مرکز سطح و اساس 

مقطع سطوح هندسی را 
با ماشین حساب به دست 

آورد.

تعیین مرکز سطح و ممان اینرسی بالاتر از حد انتظار
3سطوح هندسی مرکب

در حد انتظار
)کسب شایستگی(

تعیین مرکز سطح و ممان اینرسی 
2سطوح هندسی ساده

پایین تر از انتظارگشتاور دوم سطح
)عدم احراز شایستگی(

تعیین مرکز سطح و ممان اینرسی 
1سطوح هندسی ساده

نمره مستمر از 5

نمره شایستگی پودمان از 3

نمره پودمان از 20

ارزشـیابی در ایـن درس براسـاس شایسـتگی اسـت. برای هـر پودمان یك نمره مسـتمر )از 5 نمـره( و یك نمره 
شایسـتگی پودمـان )نمـرات 1، 2 یـا 3( بـا توجـه به اسـتاندارد های عملكرد جـداول ذیل برای هـر هنرجو ثبت 
مـی گـردد. امـكان جبـران پودمـان هـای در طـول سـال تحصیلـی بـرای هنرجویـان و بر اسـاس برنامـه ریزی 

هنرسـتان وجود دارد.


