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محاسبات مشتق و کاربردها
پودمان پنجم

و  قيمت ها  و  بازار  تحولات  پيش بيني  مانند  اقتصادي  تحولات  پيش بيني 
سود و زيان كارخانجات و رشد اقتصادي از طريق مدل سازي رياضي اقتصاد 
با تابع ها و مشتق تابع ها انجام مي شود. شايد مهم ترين هدف براي هر بنگاه 
اقتصادي يافتن بيشترين سود و كمترين زيان باشد كه عموماً در ارتباط با 

يافتن مشتق يك تابع و جايي است كه مشتق آن تابع صفر مي شود.
با  در اقتصاد كميت هاي بسياري وجود دارند كه سلامت در اقتصاد معادل 
آن است كه برخي از آنها در طي زمان در حال افزايش و برخي ديگر در حال 
كاهش باشند. براي مثال، ميزان توليدات يك كشور كميت مهمي است كه 
انتظار داريم در طول زمان در حال افزايش باشد. ميزان بيكاري و فقر نيز 

كميت هايي هستند كه اميدواريم در طي زمان در حال كاهش باشند.

میزان تولید و فروش
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1ـ محاسبة مشتق  تابع ها

نگاه  بیرون  به  قطار  پنجرۀ  از  وقتی  راه،  در طول  بود.  رفته  مسافرت  به  قطار  با  تعطیلات  ایام  در  حمید 
می کرد، با خود فکر کرد: اگر قطار با سرعت ثابتی در حال حرکت باشد و من نیز در راهروی قطار با سرعت 
ثابتی حرکت کنم، سرعت من نسبت به زمین چقدر خواهد بود؟ بعد از تعطیلات، حمید سؤال خود را در 

کلاس درس ریاضی مطرح کرد.
لحظه  آن  در  حرکت  تابع  مشتق  محاسبة  با  لحظه  هر  در  متحرک  کی  سرعت  که  می دانید  گفت:  دبیر 
آن  حرکت  تابع  باید  زمین  به  نسبت  متحرک  کی  حرکت  سرعت  یافتن  برای  بنابراین  می آید.  به دست 

آوریم.  به دست  زمین  به  نسبت  را  متحرک 
سعید گفت: تابع حرکت حمید نسبت به زمین را چگونه می توان به دست آورد؟

دبیر گفت: بهتر است در کی مثال ساده تر این مسئله را بررسی کنیم. در برخی فرودگاه ها و اماکن عمومی، 
پیاده روهای متحرکی ساخته اند که افراد روی تسمة آنها می ایستند و جابه جا می شوند. در فعالیت زیر با 

بررسی سرعت فردی که روی چنین تسمه ای در حال حرکت است، مسئلة حمید را می توانید حل کنید.

گفتگو
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فرض کنید تسمۀ یک پیاده روی متحرک، با سرعت ثابت 3 متر بر ثانیه در حال حرکت باشد و 
فردی در لحظة t = 0 در نقطة ثابت A1 روی تسمه قرار گرفته و با سرعت ثابت 50 سانتی متر 
بر ثانیه در حال راه رفتن باشد. نقطة A0 محل نصب پایة پیاده روی متحرک روی زمین است. در 

لحظة t = 0 نقطة A1 )روی تسمه( و نقطة A0  )روی زمین( در یک مکان قرار دارند.

فعالیت 1

تابع حرکت تسمه نسبت به زمین )فاصله A1 تا A0( به صورت 3t= )  f    )t و تابع حرکت فرد 

( است )زمان t برحسب  (g t t=
1
2 نسبت به پیاده روی متحرک )فاصلة فرد تا A1( به صورت 

ثانیه و فاصله ها برحسب متر هستند(. فرض کنید دامنة این دو تابع، بازة زمانی ]10 , 0[ باشد.
پس از گذشت t ثانیه، وضعیت فرد و تسمه به شکل زیر خواهد بود:

1  مقادیر )0(    f و )g   )0 چه چیزی را نشان می دهند؟

2  مقادیر )1(   f و )1(   g و )f   )1( + g  )1 چه چیزی را نشان می دهند؟

3  قانون تابع )  h )t  (  =  f  )t  (  +  g )t را در بازة ]10 , 0[ به دست آورید. این تابع چه چیزی را 

می دهد؟  نشان 

4  مقدارهای )  t(′   f و )  t(′ g و )  h  ′)t نشان دهندة چه چیزی هستند؟

t  (  5(′   f و )  t(′ g و )  h  ′)t را به دست آورید. چه رابطه ای بین آنها وجود دارد؟

f  )t  ( g  )t  (

h  )t  (
A0

A0

A1

A1
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وقتی که فرد روی پیاده روی متحرک شروع به راه رفتن می کند، مسافتی که فرد نسبت به زمین طی 
می کند )فاصلة فرد تا A0( برابر است با مجموع مسافت طی شده توسط تسمه )فاصلة A1 تا A0( با 
مسافت طی شده توسط فرد روی تسمه )فاصلة فرد تا A1(. بنابراین تابع حرکت این فرد نسبت به 
زمین به صورت مجموع دو تابع )t(    f و )g  )t خواهد بود. یعنی در زمان t، فاصلة  فرد از A0 به صورت 
)  h )t  ( = f  )t  ( + g   )t می باشد. سرعت حرکت این فرد نسبت به تسمه با مشتق گیری از تابع حرکت 
. همچنین سرعت حـرکت تسمه نسبت بـه زمین به صورت  ) (g t′ =

1
2 )g )t به دست می آیـد، یعنی 

( است. با مقایسة سرعت ها  (h t′ = +
13 2 f   ′)t( = 3 است. سرعت حرکت فرد نسبت به زمین به صورت 

)مشتق سه تابع( می توان دید سرعت فرد نسبت به زمین برابر است با مجموع سرعت فرد نسبت به تسمه 
و سرعت تسمه نسبت به زمین؛ یعنی مشتق مجموع این دو تابع با مجموع مشتق های آنها برابر است. 

سعید گفت: تابع های ارائه شده در فعالیت بالا همگی خطی بودند و مشتق هر کدام از آنها که سرعت را 
نشان می داد، مقدار ثابتی بود. آیا نتیجه ای که در این فعالیت گرفتیم، برای همة تابع ها برقرار است؟

دبیر گفت: با توجه به اینکه برای محاسبة مشتق باید از حدگیری استفاده شود و حد مجموع دو تابع با 
مجموع حدهای آنها برابر است، این ویژگی برای همة تابع ها برقرار است.

برای هر دو تابع مشتق پذیر، ویژگی زیر برقرار است:

مشتق مجموع دو تابع
فرض کنید ) x(    f و ) g  )x دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند. در این صورت تابع 

) h )x( = f      )x ( + g   )x در x = a مشتق پذیر است و داریم:
	

h′)a( = f   ′)a( + g ′)a(

قانون مشتق جمع دو تابع، برای مجموع بیشتر از دو تابع نیز برقرار است. از این قانون می توان برای 
پیدا کردن مشتق تابع های مختلف استفاده کرد.

مثال 1

 را به دست آورید. مشتق تابع h )x( = x  2 + 4x با دامنة

 f    ′  )x(  =  2x در نظر گرفت. می دانیم g   )x( = 4x و تابع خطی f   )x( = x2 این تابع را می توان مجموع تابع
و g  ′  )x(   =  4، بنابراین: 

h   ′)x( = f     ′  )x( + g  ′  )x( = 2x + 4

گفتگو
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امکان تعمیم قانون مشتق مجموع دو تابع، به مشتق حاصل ضرب دو تابع اولین سؤالی بود که توسط 
یکی دیگر از هنرجویان مطرح شد.

مسعود گفت: آیا برای به دست آوردن مشتق حاصل ضرب دو تابع، می توانیم  مشتق آنها را در هم ضرب 
کنیم؟

سعید گفت: این سؤال برای من هم پیش آمده بود. برای بررسی درستی این حدس، کی مثال برای خودم 
زدم و درستی آن را  بررسی کردم. تابع x( = x2(   f را به صورت  x .x  = )f   )x نوشتم و این حدس را 

آزمایش کردم. 
f   ′)x( =  1 × 1=1

اما دیده  بودیم f   ′)x( = 2x، پس تساوی بالا نادرست است و این حدس اشتباه بود.
دبیر گفت: بله. این مثال، حدس مسعود را رد می کند، یعنی کی مثال نقض برای آن است.

برای یافتن مشتق حاصل ضرب دو تابع می توان از تعریف مشتق استفاده کرد. در حالت کلی مشتق 
حاصل ضرب دو تابع به شکل زیر است.

مشتق حاصل ضرب دو تابع
فرض کنید )x(    f و )g  )x دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند. در این صورت تابع 

	)h )x( =  f    )x( . g   )x در x = a مشتق پذیر است و داریم:

h′ )a( = f   ′)a( . g )a( + f  )a( . g ′)a(

مثال 2

  به کمک مشتق حاصل ضرب دو تابع، مشتق تابع های x(  = x  2(   u و x 3  =  )v )x با دامنة
را به دست آورید.

 g   )x( =x و f   )x( =x در نظر گرفت. اگر قرار دهیم u   )x( =x . x را  به صورت u   )x( می توان تابع
داریم )x( = f     )x( . g     )x(   u. می دانیم 1 = )x(  ′    f و 1 = )g  ′  )x . بنابراین، مشتق تابع u در نقطة 

دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از :

u  ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 1 × x + x × 1 = 2x

و   f   )x(  =  x2 دهیم قرار  اگر  گرفت،  نظر  در   v   )x(   =   x  2.   x به صورت  می توان  را   v )x( تابع  همچنین 
x(  =  x(   g داریم )x( =  f    )x(  .  g   )x(  v. می دانیم 2x = )x(  ′   f و 1 = )g  ′  )x . بنابراین مشتق تابع v در 

گفتگو
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نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از:
v ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 2x . x + x2 × 1 = 3x2

مثال 3

} را به دست آورید. }− 0 ( با دامنه  (h x
x

=
7 مشتق تابع 

( در نظر گرفت. اگر قرار دهیم 7 = )x(   f )تابع ثابت(  (h x
x

= ×
17 می توان تابع )h )x را به صورت 

. بنابراین مشتق  ) (g x
x

′ = − 2
1 داریم: )x( = f    )x( g   )x( u. می دانیم 0 = )f    ′  )x و  ) (g x

x
=

1
 
و 

تابع h در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از:

) ( ) (. ) ( ) (. ) (h x f x g x f x g x
x x x

−′ ′ ′= + = × + × = −2 2
1 1 70 7

به طور کلی، اگر g تابعی مشتق پذیر و a یک عدد حقیقی باشد، می توانیم تابع )h )x( = ag   )x را در 
نظر بگیریم. با در نظر گرفتن تابع ثابت  f   )x( = a می توان تابع h را به صورت حاصل ضرب دو تابع 
f  و g در نظر گرفت. بنابراین مشتق تابع h در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو 

تابع عبارت است از:
h  ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 0 × g   )x( + ag   ′)x( = ag   ′)x(

مثال 4

( با دامنة )∞+  , 0( در نقطة دلخواه x مشتق پذیر باشد. مشتق  (f x x= فرض کنید تابع 
f را به دست آورید.

 ؛ با مشتق گیری از دو طرف تساوی داریم1: ) (. ) ( .f x f x x x x= = می توان نوشت: 

( )) (. ) (f x f x ′ =1
با استفاده از فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع خواهیم داشت:

f    ′ )x( .f   )x( + f   )x( .f    ′)x( = 1
 2f   ′ )x( .f   )x(  = 1 :بنابراین

. ) ( ) (f x
f x x

′ = =
1 1

2 2
یعنی: 

1ـ توجه داشته باشید که دو تابع مساوی مشتق پذیر، مشتق مساوی دارند.
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} برقرار است و به کمک مشتق حاصل ضرب  }− 0 x. که در 
x
=

1 1ـ با استفاده از تساوی 1

 را در نقطة دلخواه x  ≠0 به دست آورید.
x
1 دو تابع، مشتق تابع 

به کمک مشتق حاصل ضرب دو تابع، مشتق بسیاری از تابع ها را می توان یافت. در فعالیت زیر مشتق تابع 
f   )x( = ax  n را که a یک عدد حقیقی و n یک عدد طبیعی دلخواه است، به دست می آوریم. 

1  جدول زیر را کامل کنید.

x  5x 4x  3x  2xf  )x  (

......3x22x1f   ′)x  (

2  چه رابطه ای بین قانون )x(   f و ضریب و توان در )f    ′)x وجود دارد؟

n∈ و x( = x  n(   f ، قاعده ای برای یافتن )f    ′)x پیشنهاد دهید. 3  اگر 

n∈ و a یک عدد حقیقی و x( =  ax  n(   f، قاعده ای برای یافتن )f    ′)x پیشنهاد دهید. 4  اگر 

در فعالیت بالا، با کامل کردن جدول می توان دید وقتی n برابر با 1، 2، 3، 4 یا 5 است، مشتق تابع 
x( = x  n(   f به صورت nx   n  -1 = )f    ′)x  می باشد. این تساوی برای هر عدد طبیعی n نیز برقرار است. 

. f    ′)x( = nax   n  -1 :نیز داریم f   )x( = ax  n برای تابع
به کمک مشتق جمع تابع ها و مشتق تابع x  n می توان مشتق تابع چندجمله ای

f   )x( = x  n + x  n  -1 + ... + x   + 1

 .f    ′  )x( = nx   n  -1 + )n-1(x  n  -2 + ... + 1 را به دست آورد. در واقع

همچنین مشتق تابع چندجمله ای

f   )x( = anx  
n + an-1 x  n -1 + ... + a1x + a0

به صورت زیر است:
f    ′  )x( = nanx   n  -1 + )n-1( an-1x  n  - 2 + ... + a1

کار در کلاس1

فعالیت 2
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پس از آشنایی با روش محاسبة مشتق مجموع و حاصل ضرب دو تابع، این سؤال پیش آمد که مشتق 
تقسیم دو تابع چگونه به دست می آید؟

حمید گفت: بسیاری از تابع ها به صورت تقسیم دو تابع هستند. مشتق این گونه تابع ها را چگونه محاسبه 
می کنیم؟  

می توانید تابع   . g   )x(  ≠ 0 باشند و  D دو تابع مشتق پذیر با دامنة کیسان   g و   f دبیر گفت: فرض کنید 

( را با همان دامنة D در نظر بگیرید. اگر فرض کنیم تابع h مشتق پذیر باشد، با استفاده از  () ( ) (
f x

h x
g x

=

تساوی )f    )x(  =  h   )x( .  g   )x و مشتق حاصل ضرب دو تابع، می توان مشتق تابع h را به دست آورد. 
حمید گفت: من این مسئله را به شکل زیر حل کردم. برای سادگی محاسبه به جای )f    )x از f و به جای 

)f    ′)x از ′    f استفاده کردم.

f = h . g
f    ′ = h  ′ . g + h . g  ′

 را قرار دادم:
f
g به جای h معادل آن یعنی 

. .f
f h g g

g
′ ′ ′= +

.. f g
h g f

g
′

′ ′= −

. .. f g f g
h g

g
′ ′−′ =

. .f g f g
h

g

′ ′−′ = 2

دبیر گفت: محاسبة شما درست است.

مشتق تقسیم دو تابع
فرض کنید f و g دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند و به ازای هر x از دامنه، 

( نیز در x = a مشتق پذیر است و داریم:    () ( ) (
f x

h x
g x

= g   )x( ≠ 0. در این صورت، تابع 
	

) (. ) ( ) (. ) () (
) ) ((

f a g a f a g a
h a

g a

′ ′−′ = 2

گفتگو
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کار در کلاس2

مثال 5

} را در کی نقطة دلخواه از دامنة آن به دست  }− 1 ( با دامنة  (u x
x

=
−
1
1 مشتق تابع 

آورید.

و   f   ′)x( = 0 می دانیم   . ) () ( ) (
f x

u x
g x

= داریم:  بگیریم،  نظر  در  را   g  )x(  =  x  - 1 و   f  )x(  = 1 اگر 
g′ )x( = 1 . بنابراین مشتق تابع u در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق تقسیم دو تابع عبارت است از:

( )
) (. ) ( ) (. ) ( ) () (

) ( ) () (
f x g x f x g x x

u x
x xg x

′ ′− × − − ×′ = = = −
− −2 2 2

0 1 1 1 1
1 1

مثال 6

} را در کی نقطة دلخواه از دامنة آن به دست  }− −1 ( با دامنة  ( x
v x

x
=

+

2

1 مشتق تابع 
آورید.

. می دانیم f    ′  )x(  =  2x و  ) () ( ) (
f x

v x
g x

= اگر x( = x2(   f و x  + 1   =  )g  )x را در نظر بگیریم، داریم: 

g ′ )x(  =  1. بنابراین مشتق تابع v در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق تقسیم دو تابع عبارت است از:

( )
) (. ) ( ) (. ) ( ) () (

) ( ) () (
f x g x f x g x x x x x x

v x
x xg x

′ ′− × + − × +′ = = =
+ +

2 2

2 2 2
2 1 1 2

1 1
	

مشتق تابع های زیر را به دست آورید. دامنه های این تابع ها را بازة )∞+ , 0( در نظر بگیرید.
x( = x  2 - 4x + 5(   f )الف

  (ب ) (g x x x= +2 4

( (پ ( x x
h x

x
−

=
+

2 4
3 4  
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 را به دست آورید.مسائل 1  مشتق تابع های زیر با دامنة 

x( = x3 + 4x + 1(   f )الف

	
)x( = )x2 + 1()x2 - 3(   g )ب

	
( )پ  ( x

h x
x

+
=

+2
3 1

1   

2   قطاری در یک مسیر مستقیم و با سرعت ثابت از ایستگاه دور می شود فاصلۀ این قطار برحسب 

متر در لحظۀ t )برحسب ثانیه( از ایستگاه f     (t)   =  20t  +  5 است. ماشینی در جاده ای به موازات مسیر 
حرکت قطار، هم جهت با حرکت قطار از ایستگاه دور می شود. فاصلۀ این ماشین )برحسب متر( در 
لحظۀ t )برحسب ثانیه( g   (t)  =  t   2  +  20t   +  5 است. فرض کنید این وضعیت در بازۀ زمانی ]10 , 0[ 

برقرار باشد.

الف( فاصلۀ قطار را از ایستگاه و سرعت آن را در زمان های 10 و ٥ و t = 0 به دست آورید.
ب( فاصلۀ ماشین را از ایستگاه و سرعت آن را در زمان های 10 و ٥ و t = 0 به دست آورید.

پ( شکل زیر مکان  قطار و ماشین و سرعت آنها را در لحظه های t = 0 و t = 5 و t = 10 نشان 
می دهد.

f  (10)  =  205، سرعت f  (5)  =  105                              20، سرعت f  (0)  =  5         20، سرعت 20

g  (10)  =  305 ، سرعت g  (5)  =  130                                                              40، سرعت 30                  
  g  (0)  =  5، سرعت 20 

  فاصلۀ ماشین از قطار در لحظه های t = 0 به t = 5 و t = 10 به دست آورید.
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 در لحظه های t = 0 و t = 5 و t = 10 سرعت قطار ............ است ولی سرعت ماشین ............ است.
ت( یکی از مسافران قطار به ماشین نگاه می کند. به کمک تابع h (t )  =  g  (t )  -  f  (t ) سرعت دور 

شدن ماشین از قطار را از نظر مسافر در لحظۀ t به دست آورید.

٣   اگر f تابعی مشتق پذیر باشد، مشتق تابع u )x( = )f  )x((2 را برحسب f و ′  f به دست آورید. 

به کمک این رابطه مشتق تابع v )x( = )4x2 - 1(2 را به دست آورید.

٤   فلزها بر اثر گرما انبساط می یابند. فرض کنید یک قاب مستطیلی فلزی داریم که طول و 

( است. مقادیر  ( ) (g T T= +
1101 8 ( و  ( ) (f T T= +

115 1 8 عرض آن در دمایT به صورت 
T)دما( در بازة ]40 , 0[ است. T برحسب سانتی گراد و مقدار این تابع ها بر حسب سانتی متر 

است. 

g(T )

f(T )

الف( سرعت تغییر اندازة اضلاع را نسبت به تغییر درجة حرارت به دست آورید. 

ب( سرعت تغییر مساحت این مستطیل را نسبت به تغییر درجه حرارت به دست آورید.
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گفتگو

2ـ تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

سعید یاد گرفته بود که مشتق کی تابع، سرعت تغییرات تابع را نشان می دهد. اما او مشاهده کرد تابع هایی 
وجود دارند که مشتق آنها در برخی نقاط، عددی منفی است و برای او این سؤال پیش آمد که منفی شدن 

مشتق چه معنایی دارد؟
سعید گفت: من فکر می کردم که مشتق کی تابع در کی نقطه، سرعت تغییرات مقادیر تابع را در آن نقطه 
نشان می دهد. اما مشتق برخی تابع ها در برخی نقاط، عددی منفی است. منفی شدن مشتق، چه معنایی 

دارد؟
دبیر گفت: به نکتة خوبی توجه کردی. مشتق کی تابع در کی نقطه، چگونگی تغییرات تابع در نزدکیی های 

آن نقطه را نشان می دهد. با انجام فعالیت زیر می توانید این وضعیت را بررسی کنید.

فعالیت 3
1  تابع x( = x2(  f را با دامنة )∞+ , 0( در نظر بگیرید. جدول زیر برخی از مقادیر تابع را نشان 

می دهد. این جدول را کامل کنید.

0/5 	1 	5 	10 	30 	50 	ax

0/25 	1 	25 	... 	... 	... 	...f  )x (

٢  با افزایش مقادیر x ، مقادیر )x(  f )از لحاظ افزایش یا کاهش( چگونه تغییر می کنند؟

٣  مشتق این تابع را به دست آورید. علامت مشتق تابع در این نقاط چگونه است؟

٤  تابع x( = -x2(  g را با دامنة )∞+ , 0( در نظر بگیرید. جدول زیر برخی از مقادیر تابع را 

نشان می دهد. این جدول را کامل کنید.

0/5 	1 	5 	10 	30 	50 	ax

-0/25 	-1 	-25 	... 	... 	... 	...g )x (

٥  با افزایش مقادیر x، مقادیر )x(  g )از لحاظ افزایش یا کاهش( چگونه تغییر می کنند؟
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٦  مشتق این تابع را به دست آورید. علامت مشتق تابع در این نقاط چگونه است؟

٧  با توجه به نتایج بالا به نظر شما چه رابطه ای بین رفتار افزایشی یا کاهشی مقادیر یک تابع 

و علامت مشتق آن تابع برقرار است؟

در این فعالیت دو تابع خاص را بررسی کردید که یکی رفتاری افزایشی و دیگری رفتاری کاهشی 
تابع را می توانید در جدول زیر مشاهده کنید.  داشت. ویژگی های این دو 

x ( = x2( f  با دامنة )∞+ , x ( = -x2)0( g  با دامنة )∞+ , 0(تابع

نمودار

    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5     2    x

y

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

-2

-2/5

-3

-3/5
    -2      -1     0        1       2       3      4       

9

8

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

رفتار افزایشیرفتار کاهشیرفتار تابع

ویژگی رفتاری
کاهش  تابع  مقادیر  متغیر،  مقادیر  افزایش  با 

می یابند.
افزایش  تابع  افزایش مقادیر متغیر، مقادیر  با 

می یابند.

علامت مقادیر 
مثبتمنفیمشتق تابع

رابطه ای که بین رفتارهای تابع و علامت مشتق تابع در جدول بالا مشاهده می شود، برای تابع های دیگر 
نیز برقرار است. برخی تابع ها رفتاری افزایشی دارند )مانند تابع f در فعالیت )3((؛ یعنی با افزایش مقدار 
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متغیر، مقدار تابع نیز افزایش می یابد. مشتق این گونه تابع ها )در صورت وجود( در همة نقاط دامنة خود 
مثبت خواهند بود. اما، برخی تابع ها رفتار کاهشی دارند )مانند تابع g در فعالیت )3((؛ یعنی با افزایش 
مقدار متغیر، مقدار تابع کاهش می یابد. مشتق این گونه تابع ها )در صورت وجود( در همة نقاط دامنة 

خود منفی خواهد بود.
تابع هایی را که در دامنة خود رفتاری افزایشی دارند، تابع صعودی، و تابع هایی را که در دامنة خود 

رفتار کاهشی دارند، تابع نزولی می نامند. 

تابع های صعودی یا نزولی
فرض کنید f تابعی باشد که با افزایش مقدار متغیر 
از x1 به x2 )دو نقطة دلخواه در دامنة تابع(، مقدار 
تابع از )x1(  f به )f  )x2 افزایش یابد؛ در این صورت 
صعودی  یعنی  می نامند؛  صعودی  تابع  یک  را   f

بودن تابع f به معنای آن است که:
x

y

M

x 1 x 2

f( x )2

f( x )1

x

y

M

x 1 x 2

f( x )2

f( x )1

تعریف

تابع صعودی

تابع نزولی

 .f  )x1(   ≥   f  )x2( آنگاه x1 ≥ x2 باشند و f دو نقطه از دامنة x2 و x1 اگر

مقدار  افزایش  با  که  باشد  تابعی   f اگر  همچنین، 
متغیر از x1 به x2 )دو نقطة دلخواه در دامنة تابع(، 
مقدار تابع از )x1(  f به )f  )x2 کاهش یابد، در این 
صورت f را یک تابع نزولی می نامند؛ یعنی نزولی 

بودن تابع f به معنای آن است که:

.f  )x2(   ≥    f  )x1( آنگاه x1 ≥ x2 باشند و f دو نقطه از دامنة x2 و x1 اگر
اگر یک تابع صعودی مشتق پذیر باشد، مشتق آن در هر نقطه از دامنة خود مثبت یا صفر خواهد 
بود. همچنین، اگر یک تابع نزولی مشتق پذیر باشد، مشتق آن در هر نقطه از دامنة خود منفی 

یا صفر خواهد بود.
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مثال 7

 را به دست آورید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن تابع  مشتق تابع f    )x( = 3x با دامنة 
را بررسی کنید.

می دانیم مشتق تابع های خطی در همة نقاط، مقداری ثابت است که همان شیب خط )نمودار تابع( 
است، یعنی f    ′)x(  = 3   < 0. بنابراین مشتق این تابع در همة نقاط، مثبت است و دیده می شود که این 
 3x1 ≤ 3x2 آنگاه x1 ≥ x2 اگر ،x2 و x1 تابع در دامنة خود صعودی است. زیرا برای دو عدد دلخواه

.f  )x1(   ≥    f  )x2( یعنی

به طور کلی، همة تابع های خطی با شیب مثبت، تابع هایی صعودی هستند.

مثال 8

 را به دست آورید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن  مشتق تابع f    )x( = -2x با دامنة 
تابع را بررسی کنید.

می دانیم f    ′)x( = -2 > 0. بنابراین، مشتق این تابع در همة نقاط، منفی است و به سادگی دیده 
x1 ≥ x2  اگر ، x2  و x1 می شود که این تابع در دامنة خود نزولی است.  زیرا برای دو عدد دلخواه

.f  )x2(   ≥    f  )x1( 2- یعنیx2 ≤ -2x1 داریم 

به طور کلی، همة تابع های خطی با شیب منفی، تابع هایی نزولی هستند.

سعید گفت: آیا این نتیجه گیری درست است که مثبت بودن مشتق تابع، نشانة صعودی بودن و منفی بودن 
مشتق تابع، نشانة نزولی بودن تابع است؟

دبیر گفت: اگر دامنة تابع کی بازه باشد، نتیجه گیری شما درست است. در واقع، اگر مشتق کی تابع در 
نقاط کی بازه از دامنة تابع، مثبت باشد، تابع در آن بازه صعودی است. همچنین، اگر مشتق کی تابع در 
نقاط کی بازه از دامنة تابع، منفی باشد، تابع در آن بازه نزولی است. اما اگر دامنه، اجتماعی از بازه ها باشد، 

صعودی یا نزولی بودن تابع را باید مستقیماً بررسی کرد.به مثال صفحه بعد توجه کنید.

گفتگو
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مثال 9

 را در نظر بگیرید. وضعیت صعودی یا نزولی بودن این  { }− 0 ( با دامنة  (g x
x

=
1 تابع 

تابع را بررسی کنید.

. مشتق تابع g در همة نقاط دامنة خود منفی است. بنابراین، این تابع در بازه های  ) (g x
x

′ = − 2
1 دیدیم 

)∞+ , 0( و )0 , ∞-( که در دامنه 
قرار دارند، نزولی است. اما این تابع در 
تمام دامنة خود نزولی نیست، مثلاً اگر 
x1 = -1  و x2 =  3 داریم x1   > x2 ولی 

یعنی   . ) (g x =2
1
3 و   g  (x1) = -1

.g  (x1) < g   (x2)
که  می دهد  نشان  نیز  تابع  نمودار 
اگرچه این تابع در هر یک از بازه های 

نزولی نیست.  نزولی است ولی در تمام دامنة خود  )∞+ , 0( و )0 , ∞-( 

سعید گفت: اگر مشتق تابعی در برخی نقاط دامنة خود، مثبت و در برخی نقاط دیگر از دامنة خود، منفی 
باشد، در مورد وضعیت صعودی یا نزولی بودن این تابع چه می توانیم بگوییم؟

دبیر گفت: توجه داشته باشید که تابع ها، لزوماً همه جا صعودی یا همه جا نزولی نیستند. کی تابع ممکن 
است در قسمت هایی از دامنة خود صعودی باشد و در قسمت های دیگری نزولی باشد.

مثال 10

 را در نظر بگیرید. نمودار این تابع به شکل  تابع f   )x( = x2 با دامنة 
روبه رو است. مشتق این تابع به صورت f   ′  )x( = 2x است. علامت عدد 
2x همان علامت x است، در نتیجه مقادیر مشتق این تابع در بازة 
)0  ,  ∞-( منفی و تابع در این بازه نزولی است. همچنین مقادیر مشتق 
این تابع در بازة )∞+  ,  0( مثبت است و تابع در این بازه صعودی است. 
بنابراین، این تابع در کل دامنة خود نه صعودی و نه نزولی است، ولی 

در بازة )∞+  ,  0( صعودی و دربازة )0 , ∞-( نزولی است. 

گفتگو
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      -1     0        1       2       
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از  برخی  در  ولی  نزولی،  نه  و  باشند  نه صعودی  دامنة خود  در  تابع ها  است  کلی، ممکن  در حالت 
باشند.  نزولی  خود،  دامنة  از  دیگر  بازه های  برخی  در  و  صعودی  خود،  دامنة  بازه های 

بازه هایی که تابع در آنها صعودی است، مشتق تابع در آن نقاط، در صورت وجود، مثبت یا صفر است. 
برعکس، اگر مشتق یک تابع در یک بازه مثبت یا صفر باشد، تابع در آن بازه صعودی است. 

همچنین، بازه هایی که تابع در آنها نزولی است، مشتق تابع در نقاط آن، در صورت وجود، منفی یا 
صفر است. برعکس، اگر مشتق یک تابع در یک بازه منفی یا صفر باشد، تابع در آن بازه نزولی است.

مثال 11

مشتق تابع f   )x( =   -3 x2 + 6x با دامنة 
 را به دست آورید. مشتق این تابع در 
نقاطی منفی  نقاطی مثبت و در چه  چه 
است؟ این تابع در کدام بازه ها صعودی و 

در کدام بازه ها نزولی است؟

می دانیم f   ′)x( =   -6 x + 6 . برای تشخیص 
منفی  یا  مثبت  آنها  ازای  به   f   ′ که  نقاطی 
می شود، می توانیم نمودار آن را رسم کنیم و 
بازه هایی را که نمودار ′   f بالای محور طول ها 

یا زیر محور طول هاست، تعیین کنیم.
تابع ′   f  در x = 1 صفر است و برای x >1 ، مقادیر )x(′   f مثبت و برای x <1، مقادیر )f   ′)x منفی 
است. بنابراین، تابع f در بازة  ]1 , ∞-( صعودی و در بازة )∞+ , 1[ نزولی است. نمودار این تابع نیز 

این مطلب را نشان می دهد.

مثال 12

 را حساب کنید. مشتق این تابع در  ( با دامنة  ( ) (f x x x= − +31 12 53 مشتق تابع 
چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟ این تابع در کدام بازه ها صعودی و در کدام 

بازه ها نزولی است؟

یا  مثبت  آنها  ازای  به   f   ′ که  نقاطی  تشخیص  برای   . ) ( ) (f x x x′ = − = −2 21 3 12 43 می دانیم 
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که  را  بازه هایی  و  کنیم  رسم  را  آن  نمودار  می توانیم  منفی می شود، 
نمودار ′   f بالای محور طول ها )مثبت بودن مشتق( یا زیر محور طول ها 
روبه رو  به شکل   f   ′ نمودار  کنیم.  تعیین  است،  مشتق(  بودن  )منفی 

است. 
نمودار نشان می دهد که ′   f در بازه های ]2-  , ∞-( و )∞+ , 2[ مثبت 
است و تابع f در این بازه ها صعودی است. همچنین، ′   f دربازة  )2  , 2-( 
منفی است و تابع f در این بازه نزولی است. نمودار تابع f به شکل زیر 

است و نتایجی که به دست آوردیم در شکل دیده می شوند.

        -4     -2     0          2       4        
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       -6      -4      -2     0        2       4       6         
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 باشد و نمودار ′   g به شکل زیر باشد. 1ـ فرض کنید g تابعی مشتق پذیر با دامنة 
کار در کلاس3

      -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7     
x

y

2

1

-1

-2

الف( مقادیر ′   g در چه بازه ای مثبت و در چه بازه ای منفی است؟
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ب( تابع    g در کدام بازه ها صعودی و در کدام بازه ها نزولی است؟

پ( کدام یک از نمودارهای زیر می تواند نمودار    g باشد؟
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2ـ آیا تابعی می توان یافت که هم صعودی و هم نزولی باشد؟ مشتق چنین تابعی چه ویژگی 
دارد؟ با یک مثال نشان دهید.

سعید می دانست که در برخی نقاط، مشتق برخی تابع ها صفر می شود و این سؤال برای او پیش آمد 
که در این حالت تابع چه وضعیتی پیدا می کند.
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سعید پرسید: وقتی مشتق کی تابع در بازه ای از دامنۀ تابع مثبت یا منفی باشد، تابع در آن بازه صعودی 
یا نزولی است. اما، وقتی مشتق تابع در برخی نقاط صفر شود، وضعیت تابع در این نقاط به چه صورت در 

می آید؟
دبیر گفت: به نکتة بسیار خوبی اشاره کردی. وقتی مشتق کی تابع در کی نقطه صفر است، فقط می توانیم 
بگوییم خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه افقی است. برای تشخیص چگونگی رفتار تابع، باید دربارة 

مثبت یا منفی بودن مشتق تابع در قبل و بعد از آن نقطه تحقیق کنیم.

مثال 13

 را در نظر بگیرید. مشتق این تابع در چه نقاطی صفر  ) با دامنة  )f x x x= −31
3 تابع 

می شود؟ وضعیت تابع در این نقاط چگونه است؟

داریم f   ′)x( =  x2 - 1 و به ازای x = -1 و x = 1 مشتق 
f صفر می شود. با رسم نمودار ′   f می بینیم:

  برای x > -1 مقادیر )f   ′)x مثبت است.
  برای x > 1 < 1- مقادیر )f   ′)x منفی است. 

پس، f در سمت چپ x = -1 در حال افزایش و در سمت 
در نقطة   f x در حال کاهش است. پس،  راست 1- = 
x = -1 به بیشترین مقدار خود می رسد. با رسم نمودار 

f نتایج به دست آمده دیده می شوند. 

گفتگو

 -1                                   1        
x

y

همچنین:
  برایx > 1 < 1- مقادیر )f   ′)x منفی است.
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  برای x < 1 مقادیر )f   ′)x مثبت است. 
 f در حال افزایش است، بنابراین x = 1 در حال کاهش و در سمت راست x = 1 در سمت چپ f   ،پس

در نقطة x = 1 به کمترین مقدار خود می رسد. این نتیجه در نمودار تابع نیز دیده می شود.

مثال 14

 را در نظر بگیرید. مشتق این تابع در چه نقاطی صفر  ( با دامنة  ( ) (f x x= − 31 23 تابع 
می شود؟ وضعیت تابع در این نقاط چگونه است؟

داریم f   ′)x( = ) x -2( 2. بنابراین مقادیر مشتق مثبت هستند و فقط به ازای x = 2 مشتق f صفر 
می شود. بنابراین، در نقاط قبل و بعد از x = 2 مقادیر )f   ′)x مثبت است.

 x = 2 صعودی است. بنابراین، رفتار صعودی این تابع در نقطة x = 2 در سمت چپ و راست f ،پس
تغییری نمی کند. این تابع در کل دامنة خود صعودی است. 

تنها نکتة مهم در این نقطه آن است که خط مماس بر نمودار این تابع در نقطة x = 2 موازی محور 
طول هاست و نمودار تابع در نقطة اشتراک از میان این خط مماس می گذرد. یعنی، نمودار تابع در دو 
طرف خط مماس قرار می گیرد. نمودار این تابع و خط مماس بر آن در نقطة x = 2 به شکل زیر است.

2
x

y
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١  نمودار یک تابع به شکل زیر است. این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی مسائل

است؟

 -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5    4     4/5        
x

y

3/5

3

2/5

2

1/5

1

0/5

-0/5

٢  نمودار یک تابع با دامنة ]2 , 0[ به شکل زیر است. 

-1     0        1       2   
x

y

الف( این تابع در چه بازه هایی صعودی است؟

ب( آیا این تابع در کل دامنة خود صعودی است؟
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٣  نمودار یک تابع مشتق پذیر به شکل زیر است. 

     -2/5     -2   -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     
x

y
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2
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1

0/5

-0/5

الف( این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟

ب( مشتق این تابع در چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟

پ( مشتق این تابع در چه نقاطی صفر است؟

} را در نظر بگیرید.  }− 2 ( با دامنة  ( x
g x

x
=

−2 ٤  تابع 

الف( مشتق این تابع را به دست آورید.

ب( آیا نقطه ای وجود دارد که مشتق این تابع در آن نقطه صفر شود؟ 

پ( مشتق این تابع در چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟

ت( نمودار این تابع را با جئوجبرا رسم کنید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن تابع را از روی 
نمودار و مشتق آن توصیف کنید.
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  دامنة  با  مشتق پذیر  تابع  یک   g کنید  فرض    ٥

روبه روست. شکل  به   g   ′ نمودار  و  است 
الف( تابع g در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی 

نزولی است؟

ب( مشتق g در چه نقاطی صفر است؟ آیا تابع g در 
این نقاط نسبت به نقاط اطراف، به بیشترین یا کمترین 

مقدار خود می رسد؟

پ( کدام یک از نمودارهای زیر می تواند نمودار g باشد؟
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٦  نمودار یک تابع با دامنة ]5 , 0[ را رسم کنید که در بازة ]2, 0[ صعودی و در بازة ]5 , 2[ 

نزولی باشد؟

٧  قانون یک تابع با دامنة ]7 , 1[ را ارائه کنید که پیوسته باشد و در بازة ]3 , 1[ نزولی و در 

بازة ]7 , 3[ صعودی باشد.

استانداردهای ارزشیابی پودمان پنجم

عنوان پودمان
تکالیف عملکردی 

)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکرد 
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان پنجم: 
محاسبات 
مشتق و 
کاربردها

انجام محاسبات 
مشتق تابع ها با 

استفاده از قوانین 
مشتق گیری

تفسیر، و حل 
مسائل مرتبط 

با تغییرات 
متغیرها در 

تابع ها

بالاتر از 
حد انتظار

 تفسیر، مدل سازی و حل مسائل زندگی واقعی 
درسی(  کتاب  و  کلاس  در  نشده  حل  )مسائل 

مرتبط با تغییرات متغیرها در تابع ها
3

حد انتظار
 تفسیر، و حل مسائل مشابه مسائل حل شده 
تغییرات  با  مرتبط  درسی،  کتاب  و  کلاس  در 

متغیرها در تابع ها
2 توصیف و تفسیر 

رفتار صعودی و 
نزولی بودن تابع ها 
به کمک مشتق 

تابع ها
پایین تر از 
حد انتظار

برای  روابط  و  و کاربرد صحیح مفاهیم   درک 
محاسبه مشتق تابع ها

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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همکاران هنرآموز که در فرایند اعتبارسنجی این کتاب مشارکت نموده اند.

سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی جهت ایفای نقش خطیر خود در اجرای سند تحول بنیادین در آموزش و پرورش و برنامه درسی ملی 
جمهوری اسلامی ایران، مشارکت دبیران را به عنوان یک سیاست اجرایی مهم دنبال می کند. برای تحقق این امر در اقدامی نوآورانه سامانه تعاملی 
بر خط اعتبارسنجی کتاب های درسی راه اندازی شد تا با دریافت نظرات دبیران دربارۀ کتاب های درسی نونگاشت، کتاب های درسی را در اولین 
سال چاپ، با کمترین اشکال به دانش آموزان و دبیران ارجمند تقدیم نماید. در انجام مطلوب این فرایند، همکاران گروه تحلیل محتوای آموزشی 
و پرورشی استان ها، گروه های آموزشی و دبیرخانۀ راهبری دروس و مدیریت محترم پروژه آقای محسن باهو نقش سازنده ای را بر عهده داشتند. 
ضمن ارج نهادن به تلاش تمامی این همکاران، اسامی دبیران و هنرآموزانی که تلاش مضاعفی را در این زمینه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان 

را در بهبود محتوای این کتاب یاری کرده اند به شرح زیر اعلام می شود.

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف

مازندرانابراهیم خطیری1

سیستان و بلوچستانابوذر نخعی مطلق، مصطفی امیدی2

خوزستانافسانه نژادزاده3

آذربایجان شرقیاکرم سلامی، نسرین سربخشی4

آذربایجان غربیایرج پویا5

همدانبهروز اسکندری6

حجت رنگین، 7
 قزوینزهرا شمسی گل سفیدی

هرمزگانحسین باقرزاده8

اصفهانپیام سراجی،  فتحعلی فنایی نجف آبادی9
فارسحسین ایمانلو10

سمنانسینا نعمتی11
قمعفت شیخ زاده بیدگلی12
خراسان جنوبیفرزانه ثنائی نژاد13
کرمانمحسن امیری بیدمشکی14

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف

خراسان رضویمحمد طالبی، صدیقه گیلانی15
ایلاممهناز پیمان16
اردبیلمیکائیل صدقی17
البرزنرگس رشادتی جونبی18
چهارمحال و بختیاریکامران کبیری19
شهرستان های تهراناعظم دهقانی20
زنجانرباب افشاری 21

22

جعفری،  رویا  ضیاءالحق،  احسان 
محمّدرضا  میراولیایی،  مهرناز 
ناهید  رزّاقی،  رویا  قربانی، 
مینا  خانعلی،  سعیده  ابراهیم زاده، 
مهدی  فراهانی،  افسانه  غنی زاده، 
رضوانی نژاد،  جمیله  تیموری، 
الهام  حقانی،  لیلا  اسلام نژاد،  نگار 
مریم  بهمنی،  مهدی  آرمان فر، 

عزیزی، مهدی یزدان مهر

شهر تهران


