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حاصل ضرب، حاصل تقسیم
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آشنايیباشيبخطوط
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بخش اول: محاسبة مشتق تابع ها

اهداف بخش
آشناييباقوانينمشتقگيريجمع،ضربوتقسيمتابعها 1

آشنايیبامشتقتابعهایچندجملهای 2
محاسبةمشتقتابعهادرنقاطدادهشدهودلخواه 3

تابع مشتق تابع، دو تقسيم و حاصلضرب و مجموع مشتق کلیدی: واژه های 
چندجملهای

نگاه کلی به بخش
و حاصلضرب و مجموع مشتقگيری فرمولهای يادگيری بخش، اين هدف
حاصلتقسيموتابعوبهويژهآشنايیبامشتقتابعهایچندجملهایاست.درمورد
مشتقمجموعدوتابعاززمينةقانونجمعسرعتهادرفيزيكاستفادهشدهاست
ونهايتاًفرمولمشتقجمعدوتابعبيانشدهاست.درموردمشتقحاصلضرب
تابعهافقطفرمولآوردهشدهاستوكتابواردمحاسباتحدینشدهاست.با
محاسبه هم ديگری مشتقات مثالها در حاصلضرب مشتق فرمول از استفاده
شدهاندكههمكارآيیاينفرمولرانشانمیدهندوهمشيوةبهكارگيریاين
فرمولتمرينشدهاست.بهطورخاصبهمشتقتابعهایچندجملهایپرداخته
شدهاستكهنتيجهایازفرمولهایمشتقگيریمجموعوحاصلضربتابعها

است.
درآخراينبخشفرمولمشتقتقسيمدوتابعازطريقمشتقحاصلضربدو

تابعارائهشدهاست.

ورود به مطلب 
اينبخشبيشترجنبةمحاسباتیداردومفهومخاصوجديدیندارد.تااينجا،
محاسبةمشتقفقطازطريقتعريفقابلانجاماستوبايداينمسئلهرامطرح
سازيمكهاينعملدرموردتابعهایپيچيدهدشوارودربرخیمواردغيرعملی
است.مابايدراههایبهتریبرایمحاسبةمشتقبيابيم.باشناختمشتقتابعهای
سادهسعیمیكنيممشتقتابعهایپيچيدهتررابهدستآوريم.باذكرايننکات
را هنرجويان حدس و كنيد پرسش تابع دو مجموع مشتق مورد در میتوانيد
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بررسیكنيدوواردكتابشويد.
درموردمشتقحاصلضربوحاصلتقسيمدوتابعنيزباهمينروشمیتوانيد

عملكنيد.

فعالیت آموزشی
درابتدایاينبخشسعیشدهاستدريكزمينةواقعی،مجموعدوتابعومشتق
مجموعدوتابعارائهشود.زمينةانتخابشدهحركتيكقطاروحركتيكفرد
درداخلقطاراست.اينيكمسئلهسادةفيزيکیاستوبهقانونجمعسرعتها
معروفاست.تابعحركتفردنسبتبهزمينبهصورتمجموعتابعحركتفرد
نسبتبهقطاروتابعحركتقطارنسبتبهزميناست.سرعتفردنسبتبهزمين
نيزبهصورتجمعسرعتفردنسبتبهقطاروسرعتقطارنسبتبهزميناست.

دليلدرستیاينمطلبهمانقانونمشتقمجموعدوتابعاست.
برایدركدرستیاينقانونفعاليت)1(طرحشدهاست.

اهداف موضوعی 
دركتساویمشتقحاصلجمعدوتابعوحاصلجمعمشتقآنها.

فرایندها 
پيوندهاواتصالها)رياضیوخارجرياضی(.

ارتباطاتكلامی.
حلمسئله)مدلسازی(.

حل فعالیت 1
)0( fفاصلةنقطةA1)رویتسمه(راازنقطةA0)محلنصبپايةپيادهرو 1
رویزمين(درزمانt=0 نشانمیدهدو)g )0فاصلةفردراازنقطةA1در

زمانt=0نشانمیدهد.
A1فاصلةفردازنقطةg  )1(وt=1درزمانA0ازنقطةA1فاصلةنقطةf )1( 2
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درزمانt=1رانشانمیدهد.همچنين)f )1(+g )1فاصلةفردراازنقطةA0در
زمانt=1نشانمیدهد.

A0میباشد.اينتابعفاصلةفردازنقطة ( )h t t t= + 13 2 قانونتابعhبهصورت 3

)رویزمين(درزمانtرانشانمیدهد.
،tرویزمين(درزمان(A0نسبتبهنقطةA1سرعتحركتنقطة=f     ′)t( 4

،tرویتسمه(درزمان(A1سرعتحركتفردنسبتبهنقطة=g    ′)t(
)t(′    h=سرعتحركتفردنسبتبهنقطةA0)رویزمين(درزمانtمیباشد.

h   ′)t(=f     ′)t(+g   ′)t(:داريم ( )h t′ = + 13 2 و ( )g t′ = 1
2 f     ′)t(=3و 5

قانونمشتق و دارد فعاليتعموميت اين نتيجه دادهمیشود توضيح ادامه، در
مجموعدوتابعبيانمیشودودرمثالهايیتمرينمیشود.

وحدسهايی میشود مطرح هنرجويان توسط نيز تابع دو حاصلضرب مشتق
زدهمیشود.نهايتاًاززبانمعلممستقيماًقانونمشتقحاصلضربدوتابعبيان
میشودودرمثالهاتمرينمیشود.همچنينبهكمكفرمولمشتقحاصلضرب
دوتابعمشتقتابعهایخاصیبهدستمیآيدكهقوتاينقانونرانشانمیدهد.

درادامهبهكاردركلاس)1(میرسيمكهاينمفاهيمدرآنتمرينمیشوند.

حل کار در کلاس 1

داريم:f  )x(.g )x(=1بامشتقگيریاز ( )g x
x

= 1 1ـقرارمیدهيم:f)x(=xو
دوطرفتساویداريم:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x x g x g x
x x

′ ′ ′ ′+ = ⇒ × + × = ⇒ = − 2
1 10 1 0

 

ارائهشدهتابهكمكآنمشتقموردنظرمحاسبهشود،در ⋅ =1 1x
x

دراينجارابطة
يا...

x 2
1 صورتآمادگیهنرجويانمیتوانازآنهاخواستتامشتقتوابعینظير

راباارائةرابطهاینظيررابطةارائهشدهدراينسؤال،بهدستآورند.
تابعهايی تابعها،مشتق ازمشتقحاصلضرب باكاربردی ادامهدرفعاليت)2( در
بهصورتf     )x(=ax  nبهدستمیآيدكهپايهيافتنمشتقتابعهایچندجملهایاست.
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اهداف موضوعی 
آشنايیباروشمحاسبةمشتقتابعچندجملهای.

تقويتمهارتاستفادهازقوانينمشتقگيری.
فرایندها 
الگويابی

ارتباطاتكلامی
تعميمدادن

حل فعالیت 2
بامحاسبةمشتقتابعهایموجوددرجدولداريم: 1

)x  4(′=)x  3.x(′=)x  3(′.x+x  3.)x(′=3x   2.x+x3.1=4x  3 
)x   5(′=)x  4.x(′=)x  4(′.x+x  4.)x(′=4x3.x+x4.1=5x4 

جدولتکميلشدهبهصورتزيراست:

x5x4x3x2xf     )x(
5x44x33x22x1f     ′   )x(

توانxدر)x(′     fازتوانxدر)x(     fيكواحدكمتراستوضريب)f     ′)xهمان 2
توانxدر)f     )xاست.

برایبهدستآوردن)f     ′)xكافیاستيكواحدازتوانxدرfكمكنيموآنرا 3
)f     ′)x(=nx   n-1(.ضربكنيمnيعنیxدرتوان

چونa∈Rعددیثابتاستمیتواننوشت: 4

f )x(=ax   n⇒f    ′)x(=a)x   n(′=anx    n-1 
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درادامه،مشتقتابعهایچندجملهایبهصراحتبيانمیشوندوسپسمسئلة
مشتقتقسيمدوتابعمطرحمیشود.معلمراهحلیبرایيافتنمشتقتقسيمدو
تابعپيشنهادمیكندوطبقآنقانونمشتقتقسيمدوتابعبهدستمیآيد.اين
مطلبدرمثالهايیتوضيحدادهمیشوندودركاردركلاس)2(تمرينمیشوند.

حل کار در کلاس 2 
f′)x(=2x-4)الف

( )g x x
x

′ = + 42
2

ب(

( )( ) ( )( )
( )

x x x x
h x

x

− + − −′ =
+

2

2
2 4 3 4 3 4

3 4
پ(

حل مسائل 
فرایندها و مهارت ها : حل مسئله 1

x(=3x2+4(′f)الف 
x(=2x)x  2-3(+2x)x2+1(=4x3-4x(′g)ب 

)پ ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

x x x x x x x xh x
x x x

+ − + + − − − − +′ = = =
+ + +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 3 3 6 2 3 2 3

1 1 1  
فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصال 2

الف(

وضعيتقطارنسبتبهايستگاهازلحاظفاصله
( )
( )

( )

t f

t f

t f

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 105
10 10 205

وضعيتقطارنسبتبهايستگاهازلحاظسرعت
( )
( )
( )

t f

t f

t f

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 20
10 10 20
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ب(

وضعيتماشيننسبتبهايستگاهازلحاظفاصله
( )

( )
( )

t g

t g

t g

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 130
10 10 305

وضعيتماشيننسبتبهايستگاهازلحاظسرعت
( )
( )
( )

t g

t g

t g

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 30
10 10 40



پ(طبقمحاسباتانجامشدهفاصلهماشينازقطاردرلحظات0و5و10به
ترتيببرابر0و25و100)برحسبمتر(است.درهمهاينلحظاتسرعتقطار
افزايشاستوبه ثانيهاستولیسرعتماشيندرحال مقدارثابت20متربر

ترتيببرابر20و30و40متربرثانيهاست.

ت(فاصلةقطارازماشينباتابع
h)t(=g)t(-f   )t(=t 2+20t+5-20t-5=t2 

دادهمیشود.سرعتدورشدنماشينازقطاردرهرلحظةt)ازدامنةتابع(برابر
h′)t(=2tاست.

فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال 3

v′)x(=2f  )x(f     ′)x(
v)x(=)4x2-1(2⇒v′)x(=2)4x2-1(.)8x(=64x3-16x 

فرایندها و مهارت : حل مسئله ، پیوند و اتصال 4

( )g T′ = × =1 510 8 4 الف(

( )f T′ = × =1 1515 8 8 ب( 
S)T(=g)T(.f)T)  ⇒  S′(T) = g′(T). f   (T) + f     ′(T).g(T)=تابعمساحت

( ) ( ) ( ) ( )S T T T T′ = × + + × + = +5 1 15 1 75 115 1 101 14 8 8 8 2 8 
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بخش دوم:  تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

اهداف بخش
آشنايیبارفتارصعوديونزوليتابعها 1

برقراركردنرابطهبينرفتارصعوديونزوليوعلامتمشتقتابعها 2
دركوضعيتتابعدرنقاطيكهمشتقدرآننقطبرابرصفراست 3

مدلسازيوحلمسائلآشناوزندگيواقعيبهكمكمشتقوتفسيرچگونگي 4
تغييرات

واژه های کلیدی:تابعصعودی،تابعنزولی،علامتمشتق،صفرشدنمشتق

نگاه کلی به بخش 
هدفاينبخش،آموزشرفتارصعودیونزولیتابعهاورابطةاينمفهومباعلامت
مشتقتابعوبررسیرفتارتابعهاازطريقيافتنعلامتمشتقاينتابعهااست.تا
اينجا،مفهوممشتقبيشتربهعنوانسرعتتغييراتمقاديرتابعمطرحشدهاستو
بهعنوانيكعددمثبتمعنایقابلقبولیدارد.اينبخشباطرحاينسؤالآغاز

میشودكهمنفیشدنمشتقچهمعنايیدارد.
برایپاسخبهاينسؤالدريكفعاليتدوحالتمشتقمثبتومنفیدرمورد
نتيجه اين به را هنرجو تا میشود بررسی آنها نزولی و رفتارصعودی و تابعها
برساندكهمثبتومنفیشدنمشتقتابعهادرارتباطباصعودیونزولیبودن
آنهااست.پسازانجاماينفعاليت،ايننکاتبهطورصريحبيانمیشوندودر

مثالهايیتمرينمیشوند.
بهآنتوجهكردآناستكهعلامتمشتقوقتیوضعيت بايد نکتهمهمیكه
درطی باشد. بازه تابعيك دامنة كه رامشخصمیكند تابع نزولی و صعودی
مباحثاتیبينمعلموهنرجوبهايننکتهتوجهمیشودودرمثالهايیاهميت

ايننکتهگوشزدمیشود.
همچنين،ايننکتهمطرحمیشودكهيكتابعلزوماًهمهجاصعودیياهمهجا
نزولینيستوممکناسترویبرخیبازههاصعودیوبرخیبازههایديگرنزولی
و مطرحمیشود نيز تابع،صفرمیشود مشتق كه نقاطی نقش اينجا در باشد.

چگونگیوضعيتتابعدرايننقاطموردبررسیقرارمیگيرد.
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ورود به مطلب
دراينبخشدومفهومكليدیرفتارصعودیونزولیتابعهاوعلامتمشتقتابع
بايدطرحشوند.بايديكسؤالمهممطرحسازيمكههمزمانايندومفهومرادر
خودداشتهباشد.رفتارصعودیونزولیتابعهاراهنرجويانبهطورضمنیدرجاهای
ديگرهمديدهانداگرچهنامرسمیبراينمفاهيمانتخابنکردهباشند.پس،بهتر
استتمركزخودرابرعلامتمشتقتابعبگذاريمواينسؤالرامطرحسازيمكه
منفیشدنيامثبتشدنمقدارمشتقيكتابعچهمعنايیداردوچهچيزیرا
نشانمیدهد.برایپاسخبهاينسؤالبهتراستدرموردتابعهایخاصاينبررسی
انجامشودوحدسيههايیتوسطهنرجويانارائهشودواينحدسيههابررسیشوند.

فعالیت آموزشی 
اينبخشباپرسشازمعنایعلامتمشتقومنفیشدنمشتقآغازمیشود.در

فعاليت)3(سعیمیشودبهاينپرسشپاسخیدادهشود.

اهداف موضوعی 
دركارتباطبينعلامتمشتقتابعدريكبازهورفتارتابع)صعودیيانزولیبودن(.

كسبمهارتمحاسبةمشتق.
فرایندها :
بازنمايی

مقايسهكردن
ارتباطاتكلامی

حدسيهسازی

حل فعالیت 3
جدولتکميلشدهبهصورتزيراست: 1

a503010510/5x

a225009001002510/25f  (x)
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افزايشمیيابد. 2

x(=x2(′     fعلامت)x(′     fدر)∞+،0(مثبتاست. 3

جدولتکميلشده: 4

a503010510/5x

-a2-2500-900-100-25-1-0/25f  (x)

كاهشمیيابد. 5
x(=-2x(′     fعلامت)x(′     fدر)∞+،0(منفیاست. 6

تابع باشد مثبت دامنهاش در تابع يك مشتق علامت اگر میزنيم حدس  7
افزايشیواگرعلامتمشتقيكتابعدردامنهاشمنفیباشدتابعكاهشیاست.

درادامه،باتوضيحاتبيشتردرموردرفتارهایافزايشیوكاهشیتوابعونامگذاری
اين و مشتق علامت بين رابطة نزولی و صعودی تابعهای بهعنوان تابعها اين
ويژگیهابهطورصريحبيانمیشود.ايننکتهدرمثالهايیتوضيحدادهمیشود.
همچنينايننکتهمهمتذكردادهمیشودكهعلامتمثبتومنفیمشتقوقتی
نشاندهندةصعودیيانزولیبودنتابعاستكهدامنةتابعيكبازهباشد.درادامه،

ايننکاتدركاردركلاس)3(تمرينمیشوند.

دراينقسمتمیتواننمودارتابعراارائهكردوازهنرجوخواستازبينچند
نموداردادهشده،نمودارتابعمشتقراتشخيصدهد.يابادادننمودارمشتقيك
تابعازهنرجوخواسترفتارتابع)افزايشیياكاهشیبودنو...(راتوصيفكند.
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حل کار در کلاس 3
الف(مقادير(x(′gدربازة)0،∞-(منفیودربازة)∞+،0(مثبتاست. 1

ب(تابع(x( gدربازة)0،∞-(نزولیودربازة)∞+،0(صعودیاست.
پ(نمودارآخردرپايين.

دوحالتصدق درهر ثابت تابعهای نزولی، و تابعهایصعودی تعاريف در  2
میكنند.بنابراين،تابعهایثابتهمصعودیهستندوهمنزولی.فقطتابعهای
يا مثبت هم تابعها اين مشتق نزولی. هم و باشند همصعودی میتوانند ثابت
بزرگترازصفروهممنفیياكوچكتريامساویصفرند.يعنیمشتقاينتابعها

صفراست.

درادامه،وضعيتيكتابعدرنقاطیكهمشتقتابعدرآننقاطصفراستمورد
بحثقرارمیگيردودرمثالهايیوضعيتهایممکنتوضيحدادهمیشوند.

حل مسائل
فرایندها و مهارت ها : استدلال، بازنمایی  1

باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت:
دربازه)1،∞-(رفتارتابعافزايشیودربازة)1،3(رفتارتابعكاهشیودربازه

)∞+،3(رفتارتابعافزايشیاست.

فرایندها و مهارت ها : استدلال ، بازنمایی 2
الف(باتوجهبهنمودارمیتوانگفت،اينتابعدربازههای)0،1(و)1،2(رفتار

افزايشیداردورویاينبازههاصعودیاست.
ب(خير.باتوجهبهنمودارتابع،اينتابعاگرچهدرهريكازبازههای)0،1(و

)1،2(صعودیاستولیرویتمامدامنةخودصعودینيست.

فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی 3
الف(باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت:

دربازة)1-،∞-(نزولی،دربازة)1،0-(صعودی،دربازة)0،1(نزولیودربازة
)∞+،1(صعودیاست.

ب(مشتقتابعدربازة)1-،∞-(منفی،دربازة)1،0-(مثبتودربازة)0،1(منفی
ودربازة)∞+،1(مثبتاست.

پ(مشتقتابعدرنقاطx=-1،0،1صفرمیباشدودرايننقاطمشتقتغيير
علامتمیدهد.
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فرایندها و مهارت : حل مسئله ، استدلال ، بازنمایي 4

( ) ( )( )( )
( ) ( )
x x

f x
x x

− − −′ = =
− −2 2

1 2 1 2
2 2

الف(

f    ′)x(≠0خير.چون)ب
پ(مشتقتابعfدرهمهنقاطدامنةخود)}R-}2(مثبتاست.

ت(باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت،اينتابعدربازة)2،∞-(رفتارصعودی
داردومشتقتابعدراينبازهمثبتاست.همچنيندربازه)∞+،2(نيزتابع
صعودیاستومشتقآننيزدربازهموردنظرمثبتمیباشد.اماتابعرویكل

دامنةخودصعودینيست.
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فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله 5
الف(مشتقاينتابعدربازههای)0،∞-(و)∞+،2(مثبتاست،پسخودتابع
دراينبازههاصعودیاست.امامشتقاينتابعدربازة)0,2(منفیاست،پس

خودتابعدراينبازهنزولیاست.
ب(مشتقتابعدرنقاطx=0وx=2صفراست،زيرادرايننقاطنمودارتابع
مشتقمحورطولهاراقطعكردهاست.ازآنجاكهدرايننقاطتابعمشتقتغيير
علامتمیدهدووضعيتصعودیونزولیتابعدرايننقاطتغييرمیكند،تابعدر

ايننقاط)موضعاً(بهبيشترينياكمترينمقدارخودمیرسد.
پ(باتوجهبهنتايجقسمت)الف(شکلشماره)2(میتواندنمودارتابعgباشد.
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فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی 6
برایتابعموردنظرمیتواننمودارهایمختلفیرسمكرد.بهطورمثال:

y

x
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1
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2
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3 4

4

5

5

فرایندها و مهارت : استدلال ، حل مسئله 7
برایاينتابعمیتوانمثالهایمتفاوتیرامطرحكرد.بهطورمثال:

( )
x x

f x
x x

− + ≤ <
=  + ≤ ≤

10 1 3
2 1 3 7  

حتیمیتوانيديكتابعدرجهدومبنويسيدكهمشتقپذيرنيزباشد،برایمثال:
f )x(=)x-3(2 

تابعباقانونبالاودامنة]7, 1[يكجواباينمسئلهاست.




