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دست توانای معلم است که چشم انداز آینده ما را ترسيم می کند.

سَ سِرّه الشّریف( امام خمینی )قدِّ

دست توانای معلم است که چشم انداز آینده ما را ترسيم می کند.

هُ« سَ سِرُّ امام خمینی »قُدِّ
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از الزامات اجرای برنامه درسی، وجود محتوای آموزشی جهت تحقق نيازهای فردی و اجتماعی 
و اهداف نظام تعليم و تربيت می باشد. با توجه به تغييرات نظام آموزشی که حول محور سند 
مطلوب  به  موجود  از وضع  انجام شد چرخش های جدیدی  پرورش  و  آموزش  بنيادین  تحول 
صورت پذیرفت. از جمله به نقش معلم از آموزش دهنده صرف، به مربی، اسوه و تسهيل کننده 
یادگيری و نقش دانش آموز از یادگيرنده منفعل به فراگيرنده فعال، تربيت جو و مشارکت پذیر 
و نقش محتوا از کتاب درسی به عنوان تنها رسانه آموزشی به برنامه محوری و بسته یادگيری 
)آموزشی( نام برد. بسته یادگيری شامل رسانه های متنوعی از جمله کتاب درسی دانش آموز، 
کتاب همراه دانش آموز/ هنرجو، کتاب راهنمای تدریس معلم/ هنرآموز، نرم افزارهای آموزشی، 
.... می باشد که با هم در تحقق اهداف یادگيری نقش ایفا می کنند.  فيلم آموزشی و پوستر و 
انتقال دهنده و مرجعيت هنرآموز در  ایفاي نقش تسهيل گري،  کتاب راهنماي هنرآموز جهت 
نظام آموزشي برای هر کتاب درسی طراحي و تدوین شده است. در این رسانه سعی شده روش 
تدریس کلی و جلسه به جلسه به همراه تجهيزات، ابزارها و مواد مصرفی مورد نياز هر جلسه، 
نکات مربوط به ایمني و بهداشت فردي و محيطي آورده شود. همچنين نمونه طرح درس، تبيين 
پيچيدگی های یادگيری هنرجویان، هدایت و مدیریت کارگاه و کلاس در هنرستان، راهنمایی و 
پاسخ فعاليت هاي یادگيري و تمرین ها، بيان شاخص های اصلی جهت ارزشيابی شایستگی و ارائه 
بازخورد، اشاره به اشتباهات و مشکلات رایج در یادگيری هنرجویان و روش سنجش و نمره دهی، 
نکات آموزشي شایستگي هاي غيرفني، ایمنی، بهداشت و ارگونومی، منابع مطالعاتی، نکات مهم 
و  زماني و صلاحيت هاي حرفه اي  بودجه بندي  یادگيري،  در محيط  آموزش  و  اجرا  فرایند  در 

تخصصي هنرآموزان و دیگر موارد آورده شده است.
اميد است شما هنرآموزان گرامی با دقت و سعه صبر در راستای تحقق اهداف بسته آموزشی که 

با کوشش و تلاش مؤلفين گرانقدر تدوین و تأليف شده موفق باشيد.

دفتر تألیف کتاب هاي درسي فني و حرفه اي و کاردانش

سخنی با هنرآموز
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

فصل  اول



2

اهداف کلی پودمان

دركتابعچندضابطهاي 1
محاسبهمقدارهايتابعچندضابطهايدرنقاطدادهشدهازدامنةآن ٢

رسمتابعهايچندضابطهايساده)معادلههايخطودرجةدوم( ٣
مدلسازيوحلمسائلآشنابااستفادهازانواعتابعهايچندضابطهاي ٤

cosxوsinxدركرفتارتناوبيتابعهاي ٥
تابعهايsin xوcosxدربازة انتقالنمودار تابعهايمثلثاتيبهكمك رسم ٦

]0,2π[
محاسبةمقدارتابعهايمثلثاتيدرنقاطدامنه ٧
برحسبراديانبودنمتغيرتابعهايمثلثاتي ٨

cosxوsin xبرقراريارتباطبينحركترويدايرهونمودارتابعهاي ٩
10مدلسازيوحلمسائلآشنابااستفادهازانواعتابعهايمثلثاتي

دركتابعهاينمايي 11
تشخيصرفتارصعودييانزوليتابعهاينمايي 1٢

1٣محاسبهمقدارتابعنمايي
مدلسازيوحلمسائلآشنابااستفادهازانواعتابعهاينمايي 1٤

 نقشه مفهومی فصل اوّل 

انواع تابع ها

تابع های مثلثاتیتابع های چند ضابطه ایتابع نمایی

قانون، دامنه، جدول، رسم، کاربردها
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پیش نیازها 

آشنايیبامختصاتنقطهونمايشآندرصفحهمختصات
آشنايیبامفهومرابطهبينكميتها

آشنايیبامفهومتابع
آشنايیبامفهوممتغيردريكتابع
آشنايیباقانونودامنهيكتابع

آشنايیبابازنمايیهایمختلفتابع)بهويژهبازنمايیجدولیونموداری(
توانايیمحاسبهمقدارتابعدريكنقطهازدامنهآن،بااستفادهازقانونتابعونمودارآن

آشنايیبانمايشبازهایزيرمجموعههایاعدادحقيقی
مهارترسمنموداربانقطهيابی

مهارترسمنمودارتوابعدردامنههایمختلف
آشنايیبازاويهچرخش

آشنايیبانسبتهایمثلثاتیزاويههایدلخواه
آشنايیباواحدهایاندازهگيریزاويه،بهويژهراديان

آشنايیباشيبخط
توانايیبهدستآوردنشيبيكخطبهكمكنسبتهایمثلثاتیآن

آشنايیبااعدادتواندار
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بخش اول: تابع های چندضابطه ای

اهداف بخش
دركتابعچندضابطهاي 1

محاسبهمقدارهايتابعچندضابطهايدرنقاطدادهشدهازدامنةآن ٢
رسمتابعهايچندضابطهايساده)معادلههايخطودرجةدوم( ٣

مدلسازيوحلمسائلآشنابااستفادهازانواعتابعهايچندضابطهاي ٤
واژه های کلیدی:قانونتابع،دامنهتابع،تعريفتابع

نگاه کلی به بخش
تابعهای در اصلی نکته است. چندضابطهای تابعهای آموزش بخش اين هدف
چندضابطهایوجودقانونهایمتعددبرایمحاسبهمقدارتابعدرنقاطمختلف
ازدامنهتابعاست.هميننکتهكهقانونواحدیبرایمحاسبهمقدارتابعوجود
ندارددرشروعاينبخشبهصورتيكپرسشازطرفيکیازهنرجويانمطرح
شدهاست.احتمالاًهنرجويانممکناستتغييرقانونتابعرابهعنوانروشیبرای
تعريفقابلقبوليكتابعنپذيرندودراينموردسؤالاتیدرذهنآنهاايجادشود.
روشعمومیآموزشدراينكتاب،طرحسؤالوايجادانگيزهوسعیدرپاسخگويی
بهسؤالونهايتاًرسيدنبهآموزشمطلبموردنظراست.پسازطرحاينسؤال
فعاليتیمطرحمیشودكهانجامآنموجبساختهشدنيكتابعچندضابطهای
دريكزمينهطبيعیمیشود.بااينروشقابلقبولبودنتابعهایچندضابطهای

توجيهمیشودوبامثالهاوكاردركلاسهارویاينمفهومتمرينمیشود.

ورود به مطلب 
بهترين شد. چندضابطهای تابعهای مفهوم وارد میتوان متفاوتی شکلهای به
حالت،طرحمسئلهایاستكهحلآننيازمنداستفادهازتابعهایچندضابطهای
باشد.بههنگامحلاينمسئله،هنرجوخودشاينمفهومرابرایخودشمیسازد

وشماآنرانامگذاریمیكنيد.
راهمستقيمترآناستكهدريكدامنةخاصدردوقسمتازآندوخطمتفاوت
رسمكنيدكهنموداريكتابعباشدوازهنرجويانپرسشكنيدآيااين،نمودار

يكتابعاست؟قانوناينتابعچيست؟

راهديگرطرحپرسشنسبتبهقانونيكتابعاست.آيايكتابعمیتواندچندقانون
متفاوتداشتهباشد؟جوابطبيعیبهاينسؤالمنفیاست.ولیشماپرسشرا
اصلاحكنيدوتفاوتقانونرادرناحيههایمختلفمطرحكنيد.باادامهرونداين
بدفهمیهای رفع و جوابهایصحيح به هنرجويان هدايت و پاسخها و پرسش

احتمالینسبتبهمفهومتابع،شماخواهيدتوانستاينمفهومراآموزشدهيد.

فعالیت آموزشی
اينبخشباطرحسؤالازطرفيکیازهنرجويانآغازمیشودكهبهدليلنبود
گاز به نسبت گاز هزينه بودن تابع درباره گاز، هزينه محاسبه برای ثابت قانون
مصرفیدچارمشکلشدهاست.نهايتاًمعلمراهنمايیمیكندكهدرتعريفتابع

وجودقانونثابتموردنظرنيستوانجامفعاليت)1(خواستهشدهاست.

حل فعالیت )1(
 Df=]0,500[ 1

جدولتکميلشده: ٢

مصرفبرقدرماه500200100701050

هزينةبرقمصرفی)تومان(60000240001200003500000

.f   (x)=0:0ضابطه≥ x  >10الف(برای ٣
.f   (x)=50x:10ضابطه≥ x  >100ب(برای

.f   (x)=120x:100ضابطه≥ x ≥500پ(برای
.f    (37)=50*37=1850هزينةمصرف37كيلوواتبرقمیباشدوf   (37) ٤

.f   (120)=120*120=14400هزينةمصرف120كيلوواتبرقمیباشدوf   (120)

پسازاينفعاليتوجمعبندیآن،مفهومتابعچندضابطهایارائهمیشودودر
مثالهايیاينمفهومتوضيحدادهمیشود.سپسبهكاردركلاس)1(میرسيم.

حلفعاليت)1(



5

فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

راهديگرطرحپرسشنسبتبهقانونيكتابعاست.آيايكتابعمیتواندچندقانون
متفاوتداشتهباشد؟جوابطبيعیبهاينسؤالمنفیاست.ولیشماپرسشرا
اصلاحكنيدوتفاوتقانونرادرناحيههایمختلفمطرحكنيد.باادامهرونداين
بدفهمیهای رفع و جوابهایصحيح به هنرجويان هدايت و پاسخها و پرسش

احتمالینسبتبهمفهومتابع،شماخواهيدتوانستاينمفهومراآموزشدهيد.

فعالیت آموزشی
اينبخشباطرحسؤالازطرفيکیازهنرجويانآغازمیشودكهبهدليلنبود
گاز به نسبت گاز هزينه بودن تابع درباره گاز، هزينه محاسبه برای ثابت قانون
مصرفیدچارمشکلشدهاست.نهايتاًمعلمراهنمايیمیكندكهدرتعريفتابع

وجودقانونثابتموردنظرنيستوانجامفعاليت)1(خواستهشدهاست.

حل فعالیت )1(
 Df=]0,500[ 1

جدولتکميلشده: ٢

مصرفبرقدرماه500200100701050

هزينةبرقمصرفی)تومان(60000240001200003500000

.f   (x)=0:0ضابطه≥ x  >10الف(برای ٣
.f   (x)=50x:10ضابطه≥ x  >100ب(برای

.f   (x)=120x:100ضابطه≥ x ≥500پ(برای
.f    (37)=50*37=1850هزينةمصرف37كيلوواتبرقمیباشدوf   (37) ٤

.f   (120)=120*120=14400هزينةمصرف120كيلوواتبرقمیباشدوf   (120)

پسازاينفعاليتوجمعبندیآن،مفهومتابعچندضابطهایارائهمیشودودر
مثالهايیاينمفهومتوضيحدادهمیشود.سپسبهكاردركلاس)1(میرسيم.

حلفعاليت)1(
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حل کار در کلاس )1(
Df =]-2,7[الف(دامنه 1

f   (5)=-3,f   (4)=-2,f   (2)=3,f   (1)=3,f   (-1)=0)ب
پ(نمودارتابع:

 -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8      

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

Df =]0,100[دامنه ٢
ضابطه:

( ) ( )
( )

x

f x x x

x x

                               ≤ <
= −                 ≤ ≤
 + −     < ≤

0 0 5

200 5 5 50

9000 300 50 50 100



كهسادهشدةآنبهصورتزيراست:

( )
x

f x x x

x x

                             ≤ <
= −             ≤ <
 −            ≤ ≤

0 0 5

200 1000 5 50

300 6000 50 100



به ( )f x
1000

رارسمكنيم.نمودار ( )f x
1000

برایرسمبهترنموداراينتابعبهتراست
شکلصفحهبعداست.
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حل مسائل
مهارت ها و فرایندها : استدلال، بازنمایي 1

( )
x x

f x
x x

−      <
=         ≤

0

0


 -10     0      10     20     30     40     50    60     70     80    90    100

40

30

20

10

-10

x

y

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

( )
x x

g x
x

− +      <
= −           ≤

1 0

1 0  

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

6

5

4

3

2

1

-1

x

y



8
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مهارت ها و فرایندها : بازنمایی، استدلال ٢
باتوجهبهنموداردادهشده،دربازه]1-,4-[قانونتابعبهصورتf     (x)=-3)تابعثابت(
است.دربازه)1,2-(قانونتابعبهصورتf     (x)=2)تابعثابت(میباشد.دربازه]2,4[،
قانونتابعبهصورتf     (x)=x+1میباشد.برایپيداكردنقانونتابعخطیكافيست
ازروینمودار،شيبخطمشخصشودوباامتداددادنخطمحلبرخوردآنبامحور

عرضهامشخصشود.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

مهارت ها و فرایندها : بازنمایی ها، استدلال ٣
الف(دامنهتابعg،]3,5-[میباشد.

ب(باتوجهبهاينکه2-دربازه(3,1-[
است،ودراينبازه،قانونتابعبهصورت

g  (x)=-x2استداريم:

g  (-2)=-(-2)2=-4
برایمحاسبهمقدارتابعدرx=1،دراين
نقطه،قانونتابعبهصورتg  (x)=-2است.

.g  (1)=-2پس
چون3دربازه]1,5)قراردارد،وقانون
g  (x)=-x  +3بهصورت بازه اين روی تابع

است،نتيجهمیشود:
g  (3)=-(3)+3=0

پ(دربازه(3,1-[،قانونتابعبهصورتg  (x)=-x2استونمودارآنرادراينبازه

  
 − 

1

2
رسممیكنيم.درx=1،قانونتابعبهصورتg  (x)=-2ونمودارآن،نقطة

است.دربازه]1,5)،قانونتابعبهصورتg  (x)=-x  +3استونمودارآنقسمتیاز
خطاستكهآنرادراينبازهرسممیكنيم.

مهارت ها و فرایندها : استدلال، بازنمایي ٤
بهصورت تابع قانون )-∞,-1[ بازه در
اين در را آن نمودار است، f(x)  =x  2-1
منظور اين )برای میكنيم. رسم بازه
واحد يك را y=x2 تابع نمودار میتوان
از پايينمنتقلكردهوسپسبخشی به
نموداركهدربازة]1-,∞-(استرادرنظر
گرفت.مانندبالادربازه)1,1-(قانونتابع
بهصورتf(x)=1-x  2 است،نمودارآنرا
دراينبازهرسممیكنيم.برایاينمنظور

میتواننمودارتابعf(x)=-x2رايكواحدبهبالامنتقلكنيموسپسبخشیاز
نمودارراكهدربازة)1,1-(قرارداردرادرنظرگرفت.دربازة(∞+,1[قانونتابع
بهصورتf(x)=x  2-1كهبرایقسمتاولآنرارسمكردهايم،حالبخشیازآن

راانتخابمیكنيمكهدربازه(∞+,1[قرارداشتهباشد.
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مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، پیوندها و اتصالات، استدلال  ٥
اگرxتعدادكارتهایخريداریشدهوf   (x)هزينهپرداختشدهبرحسبهزارتومان

باشد؛باتوجهبهجدولدادهشدهداريم:

( ) ( )
( )

x x

f x x x

x x

                            ≤ ≤
= + −              ≤ ≤
 + −               ≤ ≤

3 0 10

30 2 10 11 20

50 20 21 40



بهصورت را تابع اين دامنة اگر است. تابعمجموعة}40,…,0,1,2{ اين دامنة
بازة]0,40[درنظربگيريم،نمودارآنبهشکلزيراست.البته،دامنةاينتابع
از نقطةگسسته تعدادی بهصورت واقعیآن نمودار مجموعهایگسستهاستو

نمودارزيراستكهبرخینقاطآندرشکلزيرمشخصشدهاست.

70

60

50

40

30

20

10

10 20 30 40

مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، پیوند و اتصالات  ٦
باتوجهبهاينکهtزمانسپریشدهپسازتزريقانسولينبرحسبساعتمیباشد

وباتوجهبهاينکهزمانتزريقساعت7صبحبودهاست،داريم:
الف(درساعت8صبح،يكساعتاززمانتزريقگذشتهاستودرنتيجهt=1.با

توجهبهقانونتابعمیتوانگفت:
از ساعت يك از پس انسولين سطح ديگر عبارت به f   (1)=40*1+100=140

تزريق140میباشد.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

ب(درساعت11صبح،سهساعتاززمانتزريقگذشتهاست،بنابراينt=4وبايد
f   (4) =220:طبقضابطةدومتابععملكنيموداريم

پ(درساعت4بعدازظهر،نهساعتاززمانتزريقگذشتهاست،بنابراينt=9و
f   (9) =-80*9+860=140:بايدطبقضابطةسومتابععملكنيموداريم

بنابراين اززمانتزريقگذشتهاست، ت(درساعت6بعدازظهر،يازدهساعت
f   (11)=60:وبايدطبقضابطةچهارمتابععملكنيموداريمt=11

مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، بازنمایی های چندگانه، استدلال کردن،  ٧
پرورش تفکر بصری 

توابعبسياریرامیتوانمثالزدكهبهطورنمونهدرزيريكموردآمدهاست:
y

x

1

1

-1

-1

-2

-2

2

2

3

استدلال  چندگانه،  بازنمایی های  مسئله،  حل   : فرایندها  و  مهارت ها   ٨
کردن 

زندگی از مختلفی وضعيتهای
روزمرهرامیتوانمثالزد.بهطور

نمونهمیتوانگفت:
اگرمحورxهازمانسپریشده
yها محور و ساعت حسب بر
فاصلههنرجو)برحسبكيلومتر(
تامنزليکیازدوستاناوباشد،
میتوانگفت:هنرجويیصبحاز
منزلخارجمیشودتابهمنزل

دوستخودبرود.پسازيكساعتكهبهطوريکنواختراهرفتهاستباطی2ساعت
بهخانهدوستخودمیرسد.3ساعتدرمنزلدوستخودمیماندوسپسبهخانه

بازمیگرددوپسازيكساعتبهمنزلمیرسد.
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 مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، بازنمایی های چندگانه، استدلال کردن،  ٩
پرورش تفکر بصری 

مطابقباآخرينمصوبهوزيرنيرو،تعرفههایبرقوشرايطعمومیآنهابرایكليه
مشتركينتحتپوشششركتهایبرقمنطقهایوتوزيعنيرویبرقبرایاجرااز

تاريخ95/5/1بهشرحزيراست:

1ـ2ـتعرفهماههایگرمدرمناطقگرمسير11ـ1ـتعرفهمناطقعادیوماههایغيرگرممناطقگرمسير

متوسطانرژیمصرفیماهانه
)كيلوواتساعتدرماه(

قيمتپايههر
كيلوواتساعت)ريال(

متوسطانرژیمصرفیماهانه
)كيلوواتساعتدرماه(

قيمتپايههر
كيلوواتساعت)ريال(

0150تا04501000تا100

166مازادبر1000تا5351500مازادبر100تا200

180مازادبر1500تا11252000مازادبر200تا300

750مازادبر2000تا20353500مازادبر300تا400

1351مازادبر3500تا33454500مازادبر400تا500

1736مازادبر4500تا39366000مازادبر500تا600

2025مازادبر44466000مازادبر600

تعرفهشماره1:مصارفخانگی

1ـ4ـتعرفهماههایگرمدرمناطقگرمسير13ـ3ـتعرفهماههایگرمدرمناطقگرمسير2

متوسطانرژیمصرفیماهانه
)كيلوواتساعتدرماه(

قيمتپايههر
كيلوواتساعت)ريال(

متوسطانرژیمصرفیماهانه
)كيلوواتساعتدرماه(

قيمتپايههر
كيلوواتساعت)ريال(

0975تا03301000تا1000

976مازادبر1000تا7501500مازادبر1000تا1500

1736مازادبر1500تا12752000مازادبر1500تا2000

1836مازادبر2000تا15753500مازادبر2000تا3500

2025مازادبر3500تا18764500مازادبر3500تا4500

2176مازادبر4500تا20256000مازادبر4500تا6000

2335مازادبر21766000مازادبر6000
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

1ـ5ـتعرفهماههایگرمدرمناطقگرمسير4

متوسطانرژیمصرفیماهانه
)كيلوواتساعتدرماه(

قيمتپايههر
كيلوواتساعت)ريال(

0361تا100

421مازادبر100تا200

750مازادبر200تا300

1200مازادبر300تا400

1726مازادبر400تا500

2251مازادبر500تا600

2701مازادبر600

حداكثربهایپرداختیبدوناحتساباضافهپرداختیوتخفيفبند1ـ1شرايط
اختصاصیبهازایهركيلوواتساعتبهطورمتوسطدرمناطقعادیوماههای
غيرگرممناطقگرمسير1650ريالودرماههایگرممناطقگرمسير1650

ريالمیباشد.

شرایط اختصاصی مربوط به مصارف خانگی  
1ـ1ـبهمنظورتشويقمشتركينبرایجابهجايیمصرفازساعاتاوجبار،پس
اوج اضافهپرداختیمصارف براساسجداولفوق، بهایبرقمصرفی ازمحاسبه
لوازم دارای كه مشتركينی از دسته آن برای بار اوج غير مصارف تخفيف و بار

اندازهگيریچندزمانهمیباشندبهشکلزيرمحاسبهمیشود:

کل مصرف اوج بار در دوره × ٤٥0 ریال = اضافه پرداختی مصارف اوج بار

)برای مشترکینی که دارای لوازم اندازه گیری سه زمانه می باشند(کل مصرف کم باری در دوره× ٣٣٥ ریال 
= تخفیف مصارف

غیر اوج بار )برای مشترکینی که دارای لوازم اندازه گیری دو زمانه می باشند( کل مصرف غیر اوج بار در دوره ×٩0 ریال

و سوم يك باضريب 1 گرمسير مناطق گرم ماههای برای فوق ارقام : تبصره 
مناطقگرمسير2و3و4باضريبدوسوممحاسبهمیشود.
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1ـ2ـبهایبرقمشتركينجانباز25درصدوبيشتردرمناطقعادیوگرمسير
بهترتيبباكسر80و100كيلوواتساعتازمتوسطمصرفماهانهانرژیبرق

آنهامحاسبهمیگردد.
1ـ3ـبهتشخيصهيئتمديرهشركتمیتوانبرایخانوارهايیكهدريكواحد

مسکونیزندگیمیكنندكدخانواربهشرحزيردرنظرگرفت:

مصرف ماهانه قرائت شده
=  متوسط مصرف ماهانه مبنای صدور 

کد خانوار  صورت حساب برای هر یک از خانوارها   

تعداد خانوار ساکن در یک واحد مسکونی = کد خانوار )حداکثر برابر ٥(

1ـ4ـبهایبرقماهانهبافروشبرایمصارفروستايیبراساسجدولتعرفههای
خانگیبرحسبمورد،محاسبهودريافتمیگردد.مصرفهرمشتركبهشرح

زيرتعيينمیشود:
تعدادمشتركدركلمصرفماهانهكنتوراشتراكی=متوسطمصرفمشترك

تبصره 1:بهمنظورتأمينهزينههایاداریبرقروستاشركتبهازایهرمشترك
مبلغ2220ريالازمبلغصورتحسابكسرمینمايد.

تبصره ٢ :شورایاسلامیروستا)نگهدارندهشبکهبرق(مکلفاستبهایبرق
تحويلیبهمشتركينرابرحسبموردبراساستعرفههایمربوطه)5،4،3،2،1(

محاسبهوازمصرفكنندگاندريافتنمايد.
1ـ5ـدورهزمانیومحدودهتحتپوششمناطقگرمسير1،2،3و4طبقجدول

صفحهبعدتعيينمیشود:
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

مدت محدوده تحت پوششمنطقه 
دوره زمانی)ماه(

گرمسير
)2(

و هرمزگان و بوشهر خوزستان، استان شهرستانهای كليه
اولفروردينتاپايانآذر9شهرستانهایچابهاروكاركوشهرستاندهلران

شانزدهمفروردينتا7شهرستانهایدوگنبدانوليکك
پانزدهمآبان

شهرستانهایلامرد،مهرهجيرفت،كهنوج،قلعهگنج،عنبرآباد،
اولفروردينتا7رودبارجنوب،قوچانوبخشلارياب

پايانمهر

اولارديبهشتتا6شهرستانهایمهران،نورشهر،آبادانوشهرستانهاینيكشهر
پايانمهر

اولخردادتاپايانمهر5شهرستانلارستان،عنجوگولش

اولخردادتاپايانمرداد4شهرستانهایايرانشهروسريار،كارزينوفراشبند

اولتيرتاپايانشهريور3شهرستانگنبد

مردادوشهريور2شهرستانهایكازرون،خشتوكمارج،جهرم،دارابوزريندشت

شهرستانهایماهدشت،چرام،ارزون،شاهمران،بم،فهرج،زابل،
اولارديبهشتتا6رهك،هيرمندونيمروز

پايانمهر

ارديبهشت،خردادومهر3شهرستانايذه

ارديبهشت،شهريور3شهرستانهایايرانشهر،شيراز،قير،كارزينوفراشبند
ومهر

خردادوتير2شهرستانهایكازرون،خشتوكمارج،جهرم،دارابوزريندشت

ارديبهشت1شهرستانلارستان،خنجوگرنی

گرمسير
)3(

روستاهای قصرشيرين، گيلانغرب،سرپلذهاب، شهرستانهای
اولارديبهشتتا3سرقلعهوجمگران

پايانمهر

اولخردادتاپايانشهريور4استانقم

اولخردادتا15شهريور3/5شهرستانهایگنبد،كلاله،مينودشتوآققلا

اولخردادتاپايانمرداد3شهرستانطبس

اولتيرتاپايانشهريور3شهرستانپلدختر

تيرومرداد2شهرستانممسنیونورباف
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گرمسير
)4(

اولخردادتا6شهرستانوسلم
پايانشهريور

شهرستانهای استثنای به گلستان استان شهرستانهای كليه
وآققلا( مينودشت اولخردادتا15شهريور3/5)گنبد،كلاله،

اولتيرتاپايانشهريور3شهرستانهایحصرآباد،پارسآباد،اسلاندوزوپلهسواروارگه

اولخردادتاپايانمرداد3شهرستانهایبافقوميرجاوه

و ديلمان )ماسوله، استثناء به گيلان استان شهرهای كليه
جيرنده(،كليهشهرستانهایاستانمازندرانبهاستثناء)بلده،
رينه،مجوره،محمودآباد،كياسر،مرزنآباد،كلاردشتوآلاشت(

15خردادتا15شهريور3

بيابانك، و خور بيدگل، و آران كاشان، گرمسار، شهرستانهای
اردكان،فساوسيروان اولتيرتاپايانمرداد2ساوهوزرند،يزد،شلگر،ميبد،

ارديبهشتوشهريور2شهرستانطبس

خردادوشهريور2شهرستانممسنی)نورآباد(

1ـ6ـدرمناطقگرمسير؛درصورتحسابهايیكهدورةمصرفآنهاشاملايام
گرموغيرگرممیباشد،انرژیمصرفیبراساسنسبتضرايبجدولزيرمحاسبه

میشود.

ضریب ایام غیر گرم ضریب ایام گرممنطقه گرمسیر 

41منطقهگرمسيريك

31منطقهگرمسيردو

21منطقهگرمسيرسه

1/31منطقهگرمسيرچهار

باتوجهبهجداولدادهشدهمیتوانتابعچندضابطهایهزينهمصرفبرقبرحسب
ميزانمصرفبرقدرماهرادرهرمنطقهازكشورنوشت.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

بخش دوم: تابع های مثلثاتی 

اهداف بخش
cosxوsinxدركرفتارتناوبيتابعهاي 1

٢ رسمتابعهايمثلثاتيبهكمكانتقالنمودارتابعهايsinxوcosxدربازة
]0,2π[

٣ محاسبةمقدارتابعهايمثلثاتيدرنقاطدامنه
٤ برحسبراديانبودنمتغيرتابعهايمثلثاتي

cosxوsinx٥ برقراريارتباطبينحركترويدايرهونمودارتابعهاي
٦ مدلسازيوحلمسائلآشنابااستفادهازانواعتابعهايمثلثاتي

واژه های کلیدی:مختصاتنقطه،زاويهچرخش،نسبتمثلثاتی

نگاه کلی به بخش 
هدفاينبخش،آشنايیباتابعهایمثلثاتیاست.دراينبخشبرایرسيدنبه
تابعهایمثلثاتی،مانندسالقبل،اززمينهحركتچرخوفلكاستفادهشدهاست.
دراينجا،رابطةدوكميتزاويةچرخشيككابينوارتفاعكابينازسطحزمين
اينپرسشپاسخدادهمیشود. به موردپرسشقرارمیگيردودريكفعاليت
مثلثاتی تابعهای ادامه، در و است مثلثاتی تابع يك يافتن فعاليت اين نتيجه
صعودی رفتارهای و نموداری لحاظ از بيشتر جزئيات با cosx و sinx اساسی
تابعهای اين ارتباطبيننمودار نزولی،موردبررسیقرارمیگيرند.همچنين، و

اساسیوحركترویمحيطيكدايرهتوضيحدادهمیشود.

ورود به مطلب
بهترينشروعتابعهایمثلثاتی،ارائهيكزمينهمناسباستكهدرآندوكميت
مرتبطحضورداشتهباشندكهدرقانونتابعتوصيفكنندهاينرابطه،نسبتهای
مثلثاتیبهكاررفتهباشد.دركتاباززمينهحركتچرخوفلكوكميتهایزاوية
مثلثاتی تابع يافتن از است.پس استفادهشده زمين ازسطح ارتفاع و چرخش
توصيفنموداریتابعوتغييراتمقاديرتابعوهمزمانتفسيرمعنایآندرزمينه

ارائهشدهمیتواندآموزشمناسبیازتابعهایمثلثاتیباشد.
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فعالیت آموزشی
اينبخش،سؤالیتوسطيكهنرجومطرحمیشودكهپاسخآندر ابتدای در

فعاليت)2(بهدستمیآيد.
اهداف موضوعی:

دركمفهومتابعمثلثاتی.
فرایندها:

مدلسازی.
پيوندهاواتصالات)رياضیوخارجرياضی(.

حل فعالیت )٢(
درنقطةابتدایحركتكهزاويةچرخشصفراست،ارتفاع10متراست. 1

٢ درمثلثقائمالزاويةOCBبااستفادهازتعريفسينوسزاويههایتندداريم:
BC =10sinx

h =BC  +CH  =10sinx  +10 ٣
دراينحالتداريم: ٤

h  =BH  =BC  +CH  =10sin(π-x)+10=10+10sinx 

10

xπ − 10

x

C O
A

H

B

سطح زمین
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

اين دامنة است. شده ساخته مثلثاتی تابعهای از نمونهای فعاليت اين از پس
تابعهابستگیبهموقعيتووضعيتیداردكهاينتابعهابرایتوصيفآنهاساخته
میشوند.بنابراين،درموردهرتابعمثلثاتیبايدجداگانهدامنةآنهاراموردبررسی
آنها متغير قرارداد، طبق كه است آن مثلثاتی تابعهای در مهم نکتة داد. قرار

زاويهایبرحسبرادياناست.
پسازذكرمثالهايیبهعنوانتمرينوتثبيتيادگيری،كاردركلاس)2(مطرح

میشود.

حل کاردرکلاس )٢(
الف(ازآنجاكهچرخوفلك5دورچرخيدهاستوبهازایهردور،زاويهچرخش

D  =[0,10π):2راديانبيشترمیشود،دامنةاينتابععبارتاستازπ

. ( )f
π =15
6

رانشانمیدهد. π
6
ارتفاعكابيندرزاويةچرخش ( )f

π
6

ب(

كابيندرسطح , , , ,π π π π ππ +   π +   π +   π +   3 3 3 3 3
8 6 4 2

2 2 2 2 2
پ(درزاويههای

زمينقرارمیگيردوارتفاعصفراست.
،دراينحالت،كابيندربالاترينارتفاعقراردارد. ( )f

π = 20
6

ت(

درادامهتابعمهمsinxموردبررسیقرارمیگيرد.ابتدادرفعاليت)3(رفتاراين
تابعبررسیمیشود.

اهداف موضوعی:
.sinxشناخترفتار)صعودی/نزولی(تابع

.sinxآشنايیباجدولتغييراتتابع
كسبمهارترسمنمودارتقريبیتابعsinxازطريقنقطهيابی.

فرایندها:
پيوندهاواتصالات)رياضیوخارجرياضی(.

بازنمايیها.



20

 1
الف(ازآنجاكهمتحركفقطيكدوردايرهراطیمیكند،xازصفرتا2πتغيير

میكند.
افزايشمیيابدsinxازصفرتا1،افزايشمیيابد. π

2
ب(وقتیxازصفرتا

تاπافزايشمیيابدsinxاز1تا0،كاهشمیيابد. π
2
پ(وقتیxاز

افزايشمیيابدsinxاز0تا1ـ،كاهشمیيابد. π3
2

ت(وقتیxازπتا
تا2πافزايشمیيابدsinxاز1ـتا0،افزايشمیيابد. π3

2
ث(وقتیxاز

 ٢

2ππ7
4

π3
2

π5
4

ππ2
3

π
2

π
60x

0− 2
−1ـ2 2

2
03

211
2

0sinx

حلفعاليت)3(
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

نمودار: ٣

x

y

1

0/5

-0/5

-1

π
6

π
2

π2
3

π5
4

π3
2

π7
4

π π2

درادامه،نمودارتابعsinxدردامنههایديگرنيزتوضيحدادهمیشوند.درمثالها
توضيحاتمشابهدربارةتابعcosxنيزارائهمیشود.نهايتاًدركاردركلاس)3(
آنتابعمثلثاتیكهارتفاعكابينيكچرخوفلكرابرحسبزاويةچرخشبيان

میكردموردبررسیقرارمیگيرد.
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حل کار درکلاس )٣(
و ππ + 3

2
2

،D:متناظر ππ +2
2

الف(B:متناظرصفرراديان،C:متناظر 1

6πمتناظر:E

D

x

B

C C

D D

E
B,E

y

4

3

2

1

0        1        2      3       4      5      

Fب(نقطة

x

B

C

F

D

E

y

4

3

2

1

0        1        2      3       4      5      

 , ,π π ππ + π +3 3 3
4 2

2 2 2
پ(درزاويههای

, ,π π ππ + π +4 2
2 2 2

ت(درزاويههای:

موازیمحورxها،بهسمت π
2
الف(بله،میتواننمودارتابعsinxرابهاندازة ٢

،B1روینقاطA3وA2،A1چپانتقالداد،دراينصورتبراینمونهنقاط
B2وB3ازنمودارcosxقرارمیگيرندونهايتاًدونموداربرهممنطبقمیشوند.
در كه است  sin( ) cos( )x x= − تساوی درستی دليل به مطلب اين درستی
صورتآمادگیهنرجويانمیتوانيدآنرامطرحكنيد.بهطورمشابهمیتوانگفت
بهراستنمودارتابعsinxبهدستمیآيد باانتقالنمودارتابعcosxبهاندازة
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

است. sin cos( )x x
π + =  2

كهنشاندهندةدرستیتساوی

x

y

1

-1

A2

A1

A3

A4

A5B2

B1

B3

B4

B5

x

y

1/5

1

0/5

-0/5

-1

π
2

f( x ) sin( x )=

g( x ) Cos(s)=A2

A1 A3

B2

B1 B3

ب(برخیازشباهتهاعبارتاستاز:

درهركدامازنمودارها:
و A2,B2نقاط( است. 1 نقطه بالاترين عرض و -1 نقطه پايينترين عرض 

)A4,B4همچنين
2πاست.)فاصلةبينB2وB5وهمچنين بالاتريننقاطمتوالی فاصلةبين

)A5وA2
فاصلةطولبالاتريننقطهازطولپايينتريننقطةبعد)قبل(ازآنπاست.

)A2,A4وهمچنينB2,B4فاصلة(
A1,A3است.)فاصلةπهاراقطعمیكندxفاصلةبيندونقطةمتوالیكهمحور

)B1,B3وهمچنين
دونقطهكهاختلافطولآنها2πاستعرضبرابردارند.

نموداريکیباانتقالافقینمودارديگریبهاندازةمناسببهدستمیآيد.



24

حل مسائل
مهارت ها و فرایندها : حل مسئله 1

u  (x)=4sinx  -3cos(2x) 
u  (3π)=4sin3π-3cos(2*3π)=4*0-3*1=-3 

( ) sin cos( )u
π π π −= − × = × − × = =1 1 4 3 1

4 3 2 4 3
6 6 6 2 2 2 2



u  (2)=4sin(2)-3cos(2*2) ≈ 4*(0/9)-3*(-0/65)=5/55 

مهارت ها و فرایندها : بازنمایی ها، استدلال  ٢
عرضنقاطنمودارتابع3cosxباضرب3درعرضنقاطنمودارتابعcosxبهدست

میآيند.

حلمسائل

      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

cos( x )

cos( x )3

نمودارتابعcosx+2ازطريقانتقالنمودارتابعcosxبهاندازه2واحدبهبالا
رسمشدهاست.

     -1     0        1       2       3      4       5       6       7      

4

3

2

1

-1

-2

x

y

cos( x )

cos( x ) +2
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

ـ3cosx،عرضنقاطنمودارتابعcosxرادر3ضربكرده برایرسمنمودارتابع2
تانمودارتابع3cosxبهدستآيد.سپسنمودارجديدبهاندازه2واحدبهپايين

انتقالدادهشدهاست.

      -1     0        1       2       3      4       5       6       7     

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

cos( x )

cos( x )

−3 2

مهارت ها و فرایندها : بازنمایی ها، استدلال کردن  ٣
بارسمنمودارهایدوتابعsin(2x)و2sinx cosxمعلوممیشوددونموداربرهم
ديده نمودارجداگانه دو آنکه برای است. دادهشدهدرست تساوی و منطبقاند

شوندمناسباستكهيکیرا2واحدبهبالامنتقلكنيم.

مهارت ها و فرایندها : پیوندها و اتصالات، استدلال کردن.  ٤

باتوجهبهنمودارمیتوانگفتنمودارتابعcosxمحورطولهارادردونقطهقطعمیكند

xاستكههمانجوابهایمعادلهcosx=0دربازة π= 3
2

xو π=
2
وطولايننقاط
]0,2π[است.

ππ
2

π3
2

π2

-1

1

0
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مهارت ها و فرایندها : استدلال کردن، بازنمایی ها  ٥
gوfانتخابكردهوآنهارادردوتابع بهدلخواهسهزاويهبرایxازدامنه

جاگذاریكردهومقاديرآنهارامحاسبهمیكنيم.بهطورمثال:

( ) cos
( ) ( )

( ) sin

f

x f g
g

= =
= ⇒       ⇒ =π  = + =   

0 0 1

0 0 0
0 0 1

2


( ) cos( )
( ) ( )

( ) sin sin

f

x f g
g

−π = −π = −
= −π ⇒       ⇒ −π = −ππ π    −π = −π + = − = −         

1

1
2 2



cos

sin

f

x f g

g

 π π  = =  π π π      = ⇒       ⇒ =       π π π    = + =       

3
6 6 2

6 6 63
6 6 2 2



ملاحظهمیشودتمامینقاط sin( )x
π+
2

باكمكرسمنمودارهایدوتابعcosxو
ايندونموداربرهممنطبقهستند.بنابراينتساویf(x)=g(x)بهازایهرمقدار

xبرقراراست.



27

فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

بخش سوم: تابع نمایی

اهداف بخش
1 درك تابع هاي نمايي

٢ تشخيص رفتار صعودي يا نزولي تابع هاي نمايي
٣ محاسبه مقدار تابع نمايي

واژه های کلیدی: تابع نمايی، رفتار افزايشی يا کاهشی

نگاه کلی به بخش 
با تابع های نمايی است. در اين بخش برای رسيدن به  هدف اين بخش، آشنايی 
تابع های نمايی، از مسئلة رشد جمعيت و اهميت آن در برنامه ريزی استفاده شده 
به دست  چگونه  را  جمعيت  رشد  که  می شود  مطرح  کلاس  در  سؤال  اين  است. 
می آورند. در فعاليت )4( به اين سؤال پاسخ داده می شود. در اين فعاليت به يک 

تابع نمايی خاص می رسيم و سپس رسماً توابع نمايی معرفی می شوند.
با ذکر چند مثال و تمرين اين مفهوم، در فعاليت )5( رفتار افزايشی يا کاهشی اين 

توابع بررسی می شوند و در مثال هايی اين رفتارها نمايش داده می شوند. 

ورود به مطلب
بهتر است زمينه هايی را بيابيم که در آنها تابع نمايی وجود داشته باشد. در کتاب 
بانکی،  مانند سود  استفاده شده است. زمينه های ديگری  از زمينة رشد جمعيت 
تکثير باکتری ها، استهلاك، تبديل مواد راديواکتيو، ... نيز وجود دارند که با توجه 
به درك هنرجويان می توان از آنها هم استفاده کرد. در يک زمينة انتخاب شده، 
بايد به دنبال جواب اين سؤال باشيم که مقدار يک کميت بر حسب کميت ديگر 
چگونه محاسبه می شود. البته جواب سؤال بايد يک تابع نمايی باشد و سپس توابع 

نمايی کلی را تعريف کنيم.

فعالیت آموزشی
پس از طرح سؤال دربارۀ چگونگی رشد جمعيت به فعاليت )4( می رسيم که در 

جهت پاسخ به اين سؤال قرار دارد.
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اهداف:
 درك نقش تابع نمايی در مدل سازی پديده ها.

 آشنايي با مفهوم تابع نمايی.
 آشنايی با رفتار تابع نمايی.

مهارت ها و فرایندها:
 پيوندها و اتصالات )رياضي و خارج رياضي(.

 حل مسئله )مدل سازی(.

حل فعالیت )4(
1 1/02 برابر.

٢ جدول تکميل شده:

جمعیت بر حسب 
شمارة سالمیلیون نفر

1/021
)1/02(22
)1/02(33
)1/02(44

......
)1/02(xx

......
)1/02(2020
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

٣ f  )x( = )1/02(x  و دامنة تابع بازۀ ]20 , 0[ است. البته، در اينجا، تعداد سال 
می تواند عدد حقيقی باشد، اما اگر فقط پايان سال را درنظر داشته باشيم دامنة 

تابع، مجموعة }20 , ... , 1 , 0{ است.

پس از ارائه تعريف و مثال، برای تثبيت يادگيری به کار در کلاس)4( می رسيم. 

حل کار در کلاس )4(
ب( 5 = 20 × 5  الف( 20 = 22 × 5  

× =
1

335 2 5 2 ت(    −× =1 55 2 2 پ( 

در ادامه فعاليت )5(، رفتار افزايشی يا کاهشی تابع های نمايی بررسی می شوند.
اهداف موضوعی:

 آشنايی با خواص و رفتار تابع های نمايی.
 کسب مهارت رسم نمودار تقريبی تابع نمايی از طريق نقطه يابی.

فرایندها:
 بازنمايی ها
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حل فعالیت )5(
جدول تکميل شده:

3210-1-2-3x

279311
3

1
9

1
27٣x

x x+ = ×13 3 3 1 سه برابر خواهد شد، زيرا 
٢ با افزايش x مقدار )f   )x افزايش می يابد.

٣ نمودار تابع:

    -3    -2/5     2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    x

y

4/5

4

3/5

3

2/5

2

1/5

1

0/5

در اين فعاليت رفتار افزايشی اين تابع نمايی خاص مشخص می شود، اما با ارائه 
چند مثال ديگر معلوم می شود که وقتی پايه عددی کمتر از 1 باشد، تابع نمايی 

رفتار کاهشی دارد.
برای تثبيت يادگيری به کار در کلاس)5( می رسيم.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

حل کار در کلاس )5(
1ـ نقاط مشخص شده در جدول »الف« روی نمودار تابع نمايی است، زيرا از نقطة 

 می گذرد و با هر واحد افزايش متغير x، مقدار y، 4 برابر می شود قانون اين  
 
 

0
1

تابع  f   )x( = 4x می باشد.
می يابد  افزايش  واحد   4  ،y مقدار   ،x متغير  افزايش  واحد  هر  با  در جدول »ب« 
بنابراين نقاط مشخص شده در اين جدول روی نمودار يک تابع خطی است و شيب 

 روی نمودار اين  
 
 

0
1

خط مربوط به اين نمودار 4 می باشد با توجه به اينکه نقطة 
تابع است قانون اين تابع f   )x( = 4x +1 می باشد.

2ـ الف( تابع نمايی است و پايه بزرگ تر از 1 است )با افزايش مقدار x، مقدار y نيز 
افزايش می يابد(.

ب( تابع درجة دوم است. )نمودار سهمی است( 
پ( تابع خطی است.

ت( تابع نمايی است و پايه کوچک تر از 1 است )با افزايش مقدار x، مقدار y کاهش 
می يابد(.
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حل مسائل
1 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله

( )الف ( ) (f = =010 14  

( )ب (g −− = =1 11 5 5  

( )پ ( ) (f = = =
1
21 1 1 1

2 4 4 2  

( )ت ( ) (f −− = =111 44    

( )ث (g = =
1

331 5 53   

٢ مهارت ها و فرایندها: استدلال، بازنمایی ها 
 ،  x  جدول قسمت )ب( مربوط به يک تابع نمايی است. زيرا افزودن 1 واحد به متغير
( است.  ( ) (xf x = 1

3 1 برابر شده است. در اين حالت، مقدار تابع به صورت 
3  ،  y مقدار

 ،x  جدول قسمت )پ( مربوط به يک تابع نمايی است. زيرا با افزودن 1 واحد به متغير
(  است.  ( ) (xf x = 1

2 مقدار y، 0/5 برابر شده است. در اين حالت، قانون تابع به صورت 
)وجود اشتباه چاپی در جدول،  0/625  بايد 0/125 باشد(

 ،x  جدول قسمت )ت( مربوط به يک تابع نمايی است. زيرا با افزودن 1 واحد به متغير
( است.  ( xf x = 2 مقدار y، 2 برابر شده است. در اين حالت ، قانون تابع به صورت 

٣ مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، بازنمایي ها

محل تقاطع با 
محور yها

تغییرات y به ازای 1 واحد 
x ردیفقانون تابعافزایش

 
 
 

0
6y = 6x1 برابر1

 
 
 

0
0/9y = )0/9(x2 برابر1

 
 
 
 

0
1
3

2xy برابر = ×1 23
3

 
 
 

0
1 برابر3

5) (xy = 13 5
4



33

فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

4 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، استدلال
پ( افزايش  ب( کاهش  الف( افزايش 

5 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصالات 
f   )x( = 5000000)1/12(n )الف

f )5( = 5000000 )1/12(5 ≈ 8811708 )ب

6 مهارت ها و فرایندها: بازنمایی ها، استدلال کردن 
الف( 

210-1-2x

3 × 22

12

3 × 21

6

3 × 20

3

3 × 2-1

3
2

3 × 2-2

3
4

f   )x(

 
 
 

0
3

ب( 
 

پ( به ازای افزودن يک واحد به متغير x، مقدار تابع f، دو برابر می شود. 

به دست  مهارت  کردن،  استدلال  بازنمایی ها،  فرایندها:  و  مهارت ها   7
آوردن مقدار تابع 

 a   =  2 ها عدد 2 است، پس y الف( با توجه به اينکه محل برخورد نمودار تابع با محور

تابع است، می توان گفت مقدار   که روی نمودار  
 
 

1
6

به نقطه  با توجه  همچنين 
b   =  2. پس قانون تابع به صورت : f   )x( = 2 × 3x  است.

ب( 
f   )2( = 2 × 32 = 2 × 9 = 18  

) (f −− = × = × =1 1 21 2 3 2 3 3  
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

درک مفهوم حد
فصل دوم
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 نقشه مفهومی فصل دوم 

نزدیک شدن متغیر به یک عدد و هم زمان 
نزدیک شدن مقادیر تابع به یک عدد دیگر

قابل تعریف بودن حد در یک نقطه

حدتابع

وجود یا عدم 
وجود حد

یکتایی حد

نقطه حدگیری

حد از روی جدول 
تابع

حد از روی نمودار تابع

نماد حد

محاسبه حد

حد تقسیم تابع ها

0ــــ0 حالت مبهم 

حد مجموع و 
حاصل ضرب تابع ها
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فصل دوم : درک مفهوم حد

اهداف کلی پودمان
1 درك فرايند حدگيری و مفهوم حد

٢ درك رابطة بين نقطة حدگيری و دامنة تابع
٣ درك وجود يا نبود حد در نقاط حدگيری

4 تشخيص حد تابع از روی جدول و نمودار تابع
5 آشنايي با نماد حد تابع در يک نقطه 

6 محاسبة حد مجموع، ضرب و تقسيم تابع ها
0ــــ0 7 آشنايی با حالت مبهم 

پیش نیازها
 آشنايی با توابع و بازنمايی های مختلف آن 

 آشنايی با انواع توابع 
 توانايی محاسبه مقدار تابع در نقاط دامنة آن به کمک بازنمايی های مختلف تابع 
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بخش اول: حد تابع ها

اهداف بخش
1 درك مفهوم نزديک شدن متغير تابع ) از دامنة يک تابع ( به يک نقطه و به 

دنبال آن، نزديک شدن مقادير تابع به يک نقطة ديگر
٢ درك مفهوم حد تابع در يک نقطه 

٣ تشخيص قابل تعريف بودن يا نبودن حد تابع در نقاط داده شده
4 تشخيص وجود حد در نقاطي که حد قابل تعريف است

5 حدس مقدار حد در نقاط داده شده به کمک جدول و نمودار
6 آشنايي با نماد حد تابع در يک نقطه

واژه های کلیدی: حد، نقطة حدگيری، نزديک شدن

نگاه کلی به بخش
به همين  می گيرد.  صورت  حد  مفهوم  با  هنرجويان  آشنايی  اولين  بخش  اين  در 
دليل، سعی شده اين مفهوم در يک زمينة طبيعی به روشنی ديده شود تا به راحتی 
قابل فهم شود. زمينة انتخاب شده، برخورد يک موشک با يک هواپيما است. مسئله 
طرح شده، يافتن ارتفاع هواپيما در زمان برخورد موشک است. اين ارتفاع مستقيماً 
برخورد  از  قبل  لحظات  در  ولی  است  نشده  ثبت  و در جايی  نيست  در دسترس 
اين  است. حل صحيح  ثبت شده  هواپيما  در جعبة سياه  هواپيما  ارتفاع  موشک، 

مسئله، به طور طبيعی مفهوم حد را در ذهن هنرجويان ايجاد می کند.
يافتن حد تابع ها در ابتدا به صورت حدس از روی جدول و نمودار تابع ها انجام 
می شود و در مثال های متنوع، عمليات مورد نياز برای يافتن حد يک تابع تمرين 
می شود. پس از يافتن يک درك کلی از مفهوم حد، به جزئيات اين مفهوم پرداخته 
می شود. در فرايند حدگيری، همواره يک تابع و يک نقطه به عنوان نقطة حدگيری 
و نزديک شدن متغير تابع از داخل دامنة تابع به نقطة حدگيری و هم زمان نزديک 

شدن مقادير تابع به مقدار حد وجود دارد. 
تشخيص اينکه چه نقاطی را می توان به عنوان نقطة حدگيری برای يک تابع به کار 
برد تحت عنوان قابل تعريف بودن حد يک تابع در يک نقطه آمده است. همچنين 
وجود يا نبود حد، نکته مهمی است که با قابل تعريف بودن يا نبودن حد در يک 
نقطه فرق دارد. ابتدا قابل تعريف بودن حد يک تابع در يک نقطه بايد برقرار باشد، 

بعد سراغ اين سؤال می رويم که حد در آن نقطه وجود دارد يا وجود ندارد.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

پس از درك اين جزئيات، مفهوم حد به طور رسمی تعريف می شود و يکتايی حد 
تذکر داده می شود. در اينجا مفهوم به اندازۀ دلخواه نزديک شدن مقادير تابع و به 
اندازۀ کافی نزديک شدن مقدار متغير به طور گذرا توضيح داده می شوند. پس از 

ذکر چند مثال، نماد حد معرفی و در مثال ها روی آن تمرين می شود.

ورود به مطلب 
از آنجا که مفهوم حد برای هنرجويان جديد است و با مفاهيم قبلی رياضی تفاوت 
اساسی دارد، درك آن برای هنرجويان بسيار سخت است. به همين دليل در اين 
بخش بايد بسيار با دقت و حساب شده وارد شويم. برای آموزش اين مفهوم نبايد 
عجله کرد و انتظار داشت در مدت کوتاه اين مفهوم به سرعت فهميده شود. اين 
مفهوم اجزايی دارد )تابع، دامنة تابع، نقطة حدگيری، نزديک شدن متغير از داخل 
دامنة تابع به نقطة حدگيری، نزديک شدن مقدار تابع به يک عدد ديگر( که بايد 

به همة آنها توجه کرد. 
بهترين روش يافتن يک زمينة طبيعی مناسب و طرح يک مسئله در آن زمينه 
است که برای حل آن مسئله هنرجو مجبور باشد تمام فرايند حدگيری و اجزای 
اين فرايند را به کار برد. البته لازم نيست هنرجو با مفهوم حد پيشاپيش آشنا باشد 
تا از عهده اين کار برآيد، بلکه حل اين مسئله او را  به طور طبيعی به اين فرايند 

هدايت خواهد کرد.

فعالیت آموزشی
در ابتدای اين بخش در طی يک مباحثه بين هنرجويان و معلم، مسئله ای طرح 
می شود و راه حل هايی ارائه می شود. در فعاليت )1( سعی می شود راه حل پيشنهادی 

به مرحلة اجرا درآيد.

اهداف:
نزديک کردن مقادير  با  به يک مقدار،  تابع  نزديک شدن مقادير   درك مفهوم 

متغير تابع به يک مقدار خاص.
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 شکل گيری مفهوم حد در ذهن هنرجو
 حل مسئلة طرح شده در قبل از فعاليت

مهارت ها و فرایندها 
 پيوندها و اتصالات )رياضي و خارج رياضي(.

 بازنمايی ها.
 استدلال کردن.
 حدسيه سازی.

توجه داشته باشيد که برای معرفی مفهوم حد در اين فعاليت، تابعی انتخاب شده 
است که در نقطة مورد بررسی، تعريف نشده است و نمی توان از مقدار تابع در اين 
نقطه صحبت کرد. به اين ترتيب لزوم بررسی حد اين تابع، ضرورت دارد و نمی توان 

از مقدار تابع در اين نقطه استفاده کرد. 

حل فعالیت 1
h   )8( = 7 1 ارتفاع هواپيما 7 کيلومتر از سطح زمين است.

٢ خير، زيرا 10 در دامنة تابع h نيست. 
٣ بله، چون تابع h به ازای همة اعداد در بازۀ )10 , 5[ تعريف شده است.

4 جدول تکميل شده:

109/9999/999/99/959/595t

?7/99957/9957/957/9757/757/55/5 h)t(

5 با نزديک شدن مقادير t به 10، مقادير )h   )t به عدد 8 نزديک می شوند.
6 ارتفاع هواپيما در لحظة t = 10، برابر 8 کيلومتر بوده  است.

پس از اين فعاليت، مفهوم حد به طور صريح تر بيان می شود و با مثال هايی روی 
اين مفهوم تمرين می شود. در برخی مثال ها حدگيری يک طرفه و در برخی ديگر 
دو طرفه است و تذکر داده می شود که در هر دو حالت ممکن است در حدگيری 
رخ دهد. به ويژه به اين نکته پرداخته می شود که حد يک تابع فقط در نقاط خاصی 

قابل تعريف است. اين نکات در کار در کلاس )1( تمرين می شود.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

حل کار در کلاس )1(
. با توجه به دامنه می توان گفت اين تابع در  [ , ( ) , ]SD = −π π0 0 الف( دامنه:  
تعريف شده است.  از صفر  بزرگ تر  و  از صفر  مقاديرِ کوچک تر  ازای  به  بازه هايی 
بنابر  اين نزديک شدن به صفر از مقادير کوچک تر و بزرگ تر از صفر )از دو طرف( 

انجام می شود.
ب( جدول تکميل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

0/9980/99980/9999 ? 0/99990/99980/998 S)x(

با توجه به مقادير تابع در نزديکی صفر، ملاحظه می شود هرچه متغير x به صفر 
sinx در 

x
نزديک تر می شود مقدار تابع به عدد 1 نزديک تر می شود، يعنی حد تابع 

صفر، عدد 1 است. 
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      -7      -6     -5       4       -3     -2      -1      0        1       2      3       4       5      6       7       

2

1

-1

-2

x

y

ت( حد اين تابع در تمامی نقاط ]π , π-[ قابل تعريف است.
در ادامه، به صورت مباحثه ای، دربارۀ وجود و عدم وجود حد و رابطة آن با قابل 
تعريف بودن حد بحثی ارائه می شود و در کار در کلاس)2( روی آن تمرين می شود.

پ( نمودار تابع نيز نشان می دهد با نزديک شدن x به صفر، )S   )x به عدد1 نزديک 
می شود يعنی در نمودار نيز حدس ما تأييد می شود.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

حل کار در کلاس )٢(
h)x(=sinx  :1 تابع

الف( اين تابع در همة نقاط نزديک صفر تعريف شده است، بنابراين حد آن در صفر 
قابل تعريف است.

ب( جدول تکميل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

0/9980/00990/0009   ? -0/0009-0/0099-0/0998 sin)x(

 -3/5    -3    -2/5     2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5 x

y

1

0/5

-0/5

-1

 x  نمودار تابع: با توجه به مقادير تابع در نزديکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغير
به صفر نزديک تر می شود مقدار تابع نيز به عدد صفر نزديک تر می شود يعنی حد تابع 

sinx در صفر، عدد صفر است. 

( با دامنة )4 , 0( ( t t
g t

t
+=

2
٢ تابع: 

الف( اين تابع در همة نقاط بزرگ تر از صفر و نزديک صفر تعريف شده است. بنابراين 
حد آن در صفر قابل تعريف است. 

ب( جدول تکميل شده:

0/10/010/0010/00010t

3/3210/0531/64100/004?   g)t(
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 t  نمودار تابع: با توجه به مقادير تابع در نزديکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغير
به صفر نزديک تر می شود مقادير تابع بزرگ تر می شود و به هيچ عدد خاصی نزديک 

نمی شوند، بنابراين، اين تابع در t =0 حد ندارد. 

     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5    4     4/5     5
x

y

6

5

4

3

2

1

( با دامنة }0{ - )5 , 5-( ( x x
f x

x

+=
4 6

2 ٣ تابع: 

الف( اين تابع در همة نقاط نزديک صفر تعريف شده است، بنابراين حد آن در صفر 
قابل تعريف است. 

ب( جدول تکميل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

1/0041/00001/0000 ? 1/00001/00001/004  f  )x(
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فصل دوم : درک مفهوم حد

نمودار تابع:

     -5      -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5  

6

5

4

3

2

1

x

y

با توجه به مقادير تابع در نزديکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغير x به صفر 
نزديک تر می شود مقدار تابع به عدد 1 نزديک تر می شود، يعنی حد تابع عدد 1 

است. 

در اين قسمت نماد حد معرفی می شود و با مثال های متعدد چگونگی به کارگيری 
اين نماد توضيح داده می شود. در کار درکلاس)3( اين مطالب تمرين می شوند. 

با ارائة حد چند تابع با نماد حد، از هنرجويان  توضیح: در اين قسمت می توان 
خواست آن را با زبان خود بيان کنند.

حل کار در کلاس )٣(

lim) (
x

x
→

− =
2

3 1 5 الف( 
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حل مسائل
1 فرایندها و مهارت ها: استدلال ، بازنمایی 

الف( حد اين تابع در نقاط x = 2 , 3 , 4 , 5 قابل تعريف است. چون نمودار تابع نشان 
می دهد که می توانيم متغير x را )در دامنه تابع( روی محور طول ها به اين نقاط 
نزديک کنيم. نقاط x = 1 ,   6 از دامنه تابع دور هستند و نمی توانيم از دامنة تابع 
تعريف  قابل   x  = 1 ,   6 نقاط  در  تابع  اين  بنابراين حد  نزديک شويم.  نقاط  اين  به 

نمی باشد. 
ب( حد تابع در نقاط x = 2 ,  4 , 5 موجود است. 

lim ) (
x

f x
→

=
2

3    ,    lim ) ( /
x

f x
→

=
4

3 5
   

 ,    lim ) (
x

f x
→

=
5

1  

٢ فرایندها و مهارت ها: بازنمایی 

x وقتی x به صفر ميل می کند، برابر 0 است.  الف( حد تابع 

1 ميل می کند ، برابر 4 است. 
4  وقتی x به  

x
1 ب( حد تابع 

π ميل می کند، برابر 1 است. 
2 پ( حد تابع sinx وقتی x به 

٣ فرایندها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
 قابل تعريف می باشد. زيرا از داخل دامنة تابع f به هر  حد تابع f در تمامی نقاط 

عدد حقيقی می توان نزديک شد. 

4 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
حد اين تابع در تمامی نقاط )∞+  ,2[ قابل تعريف است. 

2/12/012/0012/00012/000012 ←x

3/161031/6100316? ←  f  )x(

lim ) ( lim
x x

x
g x

x→− →−
= =

+3 3

3
1 2 ب( 

lim
x

x
→

− =2
1

1 پ( 0

 lim
x→−

=
1
8 8 ت( 
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حد اين تابع در x = 2  وجود ندارد. چون با نزديک شدن مقادير x به 2، مقادير 
)f   )x در حال بزرگ شدن هستند و به هيچ عدد خاصی نزديک نمی شوند. بنابراين 

x و دامنه )∞ + , 2( در x = 2 حد ندارد. 
x

−
−

2
2 تابع با قانون 

5 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
 را در نظر بگيريد. با توجه به نمودار، حد  برای مثال، تابع f   )x( = 2x + 1  با دامنه 

تابع f در x = 1 برابر 3 می باشد. حد اين تابع در هر نقطه ديگری هم وجود دارد. 

6 فرایندها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله

( قابل تعريف می باشد.  , ] [ , (−∞ − +∞2 2 الف( حد اين تابع در نقاط 
( وجود دارد و در  , ( ) , (−∞ − +∞2 2 ب( با توجه به نمودار تابع، حد تابع در نقاط 

نقاط x = -2 و  x = 2 وجود ندارد. 

7 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
الف(

3/93/993/999→ 4 ←4/0014/014/1x

2/972/992/999→ 3 ←3/00023/0023/02 g )x(

lim ) (
x

g x
→

=
4

3  

1

1

2

2

3

4

5

y

x
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می توان  نمودار  به  توجه  با  ب( 
هر  به   x شدن  نزديک  با  گفت، 
نقطه ای مانند a، در بازۀ )∞+ , 0[  
a+1 نزديک  مقادير )g   )x نيز به 

می شود. 
خارج  نقاط  در  تابع  اين  پ( حد 
تعريف  قابل   ]0  ,  +∞( بازه  از 

نمی باشد. 

8 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
حد تابع h در x = 2 قابل تعريف است و با توجه به شکل و جدول زير می توان گفت:

lim ) (
x

h x
→

= −
2

1  
 

→ 21/9991/991/9x

→ -1-0/999-0/99-0/9 h)x(

y

x
a

a

1

1

+1

     -3      -2      -1     0        1       2       3  

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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فصل دوم : درک مفهوم حد

بخش دوم: محاسبة حد تابع ها 

اهداف بخش
 محاسبة حد مجموع، ضرب و تقسیم تابع ها 1

  0ــــ0  آشنایی با حالت مبهم  2
  0ــــ0 واژه های کلیدی: حد مجموع، حاصل ضرب و تقسیم تابع ها و حالت مبهم

نگاه کلی به بخش 
هدف این بخش آشنایی با قضایای محاسبة حد مجموع، حاصل ضرب و تقسیم دو تابع 
است. در بخش قبل، در مورد مفهوم حد و روش کلی یافتن مقدار حد یک تابع از 
طریق جدول و نمودار تابع صحبت شده است. اما باید به این نکته توجه داشت که عملًا 
روش استفاده از جدول و نمودار فقط یک حدس برای وجود حد و مقدار حد است. در 
این بخش به قضایای مهم حد درباره مجموع، حاصل ضرب و تقسیم تابع ها پرداخته 
می شود که از طریق این قضایا، حد بسیاری از تابع ها با دقت قابل محاسبه خواهند بود.
حالت  به  تا حدی  مفهوم  این  کارآمدتر شدن  و  مفهوم حد  عمیق تر  برای درک 
 نیز پرداخته می شود ولی هدف این کتاب یافتن حدهای پیچیده که در  0ــــ0 مبهم 
 قرار می گیرند نیست و فقط حالت های ساده که با ساده کردن صریح  0ــــ0 حالت 

قابل محاسبه است در مثال ها بررسی می شوند.

ورود به مطلب
تذکر  قبل  بخش  در  حد  یافتن  شیوة  که  است  مناسب  بخش،  این  شروع  برای 
داده شود و تصریح شود که این شیوه فقط ما را به حدس مقدار حد و وجود حد 
می رساند و برای یافتن دقیق مقدار حد لازم است روش های دیگری را بشناسیم. 
این  نیز مناسب است در حالت های خاص درستی  از قضایای حد  برای هر کدام 
قضایا بررسی شوند و از هنرجویان بخواهیم که حالت کلی را حدس بزنند و سپس 

قضایای کلی را بیان کنیم.

فعالیت آموزشی
ابتدای این بخش، به این نکته توجه می شود که روش جدول و نمودار برای  در 
یافتن حد یک تابع فقط می تواند ما را به حدس دربارة وجود و مقدار حد برساند. 
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برای یافتن مقدار دقیق قضایایی وجود دارند که در فعالیت )2( یکی از این قضایا 
در حالت خاص مطرح می شود.

اهداف موضوعی:
 درک مفهوم حد مجموع دو تابع.

 درک ارتباط بین حد دو تابع و حد مجموع دو تابع.
فرایندها:

 بازنمایی ها.
 حدسیه سازی.
 تعمیم دادن.

حل فعالیت )2( 
 جدول تکمیل شده: 1

43/9993/993/93/53x

?1/9991/9971/9741/8701/732

?0/9990/9970/9750/8750/750

?2/9992/9872/9492/7452/482

. lim ( )
x

h x
→

=
4

3  و  lim ( )
x

g x
→

=
4

 و 1 lim ( )
x

f x
→

=
4

2  داریم:  2

. lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

h x f x g x
→ → →

= +
4 4 4

می توان دید: 

 جدول تکمیل شده: 3

1/11/011/00110/9990/990/9x

1/0481/0041/000?0/9990/9940/948

0/2750/2520/250?0/2490/2470/225

1/3231/2561/250?1/2491/2411/173
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 . lim ( ) /
x

h x
→

=
1

1 25  و  lim ( ) /
x

g x
→

=
1

0 25  و  lim ( )
x

f x
→

=
1

1  داریم:  4

 . lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

h x f x g x
→ → →

= +
1 1 1

می توان دید: 

 در حالت کلی اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند حد مجموع آنها با  5
مجموع حدهای آنها برابر است، یعنی:

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +

تابع همین  دو  دربارة حد مجموع  نتیجه گیری  و  فعالیت  این  از جمع بندی  پس 
نکته دربارة ضرب دو تابع نیز بیان می شود و در مثال هایی این نکات توضیح داده 

می شوند و در کار درکلاس )4( این مطالب تمرین می شوند.

حل کار در کلاس )4(
با استفاده از رابطة بین حد تفاضل دو تابع و تفاضل حد آنها و همچنین حد حاصل ضرب 

دو تابع و حاصل ضرب حدهای آنها خواهیم داشت:

lim ( ) lim lim
x x x

x x x x
→− →− →−

− = −3 2 3 2
1 1 1

5 5 الف( 

                          
lim . . lim . . ( )( )( ) ( )( )
x x

x x x x x
→− →−

= − = − − − − × − − = −
1 1

5 1 1 1 5 1 1 6

                           lim . . lim . . ( )( )( ) ( )( )
x x

x x x x x
→− →−

= − = − − − − × − − = −
1 1

5 1 1 1 5 1 1 6

lim( ) lim lim
x a x a x a

x x x x
→ → →

− = −3 2 3 25 5 ب( 

                       lim . . lim lim .
x a x a x a

x x x x x a a
→ → →

= − × = −3 25 5

در ادامه به حد تابع های چندجمله ای توجه شده است و در فعالیت )3( این مسئله 
بررسی شده است.
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اهداف موضوعی
 شناخت نحوة محاسبة حد تابع چندجمله ای.

فرایندها
 الگویابی.

 استدلال کردن.
 تعمیم دادن.

چندجمله ای  تابع  حد  محاسبة  در  حدگیری  قواعد  به کارگیری  فرایند  به  توجه 
توسط هنرجویان از اهمیت زیادی برخوردار است. اجرای صحیح و مرحله به مرحلة 
این فرایند و توضیح در مورد علت انجام مراحل مختلف این فرایند تا رسیدن به 
حد تابع چند جمله ای، علاوه برافزایش مهارت هایی نظیر ارتباطات کلامی و ... به 

ایجاد درک درستی از اثبات ریاضی در هنرجو کمک می کند.

حل فعالیت)3(
  برای تکمیل جدول با استفاده از روش هایی که برای محاسبة حد حاصل ضرب  1

دو تابع  دیدیم، می توان نوشت:
lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =4 3 3 3 4  

lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =5 4 4 4 5  

lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =6 5 5 5 6  

با توجه به نتایج به دست آمده می توان جدول را به صورت زیر تکمیل کرد:

xnx6x5x4x3x2xf   (x)

ana6a5a4a3a2alim ( )
x a

f x
→

تابع و   g   (x)  = b ثابت  تابع  حاصل ضرب  به صورت  می توان  را   f   (x) = bxn تابع    2
h   (x)  =  xn در نظر گرفت بنابراین می توان نوشت:

lim lim limn n n

x a x a x a
bx b x ba

→ → →
= × =  

  3

lim ( ) lim( ) lim lim
x a x a x a x a

P x x x x x x
→ → → →

= − + − = − +5 3 3 34 3 7 4 4 3  

lim lim ( )
x a x a

x a a a P a
→ →

− = − + − =5 37 4 4 3 7 4  
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در ادامه به قضیه حد تقسیم دو تابع می رسیم که از طریق یک مباحثه توضیح 
 پرداخته می شود و در حالت های ساده،  0ــــ0 داده می شود. سپس به حالت مبهم  
چگونگی محاسبة حد در این حالت توضیح داده می شود. در کار در کلاس )5( این 

نکات تمرین می شوند.

برای محاسبة حد برخی از توابع نیاز به استفاده از تکنیک هایی است که در این 
کار در کلاس با چند نمونه از آنها روبه رو هستیم. توصیه می شود محاسبة حدهایی 
از هنرجویان خواسته شود که با استفاده از تکنیک هایی که در کتاب مطرح شده 

است، قابل انجام باشد.

حل کار در کلاس )5( 

:  x = 3 در  { }− 3  با دامنة  x
x

−
−

2 9
3

الف( تابع 
حد صورت و مخرج این کسر در x =  3 صفر است و با یک حالت مبهم روبه رو هستیم. 
اگر چند جمله ای صورت را به صورت حاصل ضرب یک عامل در )x - 3( بنویسیم، 

خواهیم داشت:
( )( ) ( )lim lim lim lim( )

x x x x

x x x x
x

x x→ → → →

− − + += = = + =
− −

2

3 3 3 3

9 3 3 3 3 6
3 3 1

 

:  x = 0 در  { , }− −2 0  با دامنة  ( )sin
( )

x x
x x
+

+
1

2
ب( تابع 

حد صورت و مخرج این کسر در x = 0، عدد صفر است. اگر این تابع را به صورت 
آنگاه  بنویسیم  می باشد،    sinx

x
آنها  از  یکی  که  کسری  تابع  دو  حاصل ضرب 

می توانیم با استفاده از قاعدة حد حاصل ضرب دو تابع و مثال 17 حد این تابع را 
به دست آوریم:

( )sin sin ( ) sin ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )

lim( )sin ( )lim lim
( ) lim( )

x x x

x

x x
x

x x x x x x x
x x x x x x

xx x
x x x

→ → →

→
→ →

→

+ + += =
+ + +

++= × = × =
+ +

0 0 0

0
0 0

0

1 1 1
2 2 2

11 11
2 2 2
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:x = -4 در  { , }− −4 4  با دامنة  x x

x

+ −
−

2

2
4

16
پ( تابع 

حد صورت این کسر در x = -4 عدد 8 و حد مخرج این کسر در این نقطه، عدد 
صفر است پس این تابع کسری در x = -4 حد ندارد.

حل مسائل

 فرایندها و مهارت ها : استدلال  1

 )الف lim ( ) lim lim lim
x a x a x a x a

g x x x x x a a
→ → → →

= − = − = −3 3 32 2 2

 )ب
lim

lim ( ) lim
lim
x

x x
x

xx
f x

x x
→

→ →
→

++= = = =
− −

22
3

2 23 3
3

11 10 5
8 41 1

حد تابع f در x = 1 وجود ندارد زیرا حد صورت عددی ناصفر و حد مخرج صفر 
است.

پ( اگر a ≠ -1   ، حدتابع مخرج در این نقطه ناصفر است و داریم: 

 )پ
lim

lim ( ) lim
lim

x a

x a x a
x a

x xx x a a
h x

x x a
→

→ →
→

−− −= = =
+ + +

33 3

1 1 1

اما در حالت a = -1 حد تابع صورت و تابع مخرج در این نقطه صفر است و در 
حالت مبهم قرار داریم. در این مسئله با ساده سازی تابع کسری، حد آن در این 

می شود. محاسبه  نقطه 

( ) ( )( )lim ( ) lim lim lim lim ( )
x x x x x

x x x x x x x
h x x x

x x x→− →− →− →− →−

− − − += = = = − = −
+ + +

3 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1 1

 
 

( ) ( )( )lim ( ) lim lim lim lim ( )
x x x x x

x x x x x x x
h x x x

x x x→− →− →− →− →−

− − − += = = = − = −
+ + +

3 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1 1                                                           

 فرایندها و مهارت ها : استدلال، حل مسئله 2
حد تابع صورت و تابع مخرج این کسر در x = -2 صفر است و با یک حالت مبهم 
به صورت ضرب یک عامل را  تابع های صورت و مخرج  روبه رو هستیم. می توانیم 

x + 2 بنویسیم و با ساده سازی به شکل زیر حد را محاسبه کنیم: 

( )( )lim lim lim
( )( )x x x

x x x x x
x x xx→− →− →−

+ − + − − −= = =
− + −−

2

22 2 2

2 2 1 1 3
2 2 2 44
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 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال 3
 ،4 + a2 ≠ 0 4 است و + a2 برابر a با توجه به اینکه حد تابع مخرج در نقطة دلخواه

و حد تابع h نیز در نقطة a وجود دارد، داریم:
lim

lim ( ) lim
lim

x a

x a x a
x a

x xx x a a
h x

x x a
→

→ →
→

− −− − − −= = =
+ + +

22 2

2 2 2

44 4
4 4 4

 

 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 4
حد این تابع در همة نقاط قابل تعریف است. در جاهایی که حد مخرج صفر نشود، 
تابع  دارد(.  نقاط وجود  تابع صورت در همة  دارد )حد  تابع وجود  این  حد  حتماً 
مخرج فقط در نقاط 2 و 2- صفر می شود، پس در سایر نقاط حد تابع مخرج ناصفر 

است و حد این تابع کسری موجود است.
در نقطة x = 2 حد تابع مخرج، صفر است و حد تابع صورت، عددی ناصفر است، 
پس در این نقطه تابع کسری حد ندارد. اما در نقطة x = -2 حد تابع صورت و تابع 
مخرج صفر است و در حالت مبهم قرار داریم که با ساده سازی تابع کسری دیده 

می شود حد تابع کسری در این نقطه وجود دارد.

lim lim lim
( )( )x x x

x x
x x xx→− →− →−

+ += = = −
− + −−22 2 2

2 2 1 1
2 2 2 44

 

 فرایندها و مهارت ها : استدلال 5
حد تابع صورت و تابع مخرج این تابع کسری در x = 0  ، صفر است و با یک حالت 

مبهم روبه رو هستیم. 
با  بنویسیم و   x تابع های صورت و مخرج را به صورت ضرب یک عامل  می توانیم 

را محاسبه کنیم:  به شکل زیر حد  ساده سازی 
( )lim lim lim
( )x x x

x x x x x
x x xx x→ → →

+ + += = = −
− −−

2

20 0 0

1 1 1
1 1

 

در نقطة x = 1 حد تابع صورت عددی ناصفر و حد تابع مخرج، صفر است، بنابراین 
در این نقطه حد تابع کسری وجود ندارد. 

 فرایندها و مهارت ها:حل مسئله، استدلال 6
الف( حد تابع صورت و تابع مخرج این تابع کسری در x = 0 صفر است و با یک 
حالت مبهم روبه رو هستیم. می توان تابع های صورت و مخرج را به صورت ضرب 

یک عامل x نوشت و با ساده سازی به شکل صفحه بعد حد را محاسبه کرد: 
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( )sin ( )sinlim ( ) lim lim
( ) ( )

( ) sin ( ) sinlim lim lim
( ) ( )

x x x

x x x

x x x x x x
g x

x x x x

x x x x
x x x x

→ → →

→ → →

+ += =
− −

+ += × = × = × =
− −

3 2

2 20 0 0

2 2

0 0 0

1
1 1

1 1 1 1 1
1 1

 

ب( این تابع در x = 1 حد ندارد، زیرا حد تابع صورت در این نقطه، عددی ناصفر 
است و حد تابع مخرج آن در این نقطه صفر است. 
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فصل سوم
مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و 
پیوستگی تابع ها
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 نقشه مفهومی فصل سوم 

رابطة بین حد دوطرفه و حدهای 
یک طرفه متناظر        

حد یک طرفهحد دوطرفه

حد تابع

نقطة حدگیری در 
دامنة تابع

تساوی یا عدم تساوی 
حد تابع و مقدار تابع در 

یک نقطه از دامنة تابع

پیوستگی و ناپیوستگی 
تابع در یک نقطه از 

دامنة تابع

پیوستگی کلی تابع 
روی دامنه آن
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اهداف کلی پودمان
 درک تفاوت حدهای یک طرفه و حدهای دو طرفه 1
 درک حدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه  2

 درک رابطة بین وجود حد دوطرفه و وجود و یکسانی حدهای چپ و راست 3
 آشنایی با نماد حد چپ و راست در یک نقطه 4

 محاسبة حد چپ و راست تابع در یک نقطه )با استفاده از ضابطه و نمودار( 5
 درک مفهوم پیوستگی یک تابع در یک نقطه از دامنة تابع، از طریق یکسانی  6

حدتابع و مقدار تابع
 درک مفهوم پیوستگی یک تابع در یک بازه ٧
 تشخیص وضعیت پیوستگی تابع های خاص  ٨

بریدگی(  )نداشتن  نمودار  یکپارچگی  از طریق  تابع،  پیوستگی   درک وضعیت  ٩
روی بازه های دامنه

10 مدل سازی وضعیت های مسئله ای به کمک تابع و تشخیص پیوستگی یا عدم 
پیوستگی آن

پیش نیازها 
 آشنایی با تابع ها و بازنمایی های مختلف آن 

 تشخیص مقادیر یک تابع از روی نمودار 
 آشنایی با انواع تابع ها، به ویژه توابع چند ضابطه ای 

 آشنایی با مفهوم حد تابع در یک نقطه 
 توانایی محاسبه حد تابع در یک نقطه 
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بخش اول: حدهای یک طرفه و دوطرفه

اهداف بخش
 تشخیص حدهای یک طرفه و حدهای دو طرفه 1

 درک حدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه و رابطة بین آنها 2
 آشنایی با نماد حد چپ و راست در یک نقطه 3

 محاسبه و تشخیص حد چپ و راست تابع در یک نقطه )با استفاده از ضابطه  4
و نمودار(

واژه های کلیدی: حد یک طرفه و دوطرفه، حد چپ، حد راست

نگاه کلی به بخش
هدف این بخش، تشخیص تفاوت بین حدهای یک طرفه و حدهای دوطرفه و توجه 
به حدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه و استفاده از آنها است. در این بخش، 
فرض بر آن است که هنرجویان به خوبی فرایند حدگیری را می شناسند، ولی در 
حدهای دوطرفه ممکن است دچار مشکل باشند که آیا متغیر را از سمت راست یا 
چپ به نقطة حدگیری نزدیک کنند. به همین دلیل، مباحثه ای و طرح سؤالی در 
کتاب انجام می شود و در کتاب درباره تفاوت حدهای یک طرفه و دوطرفه توضیح 
و راست در حدهای دوطرفه معرفی  مفاهیم حدهای چپ  نهایتاً  و  داده می شود 

می شوند و در مثال هایی توضیح داده می شوند.

ورود به مطلب 
این مبحث کاملًا درون ریاضی است و عمق بخشیدن به درک مفهوم حد در حدهای 
دوطرفه است. بنابراین ایجاد انگیزه برای ورود به این مبحث می تواند با طرح سؤالی 
درون ریاضی انجام شود. با فرض درک مفهوم حد می توان در حدهای دو طرفه این 
پرسش را مطرح کرد که متغیر از کدام طرف باید به نقطة حدگیری نزدیک شود. 
بحث دربارة شیوه نزدیک شدن متغیر به نقطة حدگیری بسیار آموزنده و راهگشا 
خواهد بود و درک عمیق تری را از مفهوم حد ایجاد خواهد کرد. یک بحث دقیق 
و کامل، می تواند منجر به تعریف ایستا از تعریف حد باشد که نیازمند هیچ گونه 
حرکتی از متغیر نباشد و فقط همسایگی های نقاط مطرح هستند ولی نیازی به 
رسیدن به این حد از دقت به مفهوم حد نیست و نهایتاً می توانید به این نتیجه 
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راست  و  چپ  از  را  حدگیری  نقطة  به  متغیر  شدن  نزدیک  کافیست  که  برسید 
مستقل از هم انجام دهید و به مفهوم حد چپ و حد راست برسید.

فعالیت آموزشی
این بخش با طرح سؤال شروع می شود و در کتاب توضیحات اصلی دربارة حدهای 
یک طرفه و دوطرفه از زبان معلم ارائه می شود. در ادامه در حالت حدهای دوطرفه 
توضیحات  مثال ها،  انواع  ذکر  با  و  می شوند  طرح  راست  و  مفاهیم حدهای چپ 

تکمیل می شوند و این مفاهیم در کار در کلاس )1( تمرین می شوند. 
توجه داشته باشید که مفاهیم حدهای چپ و راست فقط مخصوص حدهای دوطرفه 
است و نماد حدگیری راست و چپ فقط زمانی به کار می رود که حد دوطرفه باشد 
و بخواهیم مشخص کنیم که قرار است حدگیری را از راست یا چپ انجام دهیم. 

در حدهای یک طرفه، خود به خود از طریق دامنة تابع و وضعیت نقطه نسبت به 
دامنه، مشخص است که متغیر از چپ یا راست به نقطة حدگیری نزدیک می شود 
و لزومی به نمادگذاری جدید برای مشخص کردن چپ یا راست نیست و همان 

نماد حدگیری کلی به کار می رود.

تابع هایی داده شده اند که چند ضابطه ای هستند و مقدار  این کار در کلاس  در 
داد  تذکر  هنرجویان  به  می توان  است.  شده  خواسته  ضابطه  تغییر  نقطة  در  حد 
که در این گونه تابع ها برای محاسبة حد در سایر نقاط )که ضابطه در دو طرف 
نقطة حدگیری عوض نمی شود( لزومی به محاسبة جداگانة حد چپ و حد راست 

نمی باشد.

حل کار در کلاس )1(

 در دوطرف صفر متفاوت است پس لازم  ( ) x x x
f x

x x

 + ≤= 
− >

2 0
1 0

الف( قانون تابع 

است حدچپ و حد راست تابع را در نقطة صفر جداگانه بررسی کنیم:
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lim ( ) lim
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→ →
→ →

= + − = 
 ⇒ ≠

= + = 

0 0
2 0 0

0 0

1 1

0
 

چون حد چپ و حد راست تابع در نقطة صفر برابر نیست پس تابع در نقطة صفر 
حد ندارد.

 در دوطرف نقطة 1 متفاوت است، پس  ( )
x x x

g x x

x x x

 − <


= =
 − <

2

2

2 1
5 1
5 4 1

ب( قانون تابع 

لازم است حدچپ و حد راست تابع را در نقطة 1 جداگانه بررسی کنیم:

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

xx x
x x

g x x x
g x g x g x

g x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→→ →
→ →

= − =
 ⇒ = ⇒ =

= − = 

2
1 1

2 11 1
1 1

5 4 1
1

2 1
 

چون حد چپ و حد راست تابع در نقطة x = 1 برابر است پس تابع در نقطة 1 حد 
دارد و حد آن عدد 1 است. )یکی شدن نقطة حدگیری و مقدار حد تصادفی است. 

حتماً تذکر داده شود.(
 L2 و حد چپ آن در این نقطه برابر L1 برابر x = 2 پ( حد راست تابع در نقطة
است واضح است L1≠L2 یعنی حد چپ و حد راست تابع h  برابر نیستند، پس تابع 

h در این نقطه حد ندارد.

      -2     0        1       2       3      4       5       6      7   

5

4

3

2

1

-1

x

y

L2

L1
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حل مسائل

 فرایندها و مهارت ها: استدلال، بازنمایی  1
حد این تابع در نقطه x = -2، حد یک طرفه راست است، زیرا از نقاط دامنه این 
تابع، فقط از راست می توان به 2- نزدیک شد. طبق نمودار، حد این تابع در نقطة 

x = -2 وجود دارد و برابر 1 است. 
اما حد این تابع در نقطة 3، حد یک طرفه چپ است. زیرا، از نقاط دامنة این تابع، 
نقطه  این  تابع در  این  نمودار، حد  نزدیک شد. طبق  به 3  از چپ می توان  فقط 

موجود است و برابر صفر است.
حدگیری این تابع در صفر یک حد دوطرفه است. از آنجا که نمودار تابع در دو 
طرف x = 0 با هم متفاوت اند، حدهای چپ و راست در x = 0 را جداگانه محاسبه 

می کنیم. طبق نمودار داریم:
lim ( ) , lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
= =

0 0
2 1  

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست این تابع درx = 0 مساوی نیستند، این تابع 
در صفر حد ندارد. 

به طور مشابه حدگیری این تابع در x = 2 یک حد دوطرفه است. چون نمودار تابع 
در دو طرف 2 با هم متفاوت اند، حدهای چپ و راست در این نقطه را جداگانه 

حساب می کنیم. طبق نمودار داریم: 
lim ( ) , lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
= =

2 2
1 1  

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست در x = 2 مساوی 1 هستند، حد تابع در این 
نقطه، برابر 1 می باشد. 

 فرایندها و مهارت ها: استدلال  2
با توجه به اینکه این حدگیری دوطرفه است و قانون تابع در دو طرف x = 2 با هم 

متفاوت اند، حدهای چپ و راست در این نقطه را جداگانه حساب می کنیم.  

lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

g x x g x x
− − + +→ → → →

= − = − = − = −2
2 2 2 2

2 2 4 2  

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست تابع g در x = 2 با هم مساوی هستند، این 
تابع در این نقطه حد دارد و حد آن برابر 2- است. 

 فرایندها و مهارت ها: استدلال، بازنمایی  3
از طریق نمودار دیده می شود این تابع در صفر حد دارد و حد آن صفر است. اما 
برای اثبات این مطلب به روش جبری باید قانون این تابع را به طور صریح بنویسیم. 
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این تابع در دو طرف صفر به صورت دو خط متفاوت است و قانون آن به صورت 
دوضابطه ای به شکل زیر نوشته می شود. 

( ) | |
x x

f x x
x x

− <
= =  ≤

0
0

 

پس حد این تابع در صفر را با محاسبة حدهای چپ و راست در صفر به دست 
می آوریم.

lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

f x x f x x
+ + − −→ → → →

= = = − =
0 0 0 0

0 0  

چون حدهای چپ و راست این تابع در صفر، هر دو صفر هستند، می توان گفت حد 
این تابع در صفر برابر صفر است. 

 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال 4
الف( بله. زیرا: 

lim ( ) lim ( )
x x

g x ax a
− −→− →−

= + = − +
1 1

2 2  

lim ( ) lim ( )
x x

g x x a a
+ +→− →−

= + = +2
1 1

1  

ب( برای اینکه این تابع در x = 1 حد داشته باشد، بایستی حدهای چپ و راست 
تابع در این نقطه با هم برابر باشند. 

a a a a+ = − + ⇒ = ⇒ = 11 2 2 1
2

 

 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، حل مسئله 5
نمودارهای زیادی می توان رسم کرد. به طور مثال: 

y

x

1

1

-4

2

2

3

3 4 5
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 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال 6
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور مثال: 

( )
x

f x x
x

− ≤
=  <

1 2
5 2
2

 

 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال ٧
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور مثال: 

( )
x

f x x
x x

 <= 
 + ≤

1 0

2 1 0
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بخش دوم: پیوستگی تابع ها 

اهداف بخش
 درک مفهوم پیوستگی یک تابع در یک نقطه از دامنة تابع، از طریق یکسانی  1

حدتابع و مقدار تابع
 درک مفهوم پیوستگی یک تابع در یک بازه 2
 تشخیص وضعیت پیوستگی تابع های خاص  3

بریدگی(  )نداشتن  نمودار  یکپارچگی  از طریق  تابع،  پیوستگی   درک وضعیت  4
روی بازه های دامنه

 مدل سازی وضعیت های مسئله ای به کمک تابع و تشخیص پیوستگی یا عدم  5
پیوستگی آن

و  بریدگی  کلی،  پیوستگی  نقطه،  در  ناپیوستگی  و  پیوستگی  کلیدی:  واژه های 
یکپارچگی نمودار

نگاه کلی به بخش
نیز  زبان روزمره  این بخش آموزش پیوستگی است. اصطلاح پیوستگی در  هدف 
کاربرد دارد و معنای زبانی آن به معنای ریاضی آن نزدیک است. در کتاب وقتی 
از پیوستگی حرکت صحبت می کنیم منظور، پیوستگی در معنای زبانی آن است. 
بنابراین، از طریق متن باید تشخیص داده شود که به کارگیری اصطلاح پیوستگی 
در کتاب چه وقت به معنای ریاضی آن است و چه وقت به معنای زبانی آن است.

برای درک مفهوم پیوستگی از همان زمینه حرکت هواپیما استفاده شده است. در 
این بخش این سؤال طرح می شود که اگر مقدار تابع در نقطه ای مشخص باشد، آیا 
باز هم حق داریم حد تابع را در آن نقطه حساب کنیم و اگر بتوانیم حد را حساب 
کنیم آیا ممکن است عددی غیر از مقدار تابع به دست آوریم؟ مباحثه در مورد این 

سؤال نکات آموزندة بسیاری در بر دارد. 
آیا حدگیری از یک تابع فقط در جایی انجام می شود که مقدار تابع در آن نقطه 
مشخص نباشد؟ جواب به این سؤال آن است حدگیری از یک تابع در یک نقطه 
نبودن  یا  بودن  نقطه است و مشخص  اطراف آن  تابع در  فقط نشان دهندة رفتار 
مقدار تابع در آن نقطه، هیچ دخالتی در فرایند حدگیری ندارد. بنابراین، در جاهایی 
هم که مقدار تابع در یک نقطه، مشخص است ممکن است برای تشخیص رفتار 

تابع در اطراف آن نقطه لازم باشد عمل حدگیری در آن نقطه انجام شود. 
مهم ترین رفتار یک تابع در اطراف یک نقطه از دامنة آن این است که آیا حد تابع 
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در آن نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه است یا خیر. در زمینة حرکت هواپیما، به 
دلیل پیوستگی حرکت هواپیما، جواب مثبت است و به طور طبیعی انتظار داریم که 
برای تابع حرکت هواپیما در هر نقطه از دامنة آن حد تابع همان مقدار تابع باشد 
و این ویژگی را به عنوان تعریف پیوستگی در ریاضی انتخاب می کنیم. این نکته 
که در مورد برخی توابع ممکن است این ویژگی برقرار نباشد به طور صریح بیان 

می شود و در یک مثال ریاضی نشان داده می شود.
دیدن ناپیوستگی در طبیعت آسان نیست و ریاضیات توصیف کننده طبیعت معمولاً 
با تابع های پیوسته کار می کند. با این حال در کتاب یک مثال واقعی نیز نشان داده 
شده است که مدل ریاضی آن با یک تابع ناپیوسته بیان می شود. البته در این مثال 
هم در واقعیت تابع اصلی پیوسته است ولی برای ما ساده تر آن است که وضعیت را 

با یک تابع ناپیوسته مدل سازی کنیم.
پس از انجام فعالیت ها و دیدن مثال ها و شیوه تحقیق در پیوستگی و ناپیوستگی 
ریاضی  ایده  بین  رابطة  و  می شوند  معرفی  اساسی  و  مهم  پیوسته  توابع  توابع، 
بریدگی( طرح می شود. در مثال هایی  توابع )بدون  نمودار  پیوستگی و پیوستگی 
دیده می شود که اگرچه تابع از لحاظ ریاضی پیوسته است ولی نمودار آن بریدگی 
دارد. این موارد وقتی رخ می دهند که دامنة تابع خودش بریدگی داشته باشد و بازه 
نباشد. بنابراین، ایدة شهودی پیوستگی نمودار تابع و پیوستگی ریاضی تابع وقتی 
بر هم منطبق می شوند که دامنة تابع یک بازه باشد. یک تابع وقتی پیوسته است 

که روی بازه های داخل دامنة خود پیوستگی شهودی داشته باشد.

ورود به مطلب
برای طرح مفهوم پیوستگی بهتر است از مسئلة حد یک تابع در نقاط دامنة خود 
که مقدار تابع مشخص است شروع کنید که آیا می توانیم در این حالت حد بگیریم؟ 
به چه دلیلی حد بگیریم وقتی مقدار تابع مشخص است؟ اگر حد بگیریم آیا غیر از 
مقدار تابع چیز دیگری ممکن است به دست آید؟ پس از مباحثه دربارة این سؤالات 
می توانید جواب ها را در مثال های متعدد بررسی کنید و نهایتاً حالت حد تابع که 
مساوی مقدار تابع می شود را به عنوان ویژگی پیوستگی معرفی کنید که با شهود 

پیوستگی هم سازگار است. سایر حالات را به عنوان ناپیوستگی معرفی کنید.

فعالیت آموزشی
در  تابع هایی  از  آن حدگیری  در  که  می شود  آغاز  سؤال  یک  با طرح  بخش  این 
چه  به  اینکه  است.  مشخص  نقاط  آن  در  تابع  مقدار  که  می شود  مطرح  نقاطی 
دلیل حد می گیریم و آیا حد به دست آمده با مقدار تابع می تواند متفاوت باشد یا 
خیر مباحثاتی انجام می شود و در کتاب از زبان معلم حالات ممکن توضیح داده 
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می شوند و مفهوم پیوستگی به طور ضمنی مطرح می شود. در فعالیت )1( حالات 
ممکن برای تابع و حد آن و مقدار تابع بررسی می شوند. 

اهداف موضوعی:
 درک مفهوم پیوستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع.

 درک ارتباط بین حد و پیوستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع.
 کسب مهارت تشخیص پیوستگی تابع با استفاده از نمودار تابع.

 آشنایی با نمودار برخی وضعیت های ناپیوستگی تابع در یک نقطه.
فرایندها:

 بازنمایی ها.
 استدلال کردن.

 تفکر بصری.

با توجه به نقشی که نمودار در درک شهودی مفاهیم ریاضی از جمله مفهوم پیوستگی 
تابع دارد، در این فعالیت از نمودار تابع ها درشروع ارائة مفهوم پیوستگی استفاده 
شده است. تبیین صحیح علت گسستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع 

توسط هنرجو، به ایجاد درک صحیح او از مفهوم پیوستگی کمک می کند.

حل فعالیت )1(
 الف( از روی نمودار می توان دید حدچپ تابع در این نقطه 9 و حد راست تابع   1

در این نقطه  11 است، بنابراین، این تابع در این نقطه، حد ندارد.
ب( نمودار تابع در نقطة x = 3 گسستگی دارد و پیوسته نیست.

 الف( حد چپ و حد راست تابع در نقطة x = 3 برابر 9 است. بنابراین حد این  2
تابع در نقطة x   =   3 برابر 9 است.

ب( خیر، مقدار تابع در نقطة x = 3 عدد 11 است.
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پ( نمودار تابع در این نقطه گسستگی دارد.
 الف( نمودار تابع در نزدیکی نقطة x = 3 نشان می دهد حد تابع در این نقطه،  3

عدد 9 است.
ب( بله مساوی است.

پ( نمودار تابع در نقطة x = 3 گسستگی ندارد و پیوسته است.

پس از این فعالیت، مفهوم پیوستگی و رابطة آن با حد تابع و مقدار تابع باید در 
ذهن هنرجو شکل گرفته باشد. در ادامه، مفهوم پیوستگی در نقطه و پیوستگی 
کلی تابع در دامنة آن، رسماً معرفی می شوند و در مثال هایی توضیح داده می شوند 
و تابع های پیوسته مهم معرفی می شوند. رابطة بین پیوستگی شهودی نمودار تابع 
و پیوستگی تابع با تعریف ریاضی آن نیز در انتها توضیح داده می شود. در انتهای 

این بخش این مفاهیم در کار در کلاس )2( تمرین می شوند.

در این قسمت برای تقویت مهارت هنرجویان توابع مختلف )مثلثاتی، چندضابطه ای، 
بررسی  انتخاب شده جهت  نقطة  انتخاب شده است. همچنین  نمایی و رادیکالی( 
پیوستگی نیز متنوع انتخاب )نقطة داخل دامنه و نقطة ابتدا یا انتهای دامنه( شده 
است. جهت کسب مهارت بیشتر با توجه به توابع معرفی شده در کتاب می توان 

مثال های متنوع دیگری نیز انتخاب کرد و در اختیار هنرجویان قرار داد.

حل کار در کلاس )2(
 الف( پیوسته است زیرا: 1

lim ( ) lim(sin cos ) lim(sin ) lim(cos ) sin cos ( )
t t t t

g t t t t t g
→π →π →π →π

= + = + = π + π = π  

ب( تابع در دو طرف نقطة صفر ضابطه های متفاوت دارد، بنابراین برای محاسبة 
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حد این تابع در صفر، لازم است حدهای چپ و راست آن را در این نقطه محاسبه 
و برابری این دو حد را بررسی کنیم.

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x

x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→ →
→ →

= − =
 ⇒ ≠

= + = 

0 0
2 0 0

0 0

2 1

0
 

چون حدهای چپ و راست برابر نیستند، این تابع در این نقطه حد ندارد، در نتیجه 
پیوسته نیز نمی باشد.

پ( با توجه به دامنة تابع، به نقطة x = -1 از راست می توان نزدیک شد، بنابراین 
حد تابع در این نقطه حد یک طرفه است.

lim ( ) lim ( ) ( )
x x

h x x h
→− →−

= − = − − = =2 2
1 1

1 1 1 0 0  

پس، حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه برابر است و این تابع در نقطة 
x  =  -1 پیوسته است.

 و حد مخرج این تابع در  a
π< <0
2
 به ازای هر عدد a از دامنة این تابع داریم  2

نقطة a برابر sin   a است که مقداری ناصفر است. پس این تابع در نقطة a حد دارد و 
lim

lim
sin lim sin sin

x a

x a
x a

x x a
→

→
→

= =
11 1  

یعنی، این تابع پیوسته است.

حل مسائل

 فرایندها و مهارت: استدلال،  1
بازنمایی 

حدهای  حد،  وجود  تشخیص  برای 
چپ و راست در این نقطه را جداگانه 

می کنیم.  بررسی 
lim ( ) lim ( )
x x

h x x
− −→ →

= + =2
1 1

1 2

 
lim ( ) lim

x x
h x x

+ +→ →
= =

1 1
2 2

و  چپ  حدهای  اینکه  به  توجه  با 
راست این تابع در x = 1 با هم برابر 

     -3      -2      -1     0        1       2       3      4  

6

5

4

3

2

1

-1

x

y
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. lim ( )
x

h x
→

=
1

2 پس  است، 

اما h   (1) = 0، پس حد تابع h در نقطة x =1 با مقدار تابع در این نقطه مساوی 
نیست و تابع h در این نقطه پیوسته نیست. 

 فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی  2
وضعیت این تابع در نقاط ناصفر روشن است. با حدگیری از تابع در نقاط ناصفر 
دیده می شود حد تابع با مقدار تابع در این نقاط مساوی است. اما قبلًا دیده بودیم 
حد این تابع در صفر برابر 1 است و مقدار این تابع نیز در صفر برابر 1 است. پس 

در نقطه صفر هم پیوستگی برقرار است و این تابع همه جا پیوسته است.

-8      -7      -6     -5       4       -3     -2      -1      0        1       2      3       4       5      6       7       

2

1

-1

-2

x

y

 فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی  3
تابع f با دامنه ]3 , 0[ در x = 1 و x = 2 پیوسته نیست. زیرا در این نقاط حد ندارد. 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= =
1 1

1 2  

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= =
2 2

2 1  

y

x

1

0 1

-1

-1

-2

-2

2

2

3

3
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 فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی 4

. بنابراین با استفاده از حد  a
π< <0
2
اگر a نقطه ای از دامنه این تابع باشد، داریم: 

تقسیم دو تابع )حد تابع مخرج در این نقطه صفر نیست( داریم: 
lim coscos coslim

sin lim sin sin
x a

x a
x a

xx a
x x a

→
→

→

= =
− − −

22 2

1 1 1
 

بنابراین، این تابع در دامنة داده شده، پیوسته است. 

 فرایندها و مهارت: استدلال، حل مسئله، بازنمایی 5
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور نمونه: 

( ) x x
f x

x

 + ≠= 
=

21 0
0 0

 

 فرایندها و مهارت: استدلال، حل مسئله 6
بله، این تابع پیوسته است. زیرا نمودار این تابع بریدگی ندارد و روی هر بازه در 

دارد.  پیوستگی  دامنه اش 

 فرایندها و مهارت: حل مسئله، استدلال ٧
بله. اگر دامنة یک تابع از اجتماع چند بازه جدا از هم تشکیل شده باشد، نمودار 
تابع نیز از چند قسمت جدا از هم تشکیل خواهد شد و با توجه به اینکه نمودار 
تابع داده شده روی هر بازه از دامنة خود پیوسته می باشد، می توان گفت این تابع 

در دامنه داده شده پیوستگی دارد. 

 فرایندها و مهارت: حل مسئله، استدلال، نمایش ٨
الف( بله پیوسته است، زیرا نمودار تابع روی هر بازه از دامنة آن پیوستگی دارد.

ب( به دلیل پیوستگی تابع، حد تابع در هر نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه است. 
پس کافیست که مقدار تابع در این نقطه را از روی نمودار تابع به دست آوریم.

y

x

1
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فصل چهارم

درک مفهوم مشتق
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 نقشۀ مفهومی فصل چهارم 

مشتق به عنوان سرعت 
تغییرات مقادیر تابع

تعبیر فیزیکی 
مشتق )سرعت 
اجسام متحرک(

مشتق و 
حدگیری

تعبیر هندسی 
مشتق )خط مماس 

بر نمودار تابع(

مشتق پذیری و 
مشتق ناپذیری

مشتق پذیری و تابع مشتق
پیوستگی

تابع حرکت و تابع 
سرعت اجسام 

متحرک

معادلة خط مماس 
بر نمودار تابع
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اهداف کلی پودمان
1 درك مفهوم مشتق تابع در يك نقطه به عنوان سرعت تغييرات مقادير تابع در 

آن نقطه
٢ محاسبة مشتق تابع هاي ساده در يك نقطه با حدگيري

٣ درك رابطة بين مشتق تابع و سرعت متحرك ها
٤ تفسير حركت يك متحرك با يافتن مشتق تابع حركت

٥ درك مشتق تابع به عنوان يك تابع
٦ درك رابطة بين مشتق تابع در يك نقطه و شيب خط مماس بر نمودار تابع 

در آن نقطه
٧ يافتن معادلة خط مماس بر نمودار تابع ها در نقاط مختلف

٨ به كارگيري مشتق در تبيين و تفسير سرعت تغييرات در وضعيت هاي معمول 
و زندگي واقعي

پیش نیاز ها
 آشنايی با انواع توابع و بازنمايی های مختلف آن 

 آشنايی با مفهوم حد تابع در يك نقطه و محاسبة آن 
 آشنايی با تابع حركت اجسام 

 توانايی محاسبه شيب يك خط از روی نمودار و معادله 
 آشنايی با رابطه بين شيب يك خط و تانژانت زاويه بين خط و محور طول  ها 

 آشنايی با مفهوم خط مماس 
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بخش اول: مشتق تابع ها

اهداف بخش
1 درك مفهوم مشتق تابع در يك نقطه به عنوان سرعت تغييرات مقادير تابع در 

آن نقطه
٢ محاسبة مشتق تابع هاي ساده در يك نقطه با حدگيري

واژه های کلیدی: تغييرات مقادير تابع، سرعت حركت، مشتق تابع

نگاه کلی به بخش
حركت  سرعت  زمينه  از  اينجا  در  است.  مشتق  مفهوم  آموزش  بخش  اين  هدف 
اجسام برای آموزش مشتق استفاده شده است. از لحاظ تاريخی نيز مفهوم مشتق 
به همين شکل به وجود آمده است. به همين دليل، اين بخش با همان مسئلة اصلی 

نيوتن در محاسبة سرعت اجسام شروع شده است.
آغاز  اجسام  سرعت  يافتن  چگونگی  در  معلم  و  هنرجويان  بين  مباحثه ای  ابتدا، 
می شود و پيشنهاد های به دست آمده در فعاليت )1( به اجرا در می آيد كه همان 
آموزش مفهوم مشتق است. سپس، مفهوم مشتق در حالت كلی آن تعريف شده و 

در مثال ها تمرين می شود.

ورود به مطلب 
مفهوم اصلی مشتق، در شدت تغييرات مقادير يك تابع است. هر كجا كه شدت 
زمينة  باشد،  شناسايی  قابل  آسانی  به  و  باشد  مشاهده  قابل  تابع  يك  تغييرات 
يك  مکان  تغييرات  شدت  از  اينجا  در  است.  مشتق  مفهوم  طرح  برای  مناسبی 

متحرك استفاده شده است كه به طور شهودی سرعت متحرك ناميده می شود.

فعالیت آموزشی
با  سپس،  می شود.  مطرح  اجسام  سرعت  محاسبة  چگونگی  دربارة  سؤالی  ابتدا 

مباحثه، راه حل های به دست آمده در فعاليت )1( به اجرا در می آيند.
اهداف موضوعی

 درك مفهوم مشتق تابع در يك نقطه.
 آشنايی با روش محاسبة مشتق تابع در يك نقطه.
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فرایند ها:
 پيوند ها و اتصال ها )رياضی و خارج رياضی(.

 بازنمايی ها.
 ارتباطات كلامی.

 حل مسئله )مدل سازی(.

به منظور توجه به اهميت مشتق و ايجاد درك مناسب از مفهوم آن، مشتق در يك 
زمينة واقعی )فيزيکی( مطرح شده است. توجه به هر كدام از سؤالات و پاسخ دهی 
مناسب به آن، هنرجويان را به ايجاد درك مناسب از اين مفهوم هدايت خواهد كرد.

حل فعالیت )1(
f     (1) 1، فاصلة توپ از محل ر ها شدن را 1 ثانيه پس از ر ها شدن، نشان می دهد. 

f     (1) = 5
٢ f     (1+h   )، فاصلة توپ از محل ر ها شدن را   h+1 ثانيه پس از ر ها شدن، نشان 

می دهد.
f      (1+h   ) = 5(1+h   )2  

٣ مسافت طی شده در بازة زمانی [  h+1 ,1] برابر f      (1+h   )  -  f      (1) است.

f      (1+h   )  -  f      (1) = 5(1+h   )2  -5×12   =10h     + 5h2  

اين حركت، h ثانيه طول كشيده است.
زمان سپری  بر  تقسيم  با مسافت طی شده  است  برابر  توپ،  ٤ سرعت متوسط 

شده. بنابراين:
( ) ( )( ) f h f

v h h
h

+ −= = +1 1 10 5  
٥ جدول تکميل شده:

0/10/010/0010/0001←0h

10/510/0510/00510/0005←V(h)

٦ سرعت توپ در زمان t    =1 ثانيه پس از ر ها شدن را نشان می دهد.

٧ سرعت توپ در لحظة t    =1 برابر 10 است.
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پس از انجام فعاليت، نکات اين فعاليت به طور مبسوط و در حالت h    < 0 نيز توضيح 
داده می شوند. نهايتاً مفهوم مشتق به عنوان حد نسبت تغييرات تابع به تغييرات 
متغير تعريف می شود. در مثال های متعدد اين مفهوم بررسی و رابطه مشتق پذيری 

و پيوستگی بيان می شود. در كار در كلاس )1( اين مفاهيم تمرين می شوند.

حل کار در کلاس )1(
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim

h h h

f h f h h h hf
h h h→ → →

+ − + + + − + +′ = = = =
2 2

0 0 0

2 2 2 4 2 4 8 82 8 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
h h h

f h f h h h hf
h h h→ → →

+ − + + + − + +′ = = = =
2 2

0 0 0

2 2 2 4 2 4 8 82 8
 

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

) )الف ) lim
→

−′ = =
h

f
h0

2 24 0  

) )ب ) ( )( ) lim lim
h h

h hg
h h→ →

− + + − − × + − − + + −′ = = = −
0 0

3 4 4 3 4 4 12 3 4 12 44 3  

) )پ ) ( ) ( ( ) )( ) lim
→

+ − + − −′ = = −
h

h h
u

h

2 2

0

4 4 4 44 7   

٢ فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

( )( ) lim lim lim
( )h h h

h
h hhg

h h h h→ → →

− −
− + −+′ = = = = −

+0 0 0

2 21 1
2 2 12 22 2 2 4  

٣ فرایند ها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
ابتدا پيوستگی تابع f در نقطة 3 را بررسی می كنيم. به دليل، تفاوت قانون f در دو 
طرف 3 برای يافتن حد تابع در اين نقطه، حد های چپ و راست را بررسی می كنيم.

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
− −

− +

+ +

→ →

→ →
→ →

= − =  ⇒ =
= − + = 

2

3 3
3 3

3 3

2 10 8

11 8
x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x  
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بنابراين حد تابع در اين نقطه وجود دارد و برابر مقدار تابع در اين نقطه است. پس 
f در اين نقطه پيوسته است.

برای تشخيص مشتق پذيری تابع f نيز بايد وجود و يکسانی حد های چپ و راست 
نسبت تغييرات تابع به تغييرات متغير را بررسی كنيم.

( ) ( )lim lim lim
h h h

f h h h h
h h h− − −→ → →

+ − + − − + + −= =
2 2

0 0 0

3 8 2 3 10 8 18 12 2 18
 

( )lim
h

h h
h−→

+= =
0

12 2 12
 

( ) ( )lim lim lim
h h h

f h h h
h h h+ + +→ → →

+ − − + + − − − += =
0 0 0

3 8 3 11 8 3 3
 

lim
h

h
h+→

−= = −
0

1
 

) در h    = 0 وجود ندارد و تابع  ) ( )f h f
h

+ −3 3 اين محاسبه نشان می دهد حد كسر 
f در x    = 3 مشتق پذير نيست.

٤ فرایند و مهارت: استدلال، حل مسئله
به دليل تفاوت قانون تابع در دو طرف نقطة 1- بايد حد های چپ و راست كسر 
نسبت تغييرات تابع به تغييرات متغير را جداگانه بررسی كنيم. توجه داشته باشيد 

.v  (-1)=-2 كه
( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim

h h

v h v h h
h h− −→ →

− + − − − + + − + − − −=
2

0 0

1 1 4 1 2 1 4 2
 

( )lim lim lim
h h h

h hh h h h h
h h h− − −→ → →

−− + − + − −= = = = −
2 2

0 0 0

2 2 34 8 4 2 2 2 4 6 6  
( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim

+ + + +→ → → →

− + − − − − + − − − − − −= = = = −
0 0 0 0

1 1 6 1 8 2 6 6 6 6 6
h h h h

v h v h h h
h h h h 

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim
+ + + +→ → → →

− + − − − − + − − − − − −= = = = −
0 0 0 0

1 1 6 1 8 2 6 6 6 6 6
h h h h

v h v h h h
h h h h  

 v وجود دارد و تابع ( ) ( )lim
h

v h v
h→

− + − −
0

1 1 با توجه به محاسبه بالا می توان گفت 
در نقطه x   =  -1 مشتق  پذير است و مشتق آن 6- است. 
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٥ فرایند و مهارت: استدلال، حل مسئله
الف( برای بررسی پيوستگی تابع g درx   =  0   ، حد چپ و حد راست آن را در اين 

نقطه محاسبه می كنيم.
lim ( ) lim ( )

lim ( )
lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →
→

→ →

= − + =  ⇒ =
= + = 

2

0 0
0

0 0

1 1
1

1 1
x x

x
x x

g x x x
g x

g x ax
 

از آنجا كه g   (0)=1، تابع g در x    = 0 پيوسته است. 
 ( ) ( )g h g

h
+ −0 0 ب( برای آنکه تابع g در x    = 0 مشتق پذير باشد، لازم است حد كسر 

در h    = 0 موجود باشد. اين شرط معادل با آن است كه حد چپ و حد راست اين 
كسر در h    = 0 موجود و مساوی باشند.

( ) ( ) ( )lim lim lim
h h h

g h g h hh h
h h h− − −→ → →

+ − −− + −= = = −
2

0 0 0

0 0 11 1 1
 

( ) ( )lim lim lim
h h h

g h g ah ah a
h h h+ + +→ → →

+ − + −= = =
0 0 0

0 0 1 1
 

.g ′(0)=-1 در نتيجه .a   =  -1 بنابراين، شرط مشتق پذيری اين تابع آن است كه
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بخش دوم: مشتق و سرعت متحرک ها

اهداف بخش
1 درك رابطة بين مشتق تابع و سرعت متحرك ها

٢ تفسير حركت يك متحرك با يافتن مشتق تابع حركت
٣ درك مشتق تابع به عنوان يك تابع

واژه های کلیدی: سرعت متحرك، مشتق تابع

نگاه کلی به بخش
است.  اجسام  سرعت  محاسبة  در  مشتق  مفهوم  از  استفاده  بخش،  اين  از  هدف 
رابطة بين مشتق تابع حركت يك جسم متحرك و سرعت آن متحرك در بخش 
برای آموزش مشتق استفاده شده  از همين زمينه  قبل مشخص شده است، زيرا 
است. در اين بخش، اين مطلب با صراحت بيشتری بيان می شود و از مشتق گيری 
برای توصيف چگونگی حركت يك متحرك استفاده می شود. همچنين مفهوم تابع 
مشتق نيز در همين بخش از طريق سرعت حركت يك متحرك در لحظات دلخواه،  

توضيح داده شده است.

ورود به مطلب
اين بخش، نيازی به انگيزة جديدی ندارد و در بخش قبل از زمينه سرعت اجسام 
برای آموزش مشتق استفاده شده است. ولی، استفاده از مثال های آشنا و جالب 
توجه و برقراری ارتباط مستقيم بين مقدار مشتق و وضعيت حركت اجسام، بسيار 

مفيد خواهد بود.

فعالیت آموزشی
اين بخش فقط شامل توضيحاتی دربارة سرعت حركت اجسام و رابطة آن با مشتق 
شيوة  تابع ها  مشتق  كمك  به  و  است  شده  داده  توضيح  مثال هايی  در  كه  است 
حركت اجسام توصيف شده اند. اين مطالب در كار در كلاس )2( تمرين می شوند.
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حل کار در کلاس )٢(
1 الف(  

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

f x h f x x h x h x x
f x

h h→ →

+ − + − + − +′ = = =
2 2

0 0

3 4 3 4  

lim
h

xh h h x
h→

+ −= = −
2

0
6 3 4 6 4  

ب(  

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
( )h h h

g x h g x x h x x hg x
h h x h x x→ → →

−
+ − + − −′ = = = = −

+

2 2

2 2 30 0 0

1 1
2 2  

٢ الف( سرعت اين متحرك همان مشتق تابع حركت آن است.
v   (t  )= - 8 t   +16  

ب( v  (1)=8  >0 در جهت محور حركت می كند.
پ( v  (4)=-16  <0 خلاف جهت محور حركت می كند.

ت( متحرك در صورتی متوقف می شود كه سرعت آن صفر شود، بنابراين:
v   (t  ) = 0 ⇒ -8t   + 16 = 0 ⇒  t   = 2  

لحظة t   =2 در دامنة تابع حركت است و در اين لحظه، متحرك، ايست لحظه ای می كند.
ث( زمان هايی كه v  (t   )>  0، متحرك در جهت محور حركت می كند.

بنابراين در بازة زمانی [0,2] متحرك در جهت محور حركت می كند و پس از آن 
تغيير جهت می دهد و در خلاف جهت محور حركت می كند.

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

g x h g x x h x h x x
g x

h h→ →

+ − + − + − −′ = =
2 2

0 0

2 3 2 3
 

( )lim lim
h h

h x hx h x xh h x x x
h h→ →

− −+ − − − − += = = −
2 2 2

0 0

2 6 32 2 3 6 3 2 3 2 6
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٢ فرایند و مهارت ها: حل مسئله

( )( ) ( )( ) lim lim lim
h h h

x h x hf x h f x x h x x h xf x
h h h→ → →

+ − − − − ++ − + +′ = = =
0 0 0

2 2 2 2

 
( )( ) ( )( ) lim lim lim

h h h

x h x hf x h f x x h x x h xf x
h h h→ → →

+ − − − − ++ − + +′ = = =
0 0 0

2 2 2 2

 

( ) ( )lim lim lim
( ) ( )h h h

hx xh x x h
x x h h x xhhx xh h x

h hx x h hx x h x→ → →

+ − + −
+ + ++ + += = = =

+ +

2 2
22 2 2

20 0 0

2 2 2
22 2

 
( ) ( )lim lim lim

( ) ( )h h h

hx xh x x h
x x h h x xhhx xh h x

h hx x h hx x h x→ → →

+ − + −
+ + ++ + += = = =

+ +

2 2
22 2 2

20 0 0

2 2 2
22 2

 
٣ فرایند ها و مهارت: استدلال، حل مسئله، پیوند و اتصال

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

g t h g t t h t h t t
g t

h h→ →

+ − + − + + − − +′ = =
2 2

0 0

20 1 20 1 الف( 

( )lim lim
h h

h t ht th h t h t t t
h h→ →

+ −+ + − − + − + −= = = −
2 2 2

0 0

2 202 20 20 1 20 1 2 20 
( )lim lim

h h

h t ht th h t h t t t
h h→ →

+ −+ + − − + − + −= = = −
2 2 2

0 0

2 202 20 20 1 20 1 2 20
 

اين متحرك در لحظة صفر در فاصله 1 متری سمت  ب( داريم g   (0)=1  . يعنی 
راست از مبدأ قرار دارد. همچنين g ′  (0)=2×0-20=-20، يعنی در لحظة صفر با 

سرعت 20 متر بر ثانيه در خلاف جهت محور در حال حركت است.
پ( برای اينکه متحرك متوقف شود بايستی g ′  (t  )=0. از 2t   -20=0 نتيجه می شود 
t   =10. يعنی پس از 10 ثانيه، متحرك ايست لحظه ای می كند. در زمان توقف، 
فاصله متحرك از مبدأ برابر است با g  (10)=100-200+1=-99. يعنی متحرك در 

99 متر سمت چپ مبدأ، توقف لحظه ای كرده است. 
ت(g  (20)=400-400+1=1، يعنی اين متحرك در فاصله 1 متری سمت راست از مبدأ 
  ،g  ′  (20)=2)20(  -20=20 قرار دارد و سرعت اين متحرك در اين لحظه برابر است با

يعنی با سرعت 20 متر در ثانيه در جهت محور در حال حركت است.
ث( اين متحرك در شروع حركت، در مکان 1 متری سمت راست مبدأ قرار دارد و در 
اين لحظه با سرعت 20 متر بر ثانيه رو به عقب )خلاف جهت محور( در حال حركت 
است. متحرك 10 ثانيه رو به عقب حركت می كند )در بازة )g ′  (t  )  <0 ، )0,10 ( و  پس 
از طی 100 متر، ايست لحظه ای می كند و تغيير جهت می دهد و رو به جلو )در جهت 
محور( شروع به حركت می كند. )در بازة )g ′  (t  ) ، )10,20>  0 ( . نهايتاً در 10 ثانيه 

بعدی، متحرك با حركت رو به جلو به نقطة شروع حركت برمی گردد.
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بخش سوم: تعبیر هندسی مشتق

اهداف بخش
1 درك رابطة بين مشتق تابع در يك نقطه و شيب خط مماس بر نمودار تابع 

در آن نقطه
٢ يافتن معادلة خط مماس بر نمودار تابع ها در نقاط مختلف

واژه های کلیدی: شيب خط مماس بر نمودار تابع، مشتق تابع، معادلة خط مماس

نگاه کلی به بخش
و شيب خط  تابع  يك  مشتق  مفهوم  بين  ارتباط  كردن  برقرار  بخش،  اين  هدف 
مماس بر نمودار آن تابع است. اين ارتباط با طرح سؤال و سپس انجام يك فعاليت 
برای پاسخ گويی به آن سؤال برقرار می شود. سپس با مثال هايی اين ارتباط توضيح 

داده می شود.

ورود به مطلب
طرح سؤال مناسب و سعی در پاسخ گويی به آن به صورت مباحثه ای، همواره بهترين 
ورود به آموزش است. در اينجا از ارتباط بين وضعيت نمودار تابع و مفهوم مشتق 
پرسش شده است. برای پاسخ گويی به اين سؤال لازم است از خط های گذرنده از 

نقاط نمودار تابع و حدگيری آنها و نهايتاً خط مماس بر نمودار تابع صحبت كنيم.

فعالیت آموزشی
با طرح سؤال دربارة رابطة بين مشتق تابع و چگونگی نمودار تابع به فعاليت )2( 

می رسيم كه به اين سؤال پاسخ می گويد.
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

اهداف موضوعی:
 درك مفهوم هندسی مشتق.

فرایند ها:
 پيوند ها و اتصال ها )داخل رياضی(.

 مدل سازی.
 ارتباطات كلامی.

 تفکر بصری.
می توان از هنرجويان خواست اهداف فعاليت را در يك تابع خاص با رسم نمودار 

و تشکيل جدول مقادير )نظير f  (x  )=x  2 در نقطة   x  =2( مورد بررسی قرار دهند.

حل فعالیت )٢(

.
( )

+ 
=  + 

a h
N

f a h
 و 

( )
 

=  
 

a
M

f a
  1

.NH  =f  (a  +h) -  f (a  ) و MH   =h  ٢

. ( ) ( )+ −= = f a h f aNHm
MH h

  ٣

٤  مشتق f در نقطة a، همان حد شيب خط MN در h  =0 است.
٥ به نقطة M نزديك می شود.

٦  اين خط نهايتاً بر نمودار تابع در نقطة M مماس خواهد شد و شيب اين خط 
به مشتق تابع در نقطة x  =a نزديك خواهدشد.

پس از توضيح اين فعاليت، رابطة بين مشتق تابع و شيب خط مماس بر نمودار 
تابع در يك نقطه بيان می شود و در مثال هايی اين رابطه توضيح داده می شود. اين 

مطالب در كار در كلاس )3( تمرين می شوند.
در اين قسمت هنرجويان با رسم خط مماس به كمك خط كش به طور تجربی به 

رابطة بين مشتق و شيب خط مماس پی می برند.
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حل کار در کلاس )٣(
با در نظر  و  را رسم كرده  از خط كش، خط مماس  با استفاده  الف و ب( هنرجو 

گرفتن دو نقطه روی آن، شيب خط را با اندازه گيری پيدا می كند.
كرده،  رسم  هنرجو  كه  خطی  شيب  با  مقايسه  در   f   ′ (x  )=x  2-1  ⇒  f    ′(2)=3 پ( 
اختلاف ناچيزی به دست می آيد كه از يك طرف درستی رابطة بين مشتق و شيب 
خط مماس را نشان می دهد و از طرف ديگر خطای انسانی و ابزار در اندازه گيری ها 

را نشان می دهد.

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: استدلال، بازنمایي، حل مسئله

باشد،   y  =ax  +b به صورت  اين منحنی  بر    
 − 

2
6

نقطه  اگر معادلة خط مماس در 
شيب خط از طريق زير محاسبه می شود: 

( ) ( ) ( )′ ′= −   ⇒  = −   ⇒  = −   ⇒  = −21 4 4 2 2 22f x x x f x x f a  

 عبور می كند. پس  
 − 

2
6

برای يافتن b، می دانيم كه خط مماس y  =-2x  +b از نقطة 

 در معادلة خط مماس صدق می كند. در نتيجه داريم: 
 − 

2
6-6=-2×2+b ⇒ b=-2  
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

پس معادله خط مماس منحنی در نقطه داده شده به صورت y  =-2x  -2 است. به 
كمك جئوجبرا نمودار آن به صورت زير است. 

     -4      -2     0        2       4       6      8      10     

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x

y

٢ فرایند ها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
می دانيم شيب خط مماس در نقطه تماس با مقدار مشتق تابع در آن نقطه برابر 

است. به اين منظور ابتدا، مشتق تابع f را محاسبه می كنيم.

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
→ → →

− −
−+ − ++′ =  =  =  

0 0 0

2 2 22 2

h h h

x x h
f x h f x x x hx h xf x

h h h  
lim ( )

( )→

− ′=   = − ⇒ = −
+ 2 20

2 2 2
h

h f x
hx x h x x  

خط  شيب  بايستی  باشد،  طول ها  محور  موازی  تابع،  نمودار  بر  مماس  خط  اگر 
) )شيب خط مماس( در  )′ = − 2

2f x
x

اينکه  به  توجه  با  باشد.  برابر صفر  مماس 
) برابر صفر نمی شود. پس نقطه ای وجود ندارد  { })− 0 هيچ نقطه ای از دامنة تابع 

كه خط مماس بر نمودار تابع f  ، موازی محور طول ها باشد.

٣ فرایند ها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال
الف( به كمك جئوجبرا، نمودار صفحه بعد رسم شده است:

 f بر نمودار تابع ، = − 13 2y x با استفاده از يك لغزنده معلوم می شود خط به معادله 
مماس می شود. 
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ب( بايد نقطه ای روی نمودار تابع بيابيم كه شيب خط مماس در آن نقطه برابر 3 
شود. همان طور كه می دانيم شيب خط مماس بر منحنی در يك نقطه با مشتق 

تابع در آن نقطه برابر است. با توجه به قانون تابع f داريم:
f    ′(x  )=x   +2  

با حل معادلة f    ′(x  )=x   +2=3 نتيجه می شود x   =1. پس در نقطه ای از نمودار تابع 
به طول 1 خط مماس بر نمودار تابع شيب 3 دارد و موازی خط y  =3x است. برای 
يافتن معادلة خط مماس، می دانيم معادلة آن به صورت y  =3x   +b است. از آنجا كه 

 می گذرد و مختصات اين نقطه در معادلة خط 
 
 
 
 

1
5
2

) اين خط از نقطة  ) = 51 2f

= و معادلة خط مماس  − 1
2b = و در نتيجه  × +5 3 12 b مماس صدق می كند. پس 

= است. − 13 2y x همان خط 

     -6      -5      -4      -3      -2      -1    0        1       2      3     

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

فصل پنجم

محاسبات مشتق و کاربردها
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 نقشه مفهومی فصل پنجم 

                         

مشتق تابع

کاربرد مشتقمحاسبۀ مشتق

علامت مشتق تابع

فرمول های محاسبۀ 
مشتق تابع حاصل جمع، 

حاصل ضرب، حاصل تقسیم

تشخیص رفتار صعودی و 
نزولی تابع ها روی بازه ها 
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

اهداف کلی پودمان
آشناييباقوانينمشتقگيريجمع،ضربوتقسيمتابعها 1

محاسبةمشتقتابعهادرنقاطدادهشدهودلخواه 2
آشنايیبامشتقتابعهایچندجملهای 3
آشنايیبارفتارصعوديونزوليتابعها 4

دركرابطةبينرفتارصعوديونزوليوعلامتمشتقتابعها 5
دركوضعيتتابعدرنقاطيكهمشتقدرآننقطهبرابرصفراست 6

مدلسازيوحلمسائلآشناوزندگيواقعيبهكمكمشتقوتفسيرچگونگي 7
تغييرات

پیش نیازها
آشنايیبااعمالرویتوابعشاملجمعوضربتوابعوتقسيمدوتابع

آشنايیباتعريفمشتقتابعدريكنقطهونمادآن
توانايیمحاسبهمشتقتابعدريكنقطهوبهدستآوردنتابعمشتق

آشنايیبامفهومتابعحركت
مهارتاستفادهازنموداربرایتعيينعلامتتابعها

مهارتتشخيصرفتارتابعازروینمودار
آشنايیباشيبخطوط
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بخش اول: محاسبة مشتق تابع ها

اهداف بخش
آشناييباقوانينمشتقگيريجمع،ضربوتقسيمتابعها 1

آشنايیبامشتقتابعهایچندجملهای 2
محاسبةمشتقتابعهادرنقاطدادهشدهودلخواه 3

تابع مشتق تابع، دو تقسيم و حاصلضرب و مجموع مشتق کلیدی: واژه های 
چندجملهای

نگاه کلی به بخش
و حاصلضرب و مجموع مشتقگيری فرمولهای يادگيری بخش، اين هدف
حاصلتقسيموتابعوبهويژهآشنايیبامشتقتابعهایچندجملهایاست.درمورد
مشتقمجموعدوتابعاززمينةقانونجمعسرعتهادرفيزيكاستفادهشدهاست
ونهايتاًفرمولمشتقجمعدوتابعبيانشدهاست.درموردمشتقحاصلضرب
تابعهافقطفرمولآوردهشدهاستوكتابواردمحاسباتحدینشدهاست.با
محاسبه هم ديگری مشتقات مثالها در حاصلضرب مشتق فرمول از استفاده
شدهاندكههمكارآيیاينفرمولرانشانمیدهندوهمشيوةبهكارگيریاين
فرمولتمرينشدهاست.بهطورخاصبهمشتقتابعهایچندجملهایپرداخته
شدهاستكهنتيجهایازفرمولهایمشتقگيریمجموعوحاصلضربتابعها

است.
درآخراينبخشفرمولمشتقتقسيمدوتابعازطريقمشتقحاصلضربدو

تابعارائهشدهاست.

ورود به مطلب 
اينبخشبيشترجنبةمحاسباتیداردومفهومخاصوجديدیندارد.تااينجا،
محاسبةمشتقفقطازطريقتعريفقابلانجاماستوبايداينمسئلهرامطرح
سازيمكهاينعملدرموردتابعهایپيچيدهدشوارودربرخیمواردغيرعملی
است.مابايدراههایبهتریبرایمحاسبةمشتقبيابيم.باشناختمشتقتابعهای
سادهسعیمیكنيممشتقتابعهایپيچيدهتررابهدستآوريم.باذكرايننکات
را هنرجويان حدس و كنيد پرسش تابع دو مجموع مشتق مورد در میتوانيد
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

بررسیكنيدوواردكتابشويد.
درموردمشتقحاصلضربوحاصلتقسيمدوتابعنيزباهمينروشمیتوانيد

عملكنيد.

فعالیت آموزشی
درابتدایاينبخشسعیشدهاستدريكزمينةواقعی،مجموعدوتابعومشتق
مجموعدوتابعارائهشود.زمينةانتخابشدهحركتيكقطاروحركتيكفرد
درداخلقطاراست.اينيكمسئلهسادةفيزيکیاستوبهقانونجمعسرعتها
معروفاست.تابعحركتفردنسبتبهزمينبهصورتمجموعتابعحركتفرد
نسبتبهقطاروتابعحركتقطارنسبتبهزميناست.سرعتفردنسبتبهزمين
نيزبهصورتجمعسرعتفردنسبتبهقطاروسرعتقطارنسبتبهزميناست.

دليلدرستیاينمطلبهمانقانونمشتقمجموعدوتابعاست.
برایدركدرستیاينقانونفعاليت)1(طرحشدهاست.

اهداف موضوعی 
دركتساویمشتقحاصلجمعدوتابعوحاصلجمعمشتقآنها.

فرایندها 
پيوندهاواتصالها)رياضیوخارجرياضی(.

ارتباطاتكلامی.
حلمسئله)مدلسازی(.

حل فعالیت 1
)0( fفاصلةنقطةA1)رویتسمه(راازنقطةA0)محلنصبپايةپيادهرو 1
رویزمين(درزمانt=0 نشانمیدهدو)g )0فاصلةفردراازنقطةA1در

زمانt=0نشانمیدهد.
A1فاصلةفردازنقطةg  )1(وt=1درزمانA0ازنقطةA1فاصلةنقطةf )1( 2
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درزمانt=1رانشانمیدهد.همچنين)f )1(+g )1فاصلةفردراازنقطةA0در
زمانt=1نشانمیدهد.

A0میباشد.اينتابعفاصلةفردازنقطة ( )h t t t= + 13 2 قانونتابعhبهصورت 3

)رویزمين(درزمانtرانشانمیدهد.
،tرویزمين(درزمان(A0نسبتبهنقطةA1سرعتحركتنقطة=f     ′)t( 4

،tرویتسمه(درزمان(A1سرعتحركتفردنسبتبهنقطة=g    ′)t(
)t(′    h=سرعتحركتفردنسبتبهنقطةA0)رویزمين(درزمانtمیباشد.

h   ′)t(=f     ′)t(+g   ′)t(:داريم ( )h t′ = + 13 2 و ( )g t′ = 1
2 f     ′)t(=3و 5

قانونمشتق و دارد فعاليتعموميت اين نتيجه دادهمیشود توضيح ادامه، در
مجموعدوتابعبيانمیشودودرمثالهايیتمرينمیشود.

وحدسهايی میشود مطرح هنرجويان توسط نيز تابع دو حاصلضرب مشتق
زدهمیشود.نهايتاًاززبانمعلممستقيماًقانونمشتقحاصلضربدوتابعبيان
میشودودرمثالهاتمرينمیشود.همچنينبهكمكفرمولمشتقحاصلضرب
دوتابعمشتقتابعهایخاصیبهدستمیآيدكهقوتاينقانونرانشانمیدهد.

درادامهبهكاردركلاس)1(میرسيمكهاينمفاهيمدرآنتمرينمیشوند.

حل کار در کلاس 1

داريم:f  )x(.g )x(=1بامشتقگيریاز ( )g x
x

= 1 1ـقرارمیدهيم:f)x(=xو
دوطرفتساویداريم:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x x g x g x
x x

′ ′ ′ ′+ = ⇒ × + × = ⇒ = − 2
1 10 1 0

 

ارائهشدهتابهكمكآنمشتقموردنظرمحاسبهشود،در ⋅ =1 1x
x

دراينجارابطة
يا...

x 2
1 صورتآمادگیهنرجويانمیتوانازآنهاخواستتامشتقتوابعینظير

راباارائةرابطهاینظيررابطةارائهشدهدراينسؤال،بهدستآورند.
تابعهايی تابعها،مشتق ازمشتقحاصلضرب باكاربردی ادامهدرفعاليت)2( در
بهصورتf     )x(=ax  nبهدستمیآيدكهپايهيافتنمشتقتابعهایچندجملهایاست.
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اهداف موضوعی 
آشنايیباروشمحاسبةمشتقتابعچندجملهای.

تقويتمهارتاستفادهازقوانينمشتقگيری.
فرایندها 
الگويابی

ارتباطاتكلامی
تعميمدادن

حل فعالیت 2
بامحاسبةمشتقتابعهایموجوددرجدولداريم: 1

)x  4(′=)x  3.x(′=)x  3(′.x+x  3.)x(′=3x   2.x+x3.1=4x  3 
)x   5(′=)x  4.x(′=)x  4(′.x+x  4.)x(′=4x3.x+x4.1=5x4 

جدولتکميلشدهبهصورتزيراست:

x5x4x3x2xf     )x(
5x44x33x22x1f     ′   )x(

توانxدر)x(′     fازتوانxدر)x(     fيكواحدكمتراستوضريب)f     ′)xهمان 2
توانxدر)f     )xاست.

برایبهدستآوردن)f     ′)xكافیاستيكواحدازتوانxدرfكمكنيموآنرا 3
)f     ′)x(=nx   n-1(.ضربكنيمnيعنیxدرتوان

چونa∈Rعددیثابتاستمیتواننوشت: 4

f )x(=ax   n⇒f    ′)x(=a)x   n(′=anx    n-1 
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درادامه،مشتقتابعهایچندجملهایبهصراحتبيانمیشوندوسپسمسئلة
مشتقتقسيمدوتابعمطرحمیشود.معلمراهحلیبرایيافتنمشتقتقسيمدو
تابعپيشنهادمیكندوطبقآنقانونمشتقتقسيمدوتابعبهدستمیآيد.اين
مطلبدرمثالهايیتوضيحدادهمیشوندودركاردركلاس)2(تمرينمیشوند.

حل کار در کلاس 2 
f′)x(=2x-4)الف

( )g x x
x

′ = + 42
2

ب(

( )( ) ( )( )
( )

x x x x
h x

x

− + − −′ =
+

2

2
2 4 3 4 3 4

3 4
پ(

حل مسائل 
فرایندها و مهارت ها : حل مسئله 1

x(=3x2+4(′f)الف 
x(=2x)x  2-3(+2x)x2+1(=4x3-4x(′g)ب 

)پ ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

x x x x x x x xh x
x x x

+ − + + − − − − +′ = = =
+ + +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 3 3 6 2 3 2 3

1 1 1  
فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصال 2

الف(

وضعيتقطارنسبتبهايستگاهازلحاظفاصله
( )
( )

( )

t f

t f

t f

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 105
10 10 205

وضعيتقطارنسبتبهايستگاهازلحاظسرعت
( )
( )
( )

t f

t f

t f

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 20
10 10 20
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ب(

وضعيتماشيننسبتبهايستگاهازلحاظفاصله
( )

( )
( )

t g

t g

t g

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 130
10 10 305

وضعيتماشيننسبتبهايستگاهازلحاظسرعت
( )
( )
( )

t g

t g

t g

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 30
10 10 40



پ(طبقمحاسباتانجامشدهفاصلهماشينازقطاردرلحظات0و5و10به
ترتيببرابر0و25و100)برحسبمتر(است.درهمهاينلحظاتسرعتقطار
افزايشاستوبه ثانيهاستولیسرعتماشيندرحال مقدارثابت20متربر

ترتيببرابر20و30و40متربرثانيهاست.

ت(فاصلةقطارازماشينباتابع
h)t(=g)t(-f   )t(=t 2+20t+5-20t-5=t2 

دادهمیشود.سرعتدورشدنماشينازقطاردرهرلحظةt)ازدامنةتابع(برابر
h′)t(=2tاست.

فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال 3

v′)x(=2f  )x(f     ′)x(
v)x(=)4x2-1(2⇒v′)x(=2)4x2-1(.)8x(=64x3-16x 

فرایندها و مهارت : حل مسئله ، پیوند و اتصال 4

( )g T′ = × =1 510 8 4 الف(

( )f T′ = × =1 1515 8 8 ب( 
S)T(=g)T(.f)T)  ⇒  S′(T) = g′(T). f   (T) + f     ′(T).g(T)=تابعمساحت

( ) ( ) ( ) ( )S T T T T′ = × + + × + = +5 1 15 1 75 115 1 101 14 8 8 8 2 8 
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بخش دوم:  تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

اهداف بخش
آشنايیبارفتارصعوديونزوليتابعها 1

برقراركردنرابطهبينرفتارصعوديونزوليوعلامتمشتقتابعها 2
دركوضعيتتابعدرنقاطيكهمشتقدرآننقطبرابرصفراست 3

مدلسازيوحلمسائلآشناوزندگيواقعيبهكمكمشتقوتفسيرچگونگي 4
تغييرات

واژه های کلیدی:تابعصعودی،تابعنزولی،علامتمشتق،صفرشدنمشتق

نگاه کلی به بخش 
هدفاينبخش،آموزشرفتارصعودیونزولیتابعهاورابطةاينمفهومباعلامت
مشتقتابعوبررسیرفتارتابعهاازطريقيافتنعلامتمشتقاينتابعهااست.تا
اينجا،مفهوممشتقبيشتربهعنوانسرعتتغييراتمقاديرتابعمطرحشدهاستو
بهعنوانيكعددمثبتمعنایقابلقبولیدارد.اينبخشباطرحاينسؤالآغاز

میشودكهمنفیشدنمشتقچهمعنايیدارد.
برایپاسخبهاينسؤالدريكفعاليتدوحالتمشتقمثبتومنفیدرمورد
نتيجه اين به را هنرجو تا میشود بررسی آنها نزولی و رفتارصعودی و تابعها
برساندكهمثبتومنفیشدنمشتقتابعهادرارتباطباصعودیونزولیبودن
آنهااست.پسازانجاماينفعاليت،ايننکاتبهطورصريحبيانمیشوندودر

مثالهايیتمرينمیشوند.
بهآنتوجهكردآناستكهعلامتمشتقوقتیوضعيت بايد نکتهمهمیكه
درطی باشد. بازه تابعيك دامنة كه رامشخصمیكند تابع نزولی و صعودی
مباحثاتیبينمعلموهنرجوبهايننکتهتوجهمیشودودرمثالهايیاهميت

ايننکتهگوشزدمیشود.
همچنين،ايننکتهمطرحمیشودكهيكتابعلزوماًهمهجاصعودیياهمهجا
نزولینيستوممکناسترویبرخیبازههاصعودیوبرخیبازههایديگرنزولی
و مطرحمیشود نيز تابع،صفرمیشود مشتق كه نقاطی نقش اينجا در باشد.

چگونگیوضعيتتابعدرايننقاطموردبررسیقرارمیگيرد.
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ورود به مطلب
دراينبخشدومفهومكليدیرفتارصعودیونزولیتابعهاوعلامتمشتقتابع
بايدطرحشوند.بايديكسؤالمهممطرحسازيمكههمزمانايندومفهومرادر
خودداشتهباشد.رفتارصعودیونزولیتابعهاراهنرجويانبهطورضمنیدرجاهای
ديگرهمديدهانداگرچهنامرسمیبراينمفاهيمانتخابنکردهباشند.پس،بهتر
استتمركزخودرابرعلامتمشتقتابعبگذاريمواينسؤالرامطرحسازيمكه
منفیشدنيامثبتشدنمقدارمشتقيكتابعچهمعنايیداردوچهچيزیرا
نشانمیدهد.برایپاسخبهاينسؤالبهتراستدرموردتابعهایخاصاينبررسی
انجامشودوحدسيههايیتوسطهنرجويانارائهشودواينحدسيههابررسیشوند.

فعالیت آموزشی 
اينبخشباپرسشازمعنایعلامتمشتقومنفیشدنمشتقآغازمیشود.در

فعاليت)3(سعیمیشودبهاينپرسشپاسخیدادهشود.

اهداف موضوعی 
دركارتباطبينعلامتمشتقتابعدريكبازهورفتارتابع)صعودیيانزولیبودن(.

كسبمهارتمحاسبةمشتق.
فرایندها :
بازنمايی

مقايسهكردن
ارتباطاتكلامی

حدسيهسازی

حل فعالیت 3
جدولتکميلشدهبهصورتزيراست: 1

a503010510/5x

a225009001002510/25f  (x)
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افزايشمیيابد. 2

x(=x2(′     fعلامت)x(′     fدر)∞+،0(مثبتاست. 3

جدولتکميلشده: 4

a503010510/5x

-a2-2500-900-100-25-1-0/25f  (x)

كاهشمیيابد. 5
x(=-2x(′     fعلامت)x(′     fدر)∞+،0(منفیاست. 6

تابع باشد مثبت دامنهاش در تابع يك مشتق علامت اگر میزنيم حدس  7
افزايشیواگرعلامتمشتقيكتابعدردامنهاشمنفیباشدتابعكاهشیاست.

درادامه،باتوضيحاتبيشتردرموردرفتارهایافزايشیوكاهشیتوابعونامگذاری
اين و مشتق علامت بين رابطة نزولی و صعودی تابعهای بهعنوان تابعها اين
ويژگیهابهطورصريحبيانمیشود.ايننکتهدرمثالهايیتوضيحدادهمیشود.
همچنينايننکتهمهمتذكردادهمیشودكهعلامتمثبتومنفیمشتقوقتی
نشاندهندةصعودیيانزولیبودنتابعاستكهدامنةتابعيكبازهباشد.درادامه،

ايننکاتدركاردركلاس)3(تمرينمیشوند.

دراينقسمتمیتواننمودارتابعراارائهكردوازهنرجوخواستازبينچند
نموداردادهشده،نمودارتابعمشتقراتشخيصدهد.يابادادننمودارمشتقيك
تابعازهنرجوخواسترفتارتابع)افزايشیياكاهشیبودنو...(راتوصيفكند.
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حل کار در کلاس 3
الف(مقادير(x(′gدربازة)0،∞-(منفیودربازة)∞+،0(مثبتاست. 1

ب(تابع(x( gدربازة)0،∞-(نزولیودربازة)∞+،0(صعودیاست.
پ(نمودارآخردرپايين.

دوحالتصدق درهر ثابت تابعهای نزولی، و تابعهایصعودی تعاريف در  2
میكنند.بنابراين،تابعهایثابتهمصعودیهستندوهمنزولی.فقطتابعهای
يا مثبت هم تابعها اين مشتق نزولی. هم و باشند همصعودی میتوانند ثابت
بزرگترازصفروهممنفیياكوچكتريامساویصفرند.يعنیمشتقاينتابعها

صفراست.

درادامه،وضعيتيكتابعدرنقاطیكهمشتقتابعدرآننقاطصفراستمورد
بحثقرارمیگيردودرمثالهايیوضعيتهایممکنتوضيحدادهمیشوند.

حل مسائل
فرایندها و مهارت ها : استدلال، بازنمایی  1

باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت:
دربازه)1،∞-(رفتارتابعافزايشیودربازة)1،3(رفتارتابعكاهشیودربازه

)∞+،3(رفتارتابعافزايشیاست.

فرایندها و مهارت ها : استدلال ، بازنمایی 2
الف(باتوجهبهنمودارمیتوانگفت،اينتابعدربازههای)0،1(و)1،2(رفتار

افزايشیداردورویاينبازههاصعودیاست.
ب(خير.باتوجهبهنمودارتابع،اينتابعاگرچهدرهريكازبازههای)0،1(و

)1،2(صعودیاستولیرویتمامدامنةخودصعودینيست.

فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی 3
الف(باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت:

دربازة)1-،∞-(نزولی،دربازة)1،0-(صعودی،دربازة)0،1(نزولیودربازة
)∞+،1(صعودیاست.

ب(مشتقتابعدربازة)1-،∞-(منفی،دربازة)1،0-(مثبتودربازة)0،1(منفی
ودربازة)∞+،1(مثبتاست.

پ(مشتقتابعدرنقاطx=-1،0،1صفرمیباشدودرايننقاطمشتقتغيير
علامتمیدهد.
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فرایندها و مهارت : حل مسئله ، استدلال ، بازنمایي 4

( ) ( )( )( )
( ) ( )
x x

f x
x x

− − −′ = =
− −2 2

1 2 1 2
2 2

الف(

f    ′)x(≠0خير.چون)ب
پ(مشتقتابعfدرهمهنقاطدامنةخود)}R-}2(مثبتاست.

ت(باتوجهبهنمودارتابعمیتوانگفت،اينتابعدربازة)2،∞-(رفتارصعودی
داردومشتقتابعدراينبازهمثبتاست.همچنيندربازه)∞+،2(نيزتابع
صعودیاستومشتقآننيزدربازهموردنظرمثبتمیباشد.اماتابعرویكل

دامنةخودصعودینيست.

     -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      10

6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x

y

فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله 5
الف(مشتقاينتابعدربازههای)0،∞-(و)∞+،2(مثبتاست،پسخودتابع
دراينبازههاصعودیاست.امامشتقاينتابعدربازة)0,2(منفیاست،پس

خودتابعدراينبازهنزولیاست.
ب(مشتقتابعدرنقاطx=0وx=2صفراست،زيرادرايننقاطنمودارتابع
مشتقمحورطولهاراقطعكردهاست.ازآنجاكهدرايننقاطتابعمشتقتغيير
علامتمیدهدووضعيتصعودیونزولیتابعدرايننقاطتغييرمیكند،تابعدر

ايننقاط)موضعاً(بهبيشترينياكمترينمقدارخودمیرسد.
پ(باتوجهبهنتايجقسمت)الف(شکلشماره)2(میتواندنمودارتابعgباشد.
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فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی 6
برایتابعموردنظرمیتواننمودارهایمختلفیرسمكرد.بهطورمثال:

y

x

1

1

2

2

3

3 4

4

5

5

فرایندها و مهارت : استدلال ، حل مسئله 7
برایاينتابعمیتوانمثالهایمتفاوتیرامطرحكرد.بهطورمثال:

( )
x x

f x
x x

− + ≤ <
=  + ≤ ≤

10 1 3
2 1 3 7  

حتیمیتوانيديكتابعدرجهدومبنويسيدكهمشتقپذيرنيزباشد،برایمثال:
f )x(=)x-3(2 

تابعباقانونبالاودامنة]7, 1[يكجواباينمسئلهاست.
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