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از الزامات اجرای برنامه درسی، وجود محتوای آموزشی جهت تحقق نیازهای فردی و اجتماعی 
و اهداف نظام تعلیم و تربیت می باشد. با توجه به تغییرات نظام آموزشی که حول محور سند 
مطلوب  به  موجود  از وضع  انجام شد چرخش‌های جدیدی  پرورش  و  آموزش  بنیادین  تحول 
صورت پذیرفت. از جمله به نقش معلم از آموزش دهنده صرف، به مربی، اسوه و تسهیل کننده 
یادگیری و نقش دانش‌آموز از یادگیرنده منفعل به فراگیرنده فعال، تربیت‌جو و مشارکت‌پذیر 
و نقش محتوا از کتاب درسی به عنوان تنها رسانه آموزشی به برنامه محوری و بسته یادگیری 
)آموزشی( نام برد. بسته یادگیری شامل رسانه‌های متنوعی از جمله کتاب درسی دانش‌آموز، 
کتاب همراه دانش‌آموز/ هنرجو، کتاب راهنمای تدریس معلم/ هنرآموز، نرم‌افزارهای آموزشی، 
.... می‌باشد که با هم در تحقق اهداف یادگیری نقش ایفا می‌کنند.  فیلم آموزشی و پوستر و 
انتقال دهنده و مرجعيت هنرآموز در  ايفاي نقش تسهيل‌گري،  كتاب راهنماي هنرآموز جهت 
نظام آموزشي برای هر کتاب درسی طراحي و تدوين شده است. در این رسانه سعی شده روش 
تدریس کلی و جلسه به جلسه به همراه تجهیزات، ابزارها و مواد مصرفی مورد نیاز هر جلسه، 
نکات مربوط به ايمني و بهداشت فردي و محيطي آورده شود. همچنین نمونه طرح درس، تبیین 
پیچیدگی‌های یادگیری هنرجویان، هدایت و مدیریت کارگاه و کلاس در هنرستان، راهنمایی و 
پاسخ فعاليت‌هاي يادگيري و تمرين‌ها، بیان شاخص‌های اصلی جهت ارزشیابی شایستگی و ارائه 
بازخورد، اشاره به اشتباهات و مشکلات رایج در یادگیری هنرجویان و روش سنجش و نمره‌دهی، 
نكات آموزشي شايستگي‌هاي غيرفني، ایمنی، بهداشت و ارگونومی، منابع مطالعاتی، نكات مهم 
و  زماني و صلاحيت‌هاي حرفه‌اي  بودجه بندي  يادگيري،  در محيط  آموزش  و  اجرا  فرايند  در 

تخصصي هنرآموزان و ديگر موارد آورده شده است.
امید است شما هنرآموزان گرامی با دقت و سعه صبر در راستای تحقق اهداف بسته آموزشی که 

با کوشش و تلاش مؤلفین گرانقدر تدوین و تألیف شده موفق باشید.

دفتر تأليف كتاب هاي درسي فني و حرفه‌اي و كاردانش

سخنی با هنرآموز
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

فصل  اول
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اهداف کلی پودمان

1 درك تابع چند ضابطه‌اي
٢ محاسبه مقدارهاي تابع چندضابطه‌اي در نقاط داده شده از دامنة آن

٣ رسم تابع‌هاي چندضابطه‌اي ساده )معادله‌هاي خط و درجة دوم(
٤ مدل سازي و حل مسائل آشنا با استفاده از انواع تابع‌هاي چندضابطه‌اي

cos x و sin x ٥ درك رفتار تناوبي تابع‌هاي
تابع‌هاي sin  x و cos x دربازة  انتقال نمودار  تابع‌هاي مثلثاتي به كمك  ٦ رسم 

]0,2π[
٧ محاسبة مقدار تابع‌هاي مثلثاتي در نقاط دامنه 
٨ برحسب راديان بودن متغير تابع‌هاي مثلثاتي

cos x و sin  x ٩ برقراري ارتباط بين حركت روي دايره و نمودار تابع‌هاي
10 مدل سازي و حل مسائل آشنا با استفاده از انواع تابع‌هاي مثلثاتي

11 درك تابع‌هاي نمايي
12 تشخيص رفتار صعودي يا نزولي تابع‌هاي نمايي

13 محاسبه مقدار تابع نمايي
14 مدل سازي و حل مسائل آشنا با استفاده از انواع تابع‌هاي نمايي

 نقشه مفهومی فصل اوّل 

انواع تابع ها

تابع های مثلثاتیتابع های چند ضابطه ایتابع نمایی

قانون، دامنه، جدول، رسم، کاربردها
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پیش‌نیازها 

 آشنایی با مختصات نقطه و نمایش آن در صفحه مختصات 
 آشنایی با مفهوم رابطه بینک میت‌ها 

 آشنایی با مفهوم تابع 
 آشنایی با مفهوم متغیر در کی تابع 
 آشنایی با قانون و دامنه کی تابع 

 آشنایی با بازنمایی‌های مختلف تابع )به ویژه بازنمایی جدولی و نموداری( 
 توانایی محاسبه مقدار تابع در کی نقطه از دامنه آن، با استفاده از قانون تابع و نمودار آن 

 آشنایی با نمایش بازه‌ای زیرمجموعه‌های اعداد حقیقی 
 مهارت رسم نمودار با نقطه‌یابی 

 مهارت رسم نمودار توابع در دامنه‌های مختلف 
 آشنایی با زاویه چرخش 

 آشنایی با نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های دلخواه 
 آشنایی با واحدهای اندازه‌گیری زاویه، به ویژه رادیان 

 آشنایی با شیب خط 
 توانایی به دست آوردن شیب کی خط بهک م کنسبت‌های مثلثاتی آن 

 آشنایی با اعداد توان دار 
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بخش اول: تابع های چندضابطه ای

اهداف بخش
1 درك تابع چند ضابطه‌اي

٢ محاسبه مقدارهاي تابع چندضابطه‌اي در نقاط داده شده از دامنة آن
٣ رسم تابع‌هاي چندضابطه‌اي ساده )معادله‌هاي خط و درجة دوم(

٤ مدل سازي و حل مسائل آشنا با استفاده از انواع تابع‌هاي چندضابطه‌اي
واژه های کلیدی: قانون تابع، دامنه تابع، تعریف تابع

نگاه کلی به بخش
تابع های  در  اصلی  نکته  است.  چندضابطه ای  تابع های  آموزش  بخش  این  هدف 
چندضابطه ای وجود قانون های متعدد برای محاسبه مقدار تابع در نقاط مختلف 
از دامنه تابع است. همین نکتهک ه قانون واحدی برای محاسبه مقدار تابع وجود 
ندارد در شروع این بخش به صورت کی پرسش از طرفی کی از هنرجویان مطرح 
شده است. احتمالاً هنرجویان ممکن است تغییر قانون تابع را به عنوان روشی برای 
تعریف قابل قبول کی تابع نپذیرند و در این مورد سؤالاتی در ذهن آنها ایجاد شود. 
روش عمومی آموزش در اینک تاب، طرح سؤال و ایجاد انگیزه و سعی در پاسخگویی 
به سؤال و نهایتاً رسیدن به آموزش مطلب مورد نظر است. پس از طرح این سؤال 
فعالیتی مطرح می شودک ه انجام آن موجب ساخته شدن کی تابع چندضابطه ای 
در کی زمینه طبیعی می شود. با این روش قابل قبول بودن تابع های چندضابطه ای 

توجیه می شود و با مثال ها وک ار درکلاس ها روی این مفهوم تمرین می شود.

ورود به مطلب 
بهترین  شد.  چندضابطه ای  تابع های  مفهوم  وارد  می توان  متفاوتی  شکل های  به 
حالت، طرح مسئله ای استک ه حل آن نیازمند استفاده از تابع های چندضابطه ای 
باشد. به هنگام حل این مسئله، هنرجو خودش این مفهوم را برای خودش می سازد 

و شما آن را نامگذاری میک نید. 
راه مستقیم تر آن استک ه در کی دامنة خاص در دو قسمت از آن دو خط متفاوت 
رسمک نیدک ه نمودار کی تابع باشد و از هنرجویان پرسشک نید آیا این، نمودار 

 کیتابع است؟ قانون این تابع چیست؟

راه دیگر طرح پرسش نسبت به قانون کی تابع است. آیا کی تابع می تواند چند قانون 
متفاوت داشته باشد؟ جواب طبیعی به این سؤال منفی است. ولی شما پرسش را 
اصلاحک نید و تفاوت قانون را در ناحیه های مختلف مطرحک نید. با ادامه روند این 
بدفهمی های  رفع  و  جواب های صحیح  به  هنرجویان  هدایت  و  پاسخ ها  و  پرسش 

احتمالی نسبت به مفهوم تابع، شما خواهید توانست این مفهوم را آموزش دهید.

فعالیت آموزشی
این بخش با طرح سؤال از طرفی کی از هنرجویان آغاز می شودک ه به دلیل نبود 
گاز  به  نسبت  گاز  هزینه  بودن  تابع  درباره  گاز،  هزینه  محاسبه  برای  ثابت  قانون 
مصرفی دچار مشکل شده است. نهایتاً معلم راهنمایی میک ندک ه در تعریف تابع 

وجود قانون ثابت مورد نظر نیست و انجام فعالیت)1( خواسته شده است.

حل فعالیت )1(
 Df  =]0 , 500[ 1

٢ جدول تکمیل شده:

مصرف برق در ماه500200100701050

هزینة برق مصرفی)تومان(60000240001200003500000

. f   (x) =0 :0  ضابطه≥ x  >10 ٣ الف( برای
. f   (x) =50x :10 ضابطه≥ x  >100 ب( برای  

. f   (x) =120x :100 ضابطه≥ x ≥500 پ( برای  
. f    (37)=50*37=1850 هزینة مصرف 37یک لووات برق می باشد و f   (37) ٤

. f   (120)=120*120=14400 هزینة مصرف 120یک لووات برق می باشد و f   (120)

پس از این فعالیت و جمع بندی آن، مفهوم تابع چندضابطه ای ارائه می شود و در 
مثال هایی این مفهوم توضیح داده می شود. سپس بهک اردرکلاس)1( می رسیم.

حل فعالیت)1(



5

فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

راه دیگر طرح پرسش نسبت به قانون کی تابع است. آیا کی تابع می تواند چند قانون 
متفاوت داشته باشد؟ جواب طبیعی به این سؤال منفی است. ولی شما پرسش را 
اصلاحک نید و تفاوت قانون را در ناحیه های مختلف مطرحک نید. با ادامه روند این 
بدفهمی های  رفع  و  جواب های صحیح  به  هنرجویان  هدایت  و  پاسخ ها  و  پرسش 

احتمالی نسبت به مفهوم تابع، شما خواهید توانست این مفهوم را آموزش دهید.

فعالیت آموزشی
این بخش با طرح سؤال از طرفی کی از هنرجویان آغاز می شودک ه به دلیل نبود 
گاز  به  نسبت  گاز  هزینه  بودن  تابع  درباره  گاز،  هزینه  محاسبه  برای  ثابت  قانون 
مصرفی دچار مشکل شده است. نهایتاً معلم راهنمایی میک ندک ه در تعریف تابع 

وجود قانون ثابت مورد نظر نیست و انجام فعالیت)1( خواسته شده است.

حل فعالیت )1(
 Df  =]0 , 500[ 1

٢ جدول تکمیل شده:

مصرف برق در ماه500200100701050

هزینة برق مصرفی)تومان(60000240001200003500000

. f   (x) =0 :0  ضابطه≥ x  >10 ٣ الف( برای
. f   (x) =50x :10 ضابطه≥ x  >100 ب( برای  

. f   (x) =120x :100 ضابطه≥ x ≥500 پ( برای  
. f    (37)=50*37=1850 هزینة مصرف 37یک لووات برق می باشد و f   (37) ٤

. f   (120)=120*120=14400 هزینة مصرف 120یک لووات برق می باشد و f   (120)

پس از این فعالیت و جمع بندی آن، مفهوم تابع چندضابطه ای ارائه می شود و در 
مثال هایی این مفهوم توضیح داده می شود. سپس بهک اردرکلاس)1( می رسیم.

حل فعالیت)1(
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حل کار در کلاس )1(
Df =[-2,7] 1 الف( دامنه

 f   (5) =-3, f   (4) =-2, f   (2)=3, f   (1)=3, f   (-1) =0 )ب
پ( نمودار تابع: 

 -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8      

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

 Df =[0,100] 2 دامنه
ضابطه :

( ) ( )
( )

x

f x x x

x x

                               ≤ <
= −                 ≤ ≤
 + −     < ≤

0 0 5

200 5 5 50

9000 300 50 50 100

	

که ساده شدة آن به صورت زیر است:

( )
x

f x x x

x x

                             ≤ <
= −             ≤ <
 −            ≤ ≤

0 0 5

200 1000 5 50

300 6000 50 100

	

) به  )f x
1000

) را رسمک نیم. نمودار  )f x
1000

برای رسم بهتر نمودار این تابع بهتر است 
شکل صفحه بعد است.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

حل مسائل
1 مهارت ها و فرایندها : استدلال، بازنمايي

( )
x x

f x
x x

−      <
=         ≤

0

0
	

 -10     0      10     20     30     40     50    60     70     80    90    100

40

30

20

10

-10

x

y

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

( )
x x

g x
x

− +      <
= −           ≤

1 0

1 0 	

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

6

5

4

3

2

1

-1

x

y



8

( ) x x
k x

x x

              <= 
− +        ≤

2 1

2 1
	

      -2               -1             0                  1               2  

3

2

1

-1

x

y

2 مهارت ها و فرایندها : بازنمایی، استدلال
با توجه به نمودار داده شده، در بازه [1-,4-] قانون تابع به صورت f     (x) =-3 )تابع ثابت( 
است. در بازه )1,2-( قانون تابع به صورت f     (x) =2 )تابع ثابت( می باشد. در بازه ]2,4[، 
قانون تابع به صورت f     (x) = x +1 می باشد. برای پیداک ردن قانون تابع خطیک افیست 
از روی نمودار، شیب خط مشخص شود و با امتداد دادن خط محل برخورد آن با محور 

عرض ها مشخص شود. 

	 ( )
x

f x x

x x

−          − ≤ ≤ −
=                < <
  +         ≤ ≤

3 4 1

2 1 2

1 2 4

	

-4      -3      -2      -1     0        1       2      3       4       5     

6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

x

y
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

3 مهارت ها و فرایندها : بازنمایی ها، استدلال
الف( دامنه تابع g،]5 ,3-[ می باشد. 

ب( با توجه به اینکه 2- در بازه )1 ,3-[ 
است، و در این بازه، قانون تابع به صورت 

g  (x)=-x2 است داریم:

g  (-2)=-(-2)2=-4
برای محاسبه مقدار تابع در x =1، در این 
نقطه، قانون تابع به صورت g  (x)=-2 است. 

 . g  (1)=-2 پس
چون3 در بازه ]5 ,1( قرار دارد، و قانون 
 g  (x)=-x  +3 به صورت بازه  این  روی  تابع 

است، نتیجه می شود:
g  (3)=-(3)+3=0

پ( در بازه )1 ,3-[، قانون تابع به صورت g  (x)=-x2 است و نمودار آن را در این بازه 

  
 − 

1

2
رسم میک نیم. در x =1، قانون تابع به صورت g  (x)=-2 و نمودار آن، نقطة 

است. در بازه ]5 ,1(، قانون تابع به صورت g  (x)=-x  +3 است و نمودار آن قسمتی از 
خط استک ه آن را در این بازه رسم میک نیم. 

4 مهارت ها و فرایندها : استدلال، بازنمايي
به صورت  تابع  قانون   )-∞,-1[ بازه  در 
این  در  را  آن  نمودار  است،   f   (x)  =  x  2-1
منظور  این  )برای  میک نیم.  رسم  بازه 
واحد   کی  را  y  =x2 تابع  نمودار  می توان 
از  پایین منتقلک رده و سپس بخشی  به 
نمودارک ه در بازة ]1-,∞-( است را در نظر 
گرفت. مانند بالا در بازه )1,1-( قانون تابع 
به صورت f    (x)=1-x  2   است، نمودار آن را 
در این بازه رسم میک‏نیم. برای این منظور 

می‏توان نمودار تابع f   (x)=-x2 را کی واحد به بالا منتقلک نیم و سپس بخشی از 
نمودار راک ه در بازة )1,1-( قرار دارد را در نظر گرفت. در بازة )∞+,1[ قانون تابع 
به صورت f    (x)= x  2-1ک ه برای قسمت اول آن را رسمک رده ایم، حال بخشی از آن 

را انتخاب میک نیمک ه در بازه )∞+,1[ قرار داشته باشد. 

 -4      -2     0        2       4       6      

4

2

-2

-4

-6

-8

x

y

y

x

= −2 1y x

= −1y x

−1 1

2
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5 مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، پیوندها و اتصالات، استدلال 
اگر x تعدادک ارت های خریداری شده و f   (x) هزینه پرداخت شده بر حسب هزارتومان 

باشد؛ با توجه به جدول داده شده داریم: 

( ) ( )
( )

x x

f x x x

x x

                            ≤ ≤
= + −              ≤ ≤
 + −               ≤ ≤

3 0 10

30 2 10 11 20

50 20 21 40

	

به صورت  را  تابع  این  دامنة  اگر  است.  تابع مجموعة }40,…,0,1,2{  این  دامنة 
بازة ]0,40[ در نظر بگیریم، نمودار آن به شکل زیر است. البته، دامنة این تابع 
از  نقطة گسسته  تعدادی  به صورت  واقعی آن  نمودار  مجموعه ای گسسته است و 

نمودار زیر استک ه برخی نقاط آن در شکل زیر مشخص شده است.

70

60

50

40

30

20

10

10 20 30 40

6 مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، پیوند و اتصالات 
با توجه به اینکه t زمان سپری شده پس از تزریق انسولین بر حسب ساعت می باشد 

و با توجه به اینکه زمان تزریق ساعت 7 صبح بوده است، داریم : 
الف( در ساعت 8 صبح، کی ساعت از زمان تزریق گذشته است و در نتیجه t  =1. با 

توجه به قانون تابع می توان گفت:
از  ساعت   کی  از پس  انسولین  سطح  دیگر  عبارت  به   f   (1)=40*1+100=140

تزریق 140 می باشد. 
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

ب( در ساعت 11 صبح، سه ساعت از زمان تزریق گذشته است، بنابراین t  =4 و باید 
f   (4) =220 : طبق ضابطة دوم تابع عملک نیم و داریم

پ( در ساعت 4 بعد از ظهر، نه ساعت از زمان تزریق گذشته است، بنابراین t  =9 و 
f   (9) = -80*9+860=140 : باید طبق ضابطة سوم تابع عملک نیم و داریم

بنابراین  از زمان تزریق گذشته است،  ت( در ساعت 6 بعد از ظهر،ی ازده ساعت 
f   (11)=60 :و باید طبق ضابطة چهارم تابع عملک نیم و داریم t  =11

7 مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، بازنمایی های چندگانه، استدلال کردن، 
پرورش تفکر بصری 

توابع بسیاری را می توان مثال زدک ه به طور نمونه در زیر کی مورد آمده است : 
y

x

1

1

-1

-1

-2

-2

2

2

3

استدلال  چندگانه،  بازنمایی های  مسئله،  حل   : فرایندها  و  مهارت ها   8
کردن 

زندگی  از  مختلفی  وضعیت های 
روزمره را می توان مثال زد. به طور 

نمونه می توان گفت: 
اگر محور x ها زمان سپری شده 
y ها  محور  و  ساعت  حسب  بر 
فاصله هنرجو )برحسبیک لومتر( 
تا منزلی کی از دوستان او باشد، 
می توان گفت: هنرجویی صبح از 
منزل خارج می شود تا به منزل 

دوست خود برود. پس از کی ساعتک ه به طوری کنواخت راه رفته است با طی 2 ساعت 
به خانه دوست خود می رسد. 3 ساعت در منزل دوست خود می ماند و سپس به خانه 

باز می گردد و پس از کی ساعت به منزل می رسد. 

-2      -1     0        1       2      3       4       5      6    

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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9  مهارت ها و فرایندها : حل مسئله، بازنمایی های چندگانه، استدلال کردن، 
پرورش تفکر بصری 

مطابق با آخرین مصوبه وزیر نیرو، تعرفه های برق و شرایط عمومی آنها برایک لیه 
مشتریکن تحت پوشش شرکت های برق منطقه ای و توزیع نیروی برق برای اجرا از 

تاریخ 95/5/1 به شرح زیر است :

1ـ 2 ـ تعرفه ماه های گرم در مناطق گرمسیر 11ـ1ـ تعرفه مناطق عادی و ماه های غیرگرم مناطق گرمسیر

متوسط انرژی مصرفی ماهانه 
)یکلووات ساعت در ماه( 

قیمت پایه هر 
یکلو وات ساعت )ريال(

متوسط انرژی مصرفی ماهانه 
)یکلووات ساعت در ماه( 

قیمت پایه هر 
یکلو وات ساعت )ريال(

0150 تا 04501000 تا 100 

166مازاد بر 1000 تا 1500 535مازاد بر 100 تا 200 

180مازاد بر 1500 تا 11252000مازاد بر 200 تا 300 

750مازاد بر 2000 تا 3500 2035مازاد بر 300 تا 400 

1351مازاد بر 3500 تا 33454500مازاد بر 400 تا 500 

1736مازاد بر 4500 تا 6000 3936مازاد بر 500 تا 600

2025مازاد بر 6000 4446مازاد بر 600

تعرفه شماره 1 : مصارف خانگی 

1ـ4ـ تعرفه ماه های گرم در مناطق گرمسیر 13ـ3ـ تعرفه ماه های گرم در مناطق گرمسیر 2

متوسط انرژی مصرفی ماهانه 
)یکلووات ساعت در ماه( 

قیمت پایه هر 
یکلو وات ساعت )ريال(

متوسط انرژی مصرفی ماهانه 
)یکلووات ساعت در ماه( 

قیمت پایه هر 
یکلو وات ساعت )ريال(

0975 تا 03301000 تا 1000

976مازاد بر 1000 تا 1500 750مازاد بر 1000 تا 1500 

1736مازاد بر 1500 تا 12752000مازاد بر 1500 تا 2000

1836مازاد بر 2000 تا 3500 1575مازاد بر 2000 تا 3500 

2025مازاد بر 3500 تا 18764500مازاد بر 3500 تا 4500

2176مازاد بر 4500 تا 6000 2025مازاد بر 4500 تا 6000 

2335مازاد بر 6000 2176مازاد بر 6000 
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

1  5  ـ تعرفه ماه های گرم در مناطق گرمسیر 4

متوسط انرژی مصرفی ماهانه 
)یکلووات ساعت در ماه( 

قیمت پایه هر 
یکلو وات ساعت )ريال(

0361 تا 100 

421مازاد بر 100 تا 200 

750مازاد بر 200 تا 300 

1200مازاد بر 300 تا 400 

1726مازاد بر 400 تا 500 

2251مازاد بر 500 تا 600

2701مازاد بر 600

حداکثر بهای پرداختی بدون احتساب اضافه پرداختی و تخفیف بند 1ـ1 شرایط 
اختصاصی به ازای هریک لووات ساعت به طور متوسط در مناطق عادی و ماه های 
غیر گرم مناطق گرمسیر 1650 ریال و در ماه های گرم مناطق گرمسیر 1650 

ریال می باشد. 

شرایط اختصاصی مربوط به مصارف خانگی  
1ـ1ـ به منظور تشویق مشتریکن برای جابه جایی مصرف از ساعات اوج بار، پس 
اوج  اضافه پرداختی مصارف  براساس جداول فوق،  بهای برق مصرفی  از محاسبه 
لوازم  دارای  مشتریکنیک ه  از  دسته  آن  برای  بار  اوج  غیر  مصارف  تخفیف  و  بار 

اندازه گیری چند زمانه می باشند به شکل زیر محاسبه می شود : 

کل مصرف اوج بار در دوره × 450 ریال = اضافه پرداختی مصارف اوج بار

)برای مشترکینی که دارای لوازم اندازه گیری سه زمانه می باشند(کل مصرف کم باری در دوره× 335 ریال 
= تخفیف مصارف

غیر اوج بار )برای مشترکینی که دارای لوازم اندازه گیری دو زمانه می باشند( کل مصرف غیر اوج بار در دوره ×90 ریال

و  سوم   کی  با ضریب  1 گرمسیر  مناطق  گرم  ماه های  برای  فوق  ارقام   : تبصره 
مناطق گرمسیر 2 و 3 و 4 با ضریب دو سوم محاسبه می شود. 
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1ـ2ـ بهای برق مشتریکن جانباز 25 درصد و بیشتر در مناطق عادی و گرمسیر 
به ترتیب باک سر 80 و 100یک لو وات ساعت از متوسط مصرف ماهانه انرژی برق 

آنها محاسبه می گردد. 
1ـ3ـ به تشخیص هیئت مدیره شرکت می توان برای خانوارهاییک ه در کی واحد 

مسکونی زندگی میک نندک د خانوار به شرح زیر در نظر گرفت :

مصرف ماهانه قرائت شده
=  متوسط مصرف ماهانه مبنای صدور 

کد خانوار  صورت حساب برای هر یک از خانوارها   

تعداد خانوار ساکن در یک واحد مسکونی = کد خانوار )حداکثر برابر 5(

1ـ4ـ بهای برق ماهانه با فروش برای مصارف روستایی براساس جدول تعرفه های 
خانگی بر حسب مورد، محاسبه و دریافت می گردد. مصرف هر مشتر کبه شرح 

زیر تعیین می شود : 
تعداد مشتر کدرک ل مصرف ماهانهک نتور اشتراکی = متوسط مصرف مشتر ک

تبصره 1: به منظور تأمین هزینه های اداری برق روستا شرکت به ازای هر مشتر ک
مبلغ 2220 ریال از مبلغ صورت حسابک سر می نماید. 

تبصره 2 : شورای اسلامی  روستا )نگهدارنده شبکه برق( مکلف است بهای برق 
تحویلی به مشتریکن را بر حسب مورد براساس تعرفه های مربوطه )1، 2، 3، 4، 5( 

محاسبه و از مصرفک نندگان دریافت نماید. 
1ـ5ـ دوره زمانی و محدوده تحت پوشش مناطق گرمسیر 3، 2، 1 و 4 طبق جدول 

صفحه بعد تعیین می شود :
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

مدت محدوده تحت پوششمنطقه 
دوره زمانی)ماه(

گرمسیر 
)2(

و  هرمزگان  و  بوشهر  خوزستان،  استان  شهرستان های  کلیه 
اول فروردین تا پایان آذر9شهرستان های چابهار وک ار کو شهرستان دهلران

شانزدهم فروردین تا 7شهرستان های دوگنبدان و لیک ک
پانزدهم آبان

شهرستان های لامرد، مهره جیرفت،ک هنوج، قلعه گنج، عنبرآباد، 
اول فروردین تا 7رودبار جنوب، قوچان و بخش لاریاب 

پایان مهر 

اول اردیبهشت تا 6شهرستان های مهران، نورشهر، آبادان و شهرستان های ن کیشهر 
پایان مهر

اول خرداد تا پایان مهر 5شهرستان لارستان، عنج و گولش 

اول خرداد تا پایان مرداد 4شهرستان های ایرانشهر و سریار،ک ارزین و فراشبند 

اول تیر تا پایان شهریور 3شهرستان گنبد 

مرداد و شهریور 2شهرستان هایک ازرون، خشت وک مارج، جهرم، داراب و زرین دشت 

شهرستان های ماهدشت، چرام، ارزون، شاهمران، بم، فهرج، زابل، 
اول اردیبهشت تا 6رهک، هیرمند و نیمروز

پایان مهر

اردیبهشت، خرداد و مهر 3شهرستان ایذه 

اردیبهشت، شهریور 3شهرستان های ایرانشهر، شیراز، قیر،ک ارزین و فراشبند 
و مهر 

خرداد و تیر 2شهرستان هایک ازرون، خشت وک مارج، جهرم، داراب و زرین دشت 

اردیبهشت 1شهرستان لارستان، خنج و گرنی 

گرمسیر 
)3(

روستاهای  قصر شیرین،  گیلانغرب، سرپل ذهاب،  شهرستان های 
اول اردیبهشت تا 3سرقلعه و جمگران 

پایان مهر 

اول خرداد تا پایان شهریور 4استان قم 

اول خرداد تا 15 شهریور 3/5شهرستان های گنبد،ک لاله، مینو دشت و آق قلا 

اول خرداد تا پایان مرداد3شهرستان طبس 

اول تیر تا پایان شهریور 3شهرستان پل دختر 

تیر و مرداد2شهرستان ممسنی و نورباف 
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گرمسیر 
)4(

اول خرداد تا 6شهرستان و سلم 
پایان شهریور 

شهرستان های  استثنای  به  گلستان  استان  شهرستان های  کلیه 
و آق قلا(  مینودشت  اول خرداد تا 15 شهریور 3/5)گنبد،ک لاله، 

اول تیر تا پایان شهریور3شهرستان های حصرآباد، پارس آباد، اسلاندوز و پله سوار و ارگه 

اول خرداد تا پایان مرداد 3شهرستان های بافق و میرجاوه 

و  دیلمان  )ماسوله،  استثناء  به  گیلان  استان  شهرهای  کلیه 
جیرنده(،ک لیه شهرستان های استان مازندران به استثناء )بلده، 
رینه، مجوره، محمودآباد،یک اسر، مرزن آباد،ک لاردشت و آلاشت( 

15 خرداد تا 15 شهریور 3

بیابانک،  و  خور  بیدگل،  و  آران  گرمسار،ک اشان،  شهرستان های 
اردکان، فسا و سیروان اول تیر تا پایان مرداد2ساوه و زرند،ی زد، شلگر، میبد، 

اردیبهشت و شهریور 2شهرستان طبس

خرداد و شهریور 2شهرستان ممسنی )نورآباد( 

1ـ6 ـ در مناطق گرمسیر؛ در صورت حساب هاییک ه دور ۀمصرف آنها شامل ایام 
گرم و غیرگرم می باشد، انرژی مصرفی براساس نسبت ضرایب جدول زیر محاسبه 

می شود. 

ضریب ایام غیر گرم ضریب ایام گرممنطقه گرمسیر 

41منطقه گرمسیر کی 

31منطقه گرمسیر دو

21منطقه گرمسیر سه 

1/31منطقه گرمسیر چهار 

با توجه به جداول داده شده می توان تابع چند ضابطه ای هزینه مصرف برق برحسب 
میزان مصرف برق در ماه را در هر منطقه ازک شور نوشت. 
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

بخش دوم: تابع های مثلثاتی 

اهداف بخش
cos x و sin x 1 درك رفتار تناوبي تابع‌هاي

٢ رسم تابع‌هاي مثلثاتي به كمك انتقال نمودار تابع‌هاي sin x و cos x در بازة 
 ]0,2π[

٣ محاسبة مقدار تابع‌هاي مثلثاتي در نقاط دامنه 
٤ برحسب راديان بودن متغير تابع‌هاي مثلثاتي

cos x و sin x ٥ برقراري ارتباط بين حركت روي دايره و نمودار تابع‌هاي
٦ مدل سازي و حل مسائل آشنا با استفاده از انواع تابع‌هاي مثلثاتي

واژه های کلیدی: مختصات نقطه، زاویه چرخش، نسبت مثلثاتی

نگاه کلی به بخش 
هدف این بخش، آشنایی با تابع های مثلثاتی است. در این بخش برای رسیدن به 
تابع های مثلثاتی، مانند سال قبل، از زمینه حرکت چرخ وفل کاستفاده شده است. 
در اینجا، رابطة دوک میت زاویة چرخشک کی ابین و ارتفاعک ابین از سطح زمین 
این پرسش پاسخ داده می شود.  به  مورد پرسش قرار می گیرد و در کی فعالیت 
مثلثاتی  تابع های  ادامه،  در  و  است  مثلثاتی  تابع   کی  فعالیتی افتن این  نتیجه 
صعودی  رفتارهای  و  نموداری  لحاظ  از  بیشتر  جزئیات  با   cos x و   sin x اساسی 
تابع های  این  ارتباط بین نمودار  نزولی، مورد بررسی قرار می گیرند. همچنین،  و 

اساسی و حرکت روی محیط کی دایره توضیح داده می شود.

ورود به مطلب
بهترین شروع تابع های مثلثاتی، ارائه کی زمینه مناسب استک ه در آن دوک میت 
مرتبط حضور داشته باشندک ه در قانون تابع توصیفک ننده این رابطه، نسبت های 
مثلثاتی بهک ار رفته باشد. درک تاب از زمینه حرکت چرخ وفل کوک میت های زاویة 
مثلثاتی  تابع  ازی افتن  است. پس  استفاده شده  زمین  از سطح  ارتفاع  و  چرخش 
توصیف نموداری تابع و تغییرات مقادیر تابع و هم زمان تفسیر معنای آن در زمینه 

ارائه شده می تواند آموزش مناسبی از تابع های مثلثاتی باشد.
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فعالیت آموزشی
این بخش، سؤالی توسط کی هنرجو مطرح می شودک ه پاسخ آن در  ابتدای  در 

فعالیت)2( به دست می آید. 
اهداف موضوعی:

 در کمفهوم تابع مثلثاتی.
فرایندها:

 مدل سازی.
 پیوند‌ها و اتصالات )ریاضی و خارج ریاضی(.

حل فعالیت )2(
1 در نقطة ابتدای حرکتک ه زاویة چرخش صفر است، ارتفاع 10 متر است.

٢ در مثلث قائم الزاویة OCB با استفاده از تعریف سینوس زاویه های تند داریم: 
BC =10sin x

h =BC  +CH  =10sinx  +10 ٣
٤ در این حالت داریم:

h  =BH  =BC  +CH  =10sin(π-x)+10=10+10sinx 	

10

xπ − 10

x

C O
A

H

B

سطح زمین
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

این  دامنة  است.  شده  ساخته  مثلثاتی  تابع های  از  نمونه ای  فعالیت  این  از  پس 
تابع ها بستگی به موقعیت و وضعیتی داردک ه این تابع ها برای توصیف آنها ساخته 
می شوند. بنابراین، در مورد هر تابع مثلثاتی باید جداگانه دامنة آنها را مورد بررسی 
آنها  متغیر  قرارداد،  طبق  استک ه  آن  مثلثاتی  تابع های  در  مهم  نکتة  داد.  قرار 

زاویه ای بر حسب رادیان است.
پس از ذکر مثال هایی به عنوان تمرین و تثبیتی ادگیری،ک ار درکلاس)2( مطرح 

می شود.

حل کاردرکلاس )2(
الف( از آنجاک ه چرخ وفل ک5 دور چرخیده است و به ازای هر دور، زاویه چرخش 

D  =[0,10π) :2 رادیان بیشتر می شود، دامنة این تابع عبارت است ازπ

. ( )f
π =15
6

π را نشان می‌دهد. 
6
) ارتفاعک ابین در زاویة چرخش  )f

π
6

ب( 

ک ابین در سطح  , , , ,π π π π ππ +   π +   π +   π +   3 3 3 3 3
8 6 4 2

2 2 2 2 2
پ( در زاویه‌های 

زمین قرار می گیرد و ارتفاع صفر است.
، در این حالت،ک ابین در بالاترین ارتفاع قرار دارد. ( )f

π = 20
6

ت( 

در ادامه تابع مهم sinx مورد بررسی قرار می گیرد. ابتدا در فعالیت )3( رفتار این 
تابع بررسی می شود.

اهداف موضوعی:
.sinx شناخت رفتار )صعودی/ نزولی( تابع 

.sinx آشنایی با جدول تغییرات تابع 
 کسب مهارت رسم نمودار تقریبی تابع sinx از طریق نقطه‌یابی.

فرایندها:
 پیوند‌ها و اتصالات )ریاضی و خارج ریاضی(.

 بازنمایی‌ها.
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 1
الف( از آنجاک ه متحر کفقط کی دور دایره را طی میک ند، x از صفر تا 2π تغییر 

می‌کند.
π افزایش می‌یابد sinx از صفر تا 1، افزایش می‌یابد.

2
ب( وقتی x از صفر تا 

π تا π افزایش می‌یابد sinx از 1 تا 0،ک اهش می‌یابد.
2
پ( وقتی x از 

π3 افزایش می‌یابد sinx از 0 تا 1ـ ،ک اهش می‌یابد.
2

ت( وقتی x از π تا 
π3 تا 2π افزایش می‌یابد sinx از 1ـ تا 0، افزایش می‌یابد.

2
ث( وقتی x از 

 2

2ππ7
4

π3
2

π5
4

ππ2
3

π
2

π
60x

0− 2
−1ـ2 2

2
03

211
2

0sinx

حل فعالیت)3(
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

3 نمودار :

x

y

1

0/5

-0/5

-1

π
6

π
2

π2
3

π5
4

π3
2

π7
4

π π2

در ادامه، نمودار تابع sinx در دامنه های دیگر نیز توضیح داده می شوند. در مثال ها 
توضیحات مشابه دربارة تابع cosx نیز ارائه می شود. نهایتاً درک ار درک لاس )3( 
آن تابع مثلثاتیک ه ارتفاعک ابین کی چرخ وفل کرا بر حسب زاویة چرخش بیان 

میک رد مورد بررسی قرار می گیرد.
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حل کار درکلاس )3(
ππ و  + 3

2
2

D ، ππ : متناظر  +2
2

1 الف(B : متناظر صفر رادیان، C : متناظر 

6π متناظر : E

D

x

B

C C

D D

E
B,E

y

4

3

2

1

0        1        2      3       4      5      

F ب( نقطة

x

B

C

F

D

E

y

4

3

2

1

0        1        2      3       4      5      

 , ,π π ππ + π +3 3 3
4 2

2 2 2
پ( در زاویه‌های 

, ,π π ππ + π +4 2
2 2 2

ت( در زاویه‌های : 

π موازی محور xها، به سمت 
2
  الف( بله، می توان نمودار تابع sinx را به اندازة  2

 ،B1 روی نقاط A3 و A2 ،A1 چپ انتقال داد، در این ‌صورت برای نمونه نقاط
B2 و B3 از نمودار cosx قرار می‌گیرند و نهایتاً دو نمودار بر هم منطبق می‌شوند. 
در  استک ه   sin( ) cos( )x x= − تساوی  درستی  دلیل  به  مطلب  این  درستی 
صورت آمادگی هنرجویان می توانید آن را مطرحک نید. به طور مشابه می توان گفت 
با انتقال نمودار تابع cosx به اندازة  به راست نمودار تابع sinx به دست می آید 
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

sin است. cos( )x x
π + =  2

که نشان دهندة درستی تساوی 

x

y

1

-1

A2

A1

A3

A4

A5B2

B1

B3

B4

B5

x

y

1/5

1

0/5

-0/5

-1

π
2

f( x ) sin( x )=

g( x ) Cos(s)=A2

A1 A3

B2

B1 B3

ب( برخی از شباهت‌ها عبارت‌است از:

در هرک دام از نمودارها:
و   A2,B2نقاط( است.   1 نقطه  بالاترین  عرض  و   -1 نقطه  پایین‌ترین  عرض   

)A4,B4همچنین
2π است. )فاصلة بین B2 و B5 وهمچنین  بالاترین نقاط متوالی   فاصلة بین 

)A5 و A2
 فاصلة طول بالاترین نقطه از طول پایین‌ترین نقطة بعد )قبل( از آن π است. 

)A2,A4 و همچنین B2,B4 فاصلة(
 A1,A3 است. )فاصلة π ها را قطع میک ندx فاصلة بین دونقطة متوالیک ه محور 

)B1,B3 و همچنین
 دو نقطهک ه اختلاف طول آنها 2π است عرض برابر دارند.

 نموداری کی با انتقال افقی نمودار دیگری به اندازة مناسب به دست می آید.
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حل مسائل
1 مهارت ها و فرایندها : حل مسئله

u  (x)=4sinx  -3cos(2x) 	
u  (3π)=4sin 3π-3cos(2*3π)=4*0-3*1=-3 	

( ) sin cos( )u
π π π −= − × = × − × = =1 1 4 3 1

4 3 2 4 3
6 6 6 2 2 2 2

	

u  (2)=4sin(2)-3cos(2*2) ≈ 4*(0/9)-3*(-0/65)=5/55 	

2 مهارت ها و فرایندها : بازنمایی‏ها، استدلال 
عرض نقاط نمودار تابع cosx 3 با ضرب 3 در عرض نقاط نمودار تابع cosx به‏دست 

می آیند. 

حل مسائل

      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

cos( x )

cos( x )3

نمودار تابع cosx + 2 از طریق انتقال نمودار تابع cosx به اندازه 2 واحد به بالا 
رسم شده است.

     -1     0        1       2       3      4       5       6       7      

4

3

2

1

-1

-2

x

y

cos( x )

cos( x ) +2
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

 ـ3cosx      ، عرض نقاط نمودار تابع cosx را در 3 ضربک رده  برای رسم نمودار تابع2
تا نمودار تابع 3cosx به‏دست آید. سپس نمودار جدید به اندازه 2 واحد به پایین 

انتقال داده شده است. 

      -1     0        1       2       3      4       5       6       7     

1

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

cos( x )

cos( x )

−3 2

3 مهارت ها و فرایندها : بازنمایی‏ها، استدلال کردن 
با رسم نمودارهای دو تابع sin(2x) و 2sinx cosx معلوم می شود دو نمودار برهم 
دیده  نمودار جداگانه  دو  آنکه  برای  است.  داده شده درست  تساوی  و  منطبق‏اند 

شوند مناسب استک هی کی را 2 واحد به بالا منتقلک نیم. 

4 مهارت ها و فرایندها : پیوندها و اتصالات، استدلال کردن. 

با توجه به نمودار می توان گفت نمودار تابع cosx محور طول‏ها را در دو نقطه قطع میک ند 

x استک ه همان جواب های معادله cosx =0 در بازة  π= 3
2

x و  π=
2
و طول این نقاط 
[0,2π] است. 

ππ
2

π3
2

π2

-1

1

0
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5 مهارت ها و فرایندها : استدلال کردن، بازنمایی ها 
 g و f انتخابک رده و آنها را در دو تابع  به دلخواه سه زاویه برای x از دامنه 

جاگذاریک رده و مقادیر آنها را محاسبه میک نیم. به طور مثال : 

( ) cos
( ) ( )

( ) sin

f

x f g
g

= =
= ⇒       ⇒ =π  = + =   

0 0 1

0 0 0
0 0 1

2
	

( ) cos( )
( ) ( )

( ) sin sin

f

x f g
g

−π = −π = −
= −π ⇒       ⇒ −π = −ππ π    −π = −π + = − = −         

1

1
2 2

	

cos

sin

f

x f g

g

 π π  = =  π π π      = ⇒       ⇒ =       π π π    = + =       

3
6 6 2

6 6 63
6 6 2 2

	

)sin ملاحظه می شود تمامی نقاط  )x
π+
2

باک م کرسم نمودارهای دو تابع cosx و 
این دو نمودار بر هم منطبق هستند. بنابراین تساوی f  (x)=g  (x) به ازای هر مقدار 

x برقرار است.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

بخش سوم: تابع نمایی

اهداف بخش
1 درك تابع‌هاي نمايي

٢ تشخيص رفتار صعودي يا نزولي تابع‌هاي نمايي
٣ محاسبه مقدار تابع نمايي

واژه های کلیدی: تابع نمایی، رفتار افزایشی یا کاهشی

نگاه کلی به بخش 
با تابع های نمایی است. در این بخش برای رسیدن به  هدف این بخش، آشنایی 
تابع های نمایی، از مسئلة رشد جمعیت و اهمیت آن در برنامه ریزی استفاده شده 
به دست  چگونه  را  جمعیت  رشد  که  می شود  مطرح  کلاس  در  سؤال  این  است. 
می آورند. در فعالیت )4( به این سؤال پاسخ داده می شود. در این فعالیت به یک 

تابع نمایی خاص می رسیم و سپس رسماً توابع نمایی معرفی می شوند.
با ذکر چند مثال و تمرین این مفهوم، در فعالیت )5( رفتار افزایشی یا کاهشی این 

توابع بررسی می شوند و در مثال هایی این رفتارها نمایش داده می شوند. 

ورود به مطلب
بهتر است زمینه هایی را بیابیم که در آنها تابع نمایی وجود داشته باشد. در کتاب 
بانکی،  مانند سود  استفاده شده است. زمینه های دیگری  از زمینة رشد جمعیت 
تکثیر باکتری ها، استهلاک، تبدیل مواد رادیواکتیو، ... نیز وجود دارند که با توجه 
به درک هنرجویان می توان از آنها هم استفاده کرد. در یک زمینة انتخاب شده، 
باید به دنبال جواب این سؤال باشیم که مقدار یک کمیت بر حسب کمیت دیگر 
چگونه محاسبه می شود. البته جواب سؤال باید یک تابع نمایی باشد و سپس توابع 

نمایی کلی را تعریف کنیم.

فعالیت آموزشی
پس از طرح سؤال دربارۀ چگونگی رشد جمعیت به فعالیت )4( می رسیم که در 

جهت پاسخ به این سؤال قرار دارد.
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اهداف:
 درک نقش تابع نمایی در مدل‌سازی پدیده‌ها.

 آشنايي با مفهوم تابع نمایی.
 آشنایی با رفتار تابع نمایی.

مهارت ها و فرایندها:
 پیوندها و اتصالات )رياضي و خارج رياضي(.

 حل مسئله )مدل سازی(.

حل فعالیت )4(
1 1/02 برابر.

2 جدول تکمیل شده:

جمعیت بر حسب 
شمارة سالمیلیون نفر

1/021
)1/02(22
)1/02(33
)1/02(44

......
)1/02(xx

......
)1/02(2020
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

f  )x( = )1/02(x 3  و دامنة تابع بازة ]20 , 0[ است. البته، در اینجا، تعداد سال 
می تواند عدد حقیقی باشد، اما اگر فقط پایان سال را درنظر داشته باشیم دامنة 

تابع، مجموعة }20 , ... , 1 , 0{ است.

پس از ارائه تعریف و مثال، برای تثبیت یادگیری به کار در کلاس)4( می رسیم. 

حل کار در کلاس )4(
ب( 5 = 20 × 5	 		 الف( 20 = 22 × 5

× =
1

335 2 5 2 ت(  		  −× =1 55 2 2 پ( 

در ادامه فعالیت )5(، رفتار افزایشی یا کاهشی تابع های نمایی بررسی می‏شوند.
اهداف موضوعی:

 آشنایی با خواص و رفتار تابع های نمایی.
 کسب مهارت رسم نمودار تقریبی تابع نمایی از طریق نقطهی‌ابی.

فرایندها:
 بازنمایی ها
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حل فعالیت )5(
جدول تکمیل شده:

3210-1-2-3x

279311
3

1
9

1
273x

x x+ = ×13 3 3 1 سه برابر خواهد شد، زیرا 
٢ با افزایش x مقدار )f   )x افزایش میی‌ابد.

٣ نمودار تابع:

    -3    -2/5     2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    x

y

4/5

4

3/5

3

2/5

2

1/5

1

0/5

در این فعالیت رفتار افزایشی این تابع نمایی خاص مشخص می شود، اما با ارائه 
چند مثال دیگر معلوم می شود که وقتی پایه عددی کمتر از 1 باشد، تابع نمایی 

رفتار کاهشی دارد.
برای تثبیت یادگیری به کار در کلاس)5( می رسیم.
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

حل کار در کلاس )5(
1ـ نقاط مشخص شده در جدول »الف« روی نمودار تابع نمایی است، زیرا از نقطة 

 می‌گذرد و با هر واحد افزایش متغیر x، مقدار y، 4 برابر می‌شود قانون این  
 
 

0
1

تابع  f   )x( = 4x می‌باشد.
میی‌ابد  افزایش  واحد   4  ،y مقدار   ،x متغیر  افزایش  واحد  هر  با  در جدول »ب« 
بنابراین نقاط مشخص شده در این جدول روی نمودار یک تابع خطی است و شیب 

 روی نمودار این  
 
 

0
1

خط مربوط به این نمودار 4 می‌باشد با توجه به اینکه نقطة 
تابع است قانون این تابع f   )x( = 4x +1 می‌باشد.

2ـ الف( تابع نمایی است و پایه بزرگ تر از 1 است )با افزایش مقدار x، مقدار y نیز 
افزایش میی‌ابد(.

ب( تابع درجة دوم است. )نمودار سهمی است( 
پ( تابع خطی است.

ت( تابع نمایی است و پایه کوچک تر از 1 است )با افزایش مقدار x، مقدار y کاهش 
میی‌ابد(.
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حل مسائل
1 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله

( )الف ( ) (f = =010 14 	

( )ب (g −− = =1 11 5 5 	

( )پ ( ) (f = = =
1
21 1 1 1

2 4 4 2 	

( )ت ( ) (f −− = =111 44  	 

( )ث (g = =
1

331 5 53 	 

2 مهارت ها و فرایندها: استدلال، بازنمایی ها 
 ،  x  جدول قسمت )ب( مربوط به یک تابع نمایی است. زیرا افزودن 1 واحد به متغیر
( است.  ( ) (xf x = 1

3 1 برابر شده است. در این حالت، مقدار تابع به صورت 
3  ،  y مقدار

 ،x  جدول قسمت )پ( مربوط به یک تابع نمایی است. زیرا با افزودن 1 واحد به متغیر
(  است.  ( ) (xf x = 1

2 مقدار y، 0/5 برابر شده است. در این حالت، قانون تابع به صورت 
)وجود اشتباه چاپی در جدول،  0/625  باید 0/125 باشد(

 ،x  جدول قسمت )ت( مربوط به یک تابع نمایی است. زیرا با افزودن 1 واحد به متغیر
( است.  ( xf x = 2 مقدار y، 2 برابر شده است. در این حالت ، قانون تابع به صورت 

3 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، بازنمايي‌ها

محل تقاطع با 
محور yها

تغییرات y به ازای 1 واحد 
x ردیفقانون تابعافزایش

 
 
 

0
6y = 6x1 برابر1

 
 
 

0
0/9y = )0/9(x2 برابر1

 
 
 
 

0
1
3

2xy برابر = ×1 23
3

 
 
 

0
1 برابر3

5) (xy = 13 5
4
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

4 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، استدلال
پ( افزایش  ب( کاهش	 الف( افزایش	

5 مهارت ها و فرایندها: حل مسئله، استدلال، پیوند و اتصالات 
f   )x( = 5000000)1/12(n )الف

f )5( = 5000000 )1/12(5 ≈ 8811708 )ب

6 مهارت ها و فرایندها: بازنمایی ها، استدلال کردن 
الف( 

210-1-2x

3 × 22

12

3 × 21

6

3 × 20

3

3 × 2-1

3
2

3 × 2-2

3
4

f   )x(

 
 
 

0
3

ب( 
 

پ( به ازای افزودن یک واحد به متغیر x، مقدار تابع f، دو برابر می شود. 

به دست  مهارت  کردن،  استدلال  بازنمایی ها،  فرایندها:  و  مهارت ها   7
آوردن مقدار تابع 

 a   =  2 ها عدد 2 است، پس y الف( با توجه به اینکه محل برخورد نمودار تابع با محور

تابع است، می توان گفت مقدار   که روی نمودار  
 
 

1
6

به نقطه  با توجه  همچنین 
b   =  2. پس قانون تابع به صورت : f   )x( = 2 × 3x  است.

ب( 
f   )2( = 2 × 32 = 2 × 9 = 18 	

) (f −− = × = × =1 1 21 2 3 2 3 3 	
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فصل اوّل: کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره

درک مفهوم حد
فصل دوم
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 نقشه مفهومی فصل دوم 

نزدیک شدن متغیر به یک عدد و هم زمان 
نزدیک شدن مقادیر تابع به یک عدد دیگر

قابل تعریف بودن حد در یک نقطه

حدتابع

وجود یا عدم 
وجود حد

یکتایی حد

نقطه حدگیری

حد از روی جدول 
تابع

حد از روی نمودار تابع

نماد حد

محاسبه حد

حد تقسیم تابع ها

0ــــ0 حالت مبهم 

حد مجموع و 
حاصل ضرب تابع ها
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فصل دوم : درک مفهوم حد

اهداف کلی پودمان
1 درک فرایند حدگیری و مفهوم حد

٢ درک رابطة بین نقطة حدگیری و دامنة تابع
٣ درک وجود یا نبود حد در نقاط حدگیری

٤ تشخیص حد تابع از روی جدول و نمودار تابع
٥ آشنايي با نماد حد تابع در يك نقطه 

٦ محاسبة حد مجموع، ضرب و تقسيم تابع‌ها
0ــــ0 ٧ آشنایی با حالت مبهم 

پیش‌نیازها
 آشنایی با توابع و بازنمایی‌های مختلف آن 

 آشنایی با انواع توابع 
 توانایی محاسبه مقدار تابع در نقاط دامنة آن به کمک بازنمایی‌های مختلف تابع 
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بخش اول: حد تابع ها

اهداف بخش
1 درك مفهوم نزديك شدن متغير تابع ) از دامنة يك تابع ( به یک نقطه و به 

دنبال آن، نزدیک شدن مقادیر تابع به یک نقطة دیگر
٢ درك مفهوم حد تابع در يك نقطه 

٣ تشخیص قابل تعريف بودن یا نبودن حد تابع در نقاط داده شده
٤ تشخيص وجود حد در نقاطي كه حد قابل تعريف است

٥ حدس مقدار حد در نقاط داده شده به كمك جدول و نمودار
٦ آشنايي با نماد حد تابع در يك نقطه

واژه های کلیدی: حد، نقطة حدگیری، نزدیک شدن

نگاه کلی به بخش
به همین  می گیرد.  صورت  حد  مفهوم  با  هنرجویان  آشنایی  اولین  بخش  این  در 
دلیل، سعی شده این مفهوم در یک زمینة طبیعی به روشنی دیده شود تا به راحتی 
قابل فهم شود. زمینة انتخاب شده، برخورد یک موشک با یک هواپیما است. مسئله 
طرح شده، یافتن ارتفاع هواپیما در زمان برخورد موشک است. این ارتفاع مستقیماً 
برخورد  از  قبل  لحظات  در  ولی  است  نشده  ثبت  و در جایی  نیست  در دسترس 
این  است. حل صحیح  ثبت شده  هواپیما  در جعبة سیاه  هواپیما  ارتفاع  موشک، 

مسئله، به طور طبیعی مفهوم حد را در ذهن هنرجویان ایجاد می کند.
یافتن حد تابع ها در ابتدا به صورت حدس از روی جدول و نمودار تابع ها انجام 
می شود و در مثال های متنوع، عملیات مورد نیاز برای یافتن حد یک تابع تمرین 
می شود. پس از یافتن یک درک کلی از مفهوم حد، به جزئیات این مفهوم پرداخته 
می شود. در فرایند حدگیری، همواره یک تابع و یک نقطه به عنوان نقطة حدگیری 
و نزدیک شدن متغیر تابع از داخل دامنة تابع به نقطة حدگیری و هم زمان نزدیک 

شدن مقادیر تابع به مقدار حد وجود دارد. 
تشخیص اینکه چه نقاطی را می توان به عنوان نقطة حدگیری برای یک تابع به کار 
برد تحت عنوان قابل تعریف بودن حد یک تابع در یک نقطه آمده است. همچنین 
وجود یا نبود حد، نکته مهمی است که با قابل تعریف بودن یا نبودن حد در یک 
نقطه فرق دارد. ابتدا قابل تعریف بودن حد یک تابع در یک نقطه باید برقرار باشد، 

بعد سراغ این سؤال می رویم که حد در آن نقطه وجود دارد یا وجود ندارد.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

پس از درک این جزئیات، مفهوم حد به طور رسمی تعریف می شود و یکتایی حد 
تذکر داده می شود. در اینجا مفهوم به اندازة دلخواه نزدیک شدن مقادیر تابع و به 
اندازة کافی نزدیک شدن مقدار متغیر به طور گذرا توضیح داده می شوند. پس از 

ذکر چند مثال، نماد حد معرفی و در مثال ها روی آن تمرین می شود.

ورود به مطلب 
از آنجا که مفهوم حد برای هنرجویان جدید است و با مفاهیم قبلی ریاضی تفاوت 
اساسی دارد، درک آن برای هنرجویان بسیار سخت است. به همین دلیل در این 
بخش باید بسیار با دقت و حساب شده وارد شویم. برای آموزش این مفهوم نباید 
عجله کرد و انتظار داشت در مدت کوتاه این مفهوم به سرعت فهمیده شود. این 
مفهوم اجزایی دارد )تابع، دامنة تابع، نقطة حدگیری، نزدیک شدن متغیر از داخل 
دامنة تابع به نقطة حدگیری، نزدیک شدن مقدار تابع به یک عدد دیگر( که باید 

به همة آنها توجه کرد. 
بهترین روش یافتن یک زمینة طبیعی مناسب و طرح یک مسئله در آن زمینه 
است که برای حل آن مسئله هنرجو مجبور باشد تمام فرایند حدگیری و اجزای 
این فرایند را به کار برد. البته لازم نیست هنرجو با مفهوم حد پیشاپیش آشنا باشد 
تا از عهده این کار برآید، بلکه حل این مسئله او را  به طور طبیعی به این فرایند 

هدایت خواهد کرد.

فعالیت آموزشی
در ابتدای این بخش در طی یک مباحثه بین هنرجویان و معلم، مسئله ای طرح 
می شود و راه حل هایی ارائه می شود. در فعالیت )1( سعی می شود راه حل پیشنهادی 

به مرحلة اجرا درآید.

اهداف:
نزدیک کردن مقادیر  با  به یک مقدار،  تابع  نزدیک شدن مقادیر   درک مفهوم 

متغیر تابع به یک مقدار خاص.
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 شکل گیری مفهوم حد در ذهن هنرجو
 حل مسئلة طرح شده در قبل از فعالیت

مهارت ها و فرایندها 
 پیوندها و اتصالات )رياضي و خارج رياضي(.

 بازنمایی‌ها.
 استدلال کردن.
 حدسیه سازی.

توجه داشته باشید که برای معرفی مفهوم حد در این فعالیت، تابعی انتخاب شده 
است که در نقطة مورد بررسی، تعریف نشده است و نمی توان از مقدار تابع در این 
نقطه صحبت کرد. به این ترتیب لزوم بررسی حد این تابع، ضرورت دارد و نمی توان 

از مقدار تابع در این نقطه استفاده کرد. 

حل فعالیت 1
h   )8( = 7 1 ارتفاع هواپیما 7 کیلومتر از سطح زمین است.

٢ خیر، زیرا 10 در دامنة تابع h نیست. 
٣ بله، چون تابع h به ازای همة اعداد در بازة )10 , 5[ تعریف شده‌است.

٤ جدول تکمیل شده:

109/9999/999/99/959/595t

?7/99957/9957/957/9757/757/55/5 h(t)

5 با نزدیک شدن مقادیر t به 10، مقادیر )h   )t به عدد 8 نزدیک می‌شوند.
6 ارتفاع هواپیما در لحظة t = 10، برابر 8 کیلومتر بوده ‌است.

پس از این فعالیت، مفهوم حد به طور صریح تر بیان می شود و با مثال هایی روی 
این مفهوم تمرین می شود. در برخی مثال ها حدگیری یک طرفه و در برخی دیگر 
دو طرفه است و تذکر داده می شود که در هر دو حالت ممکن است در حدگیری 
رخ دهد. به ویژه به این نکته پرداخته می شود که حد یک تابع فقط در نقاط خاصی 

قابل تعریف است. این نکات در کار در کلاس )1( تمرین می شود.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

حل کار در کلاس )1(
. با توجه به دامنه می‌توان گفت این تابع در  [ , ( ) , ]SD = −π π0 0 الف( دامنه:  
تعریف شده است.  از صفر  بزرگ تر  و  از صفر  مقادیرِ کوچک تر  ازای  به  بازه هایی 
بنابر  این نزدیک شدن به صفر از مقادیر کوچک تر و بزرگ تر از صفر )از دو طرف( 

انجام می‌شود.
ب( جدول تکمیل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

0/9980/99980/9999 ? 0/99990/99980/998 S(x)

با توجه به مقادیر تابع در نزدیکی صفر، ملاحظه می شود هرچه متغیر x به صفر 
sinx در 

x
نزدیک‌تر می‌شود مقدار تابع به عدد 1 نزدیک‌تر می‌شود، یعنی حد تابع 

صفر، عدد 1 است. 
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      -7      -6     -5       4       -3     -2      -1      0        1       2      3       4       5      6       7       

2

1

-1

-2

x

y

ت( حد این تابع در تمامی نقاط ]π , π-[ قابل تعریف است.
در ادامه، به صورت مباحثه ای، دربارة وجود و عدم وجود حد و رابطة آن با قابل 
تعریف بودن حد بحثی ارائه می شود و در کار در کلاس)2( روی آن تمرین می شود.

پ( نمودار تابع نیز نشان می‌دهد با نزدیک شدن x به صفر، )S   )x به عدد1 نزدیک 
می‌شود یعنی در نمودار نیز حدس ما تأیید می‌شود.
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فصل دوم : درک مفهوم حد

حل کار در کلاس )2(
h(x)=sinx  :1 تابع

الف( این تابع در همة نقاط نزدیک صفر تعریف شده است، بنابراین حد آن در صفر 
قابل تعریف است.

ب( جدول تکمیل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

0/9980/00990/0009   ? -0/0009-0/0099-0/0998 sin(x)

 -3/5    -3    -2/5     2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5 x

y

1

0/5

-0/5

-1

 x  نمودار تابع: با توجه به مقادیر تابع در نزدیکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغیر
به صفر نزدیک‌تر می‌شود مقدار تابع نیز به عدد صفر نزدیک‌تر می‌شود یعنی حد تابع 

sinx در صفر، عدد صفر است. 

( با دامنة )4 , 0( ( t t
g t

t
+=

2
2 تابع: 

الف( این تابع در همة نقاط بزرگ تر از صفر و نزدیک صفر تعریف شده است. بنابراین 
حد آن در صفر قابل تعریف است. 

ب( جدول تکمیل شده:

0/10/010/0010/00010t

3/3210/0531/64100/004?   g(t)
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 t  نمودار تابع: با توجه به مقادیر تابع در نزدیکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغیر
به صفر نزدیک‌تر می‌شود مقادیر تابع بزرگ‌تر می‌شود و به هیچ عدد خاصی نزدیک 

نمی‌شوند، بنابراین، این تابع در t =0 حد ندارد. 

     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5    4     4/5     5
x

y

6

5

4

3

2

1

( با دامنة }0{ - )5 , 5-( ( x x
f x

x

+=
4 6

2 3 تابع: 

الف( این تابع در همة نقاط نزدیک صفر تعریف شده است، بنابراین حد آن در صفر 
قابل تعریف است. 

ب( جدول تکمیل شده:

0/10/010/0010-0/001-0/01-0/1x

1/0041/00001/0000 ? 1/00001/00001/004  f  (x)
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فصل دوم : درک مفهوم حد

نمودار تابع:

     -5      -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5  

6

5

4

3

2

1

x

y

با توجه به مقادیر تابع در نزدیکی صفر ملاحظه می شود هرچه متغیر x به صفر 
نزدیک‌تر می‌شود مقدار تابع به عدد 1 نزدیک‌تر می‌شود، یعنی حد تابع عدد 1 

است. 

در این قسمت نماد حد معرفی می شود و با مثال های متعدد چگونگی به کارگیری 
این نماد توضیح داده می شود. در کار درکلاس)3( این مطالب تمرین می شوند. 

با ارائة حد چند تابع با نماد حد، از هنرجویان  توضیح: در این قسمت می توان 
خواست آن را با زبان خود بیان کنند.

حل کار در کلاس )3(

lim) (
x

x
→

− =
2

3 1 5 الف( 
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حل مسائل
1 فرایندها و مهارت ها: استدلال ، بازنمایی 

الف( حد این تابع در نقاط x = 2 , 3 , 4 , 5 قابل تعریف است. چون نمودار تابع نشان 
می دهد که می توانیم متغیر x را )در دامنه تابع( روی محور طول ها به این نقاط 
نزدیک کنیم. نقاط x = 1 ,   6 از دامنه تابع دور هستند و نمی توانیم از دامنة تابع 
تعریف  قابل   x  = 1 ,   6 نقاط  در  تابع  این  بنابراین حد  نزدیک شویم.  نقاط  این  به 

نمی‏باشد. 
ب( حد تابع در نقاط x = 2 ,  4 , 5 موجود است. 

lim ) (
x

f x
→

=
2

3    ,    lim ) ( /
x

f x
→

=
4

3 5
   

 ,    lim ) (
x

f x
→

=
5

1 	

٢ فرایندها و مهارت ها: بازنمایی 

x وقتی x به صفر میل می کند، برابر 0 است.  الف( حد تابع 

1 میل می‏کند ، برابر 4 است. 
4  وقتی x به  

x
1 ب( حد تابع 

π میل می کند، برابر 1 است. 
2 پ( حد تابع sinx وقتی x به 

٣ فرایندها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
 قابل تعریف می باشد. زیرا از داخل دامنة تابع f به هر  حد تابع f در تمامی نقاط 

عدد حقیقی می توان نزدیک شد. 

٤ فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
حد این تابع در تمامی نقاط )∞+  ,2[ قابل تعریف است. 

2/12/012/0012/00012/000012 ←x

3/161031/6100316? ←  f  (x)

lim ) ( lim
x x

x
g x

x→− →−
= =

+3 3

3
1 2 ب( 

lim
x

x
→

− =2
1

1 پ( 0

 lim
x→−

=
1
8 8 ت( 
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فصل دوم : درک مفهوم حد

حد این تابع در x = 2  وجود ندارد. چون با نزدیک شدن مقادیر x به 2، مقادیر 
)f   )x در حال بزرگ شدن هستند و به هیچ عدد خاصی نزدیک نمی شوند. بنابراین 

x و دامنه )∞ + , 2( در x = 2 حد ندارد. 
x

−
−

2
2 تابع با قانون 

٥ فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
 را در نظر بگیرید. با توجه به نمودار، حد  برای مثال، تابع f   )x( = 2x + 1  با دامنه 

تابع f در x = 1 برابر 3 می‏باشد. حد این تابع در هر نقطه دیگری هم وجود دارد. 

6 فرایندها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله

( قابل تعریف می‏باشد.  , ] [ , (−∞ − +∞2 2 الف( حد این تابع در نقاط 
( وجود دارد و در  , ( ) , (−∞ − +∞2 2 ب( با توجه به نمودار تابع، حد تابع در نقاط 

نقاط x = -2 و  x = 2 وجود ندارد. 

7 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال 
الف(

3/93/993/999→ 4 ←4/0014/014/1x

2/972/992/999→ 3 ←3/00023/0023/02 g (x)

lim ) (
x

g x
→

=
4

3 	

1

1

2

2

3

4

5

y

x
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می توان  نمودار  به  توجه  با  ب( 
هر  به   x شدن  نزدیک  با  گفت، 
نقطه ای مانند a، در بازة )∞+ , 0[  
a+1 نزدیک  مقادیر )g   )x نیز به 

می شود. 
خارج  نقاط  در  تابع  این  پ( حد 
تعریف  قابل   ]0  ,  +∞( بازه  از 

نمی باشد. 

8 فرایندها و مهارت‏ها: بازنمایی، استدلال 
حد تابع h در x = 2 قابل تعریف است و با توجه به شکل و جدول زیر می‏توان گفت:

lim ) (
x

h x
→

= −
2

1 	
 

→ 21/9991/991/9x

→ -1-0/999-0/99-0/9 h(x)

y

x
a

a

1

1

+1

     -3      -2      -1     0        1       2       3  

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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فصل دوم : درک مفهوم حد

بخش دوم: محاسبة حد تابع ها 

اهداف بخش
1 محاسبة حد مجموع، ضرب و تقسیم تابع ها

0ــــ0  2 آشنایی با حالت مبهم 
0ــــ0  واژه های کلیدی: حد مجموع، حاصل ضرب و تقسیم تابع ها و حالت مبهم

نگاه کلی به بخش 
هدف این بخش آشنایی با قضایای محاسبة حد مجموع، حاصل ضرب و تقسیم دو تابع 
است. در بخش قبل، در مورد مفهوم حد و روش کلی یافتن مقدار حد یک تابع از 
طریق جدول و نمودار تابع صحبت شده است. اما باید به این نکته توجه داشت که عملًا 
روش استفاده از جدول و نمودار فقط یک حدس برای وجود حد و مقدار حد است. در 
این بخش به قضایای مهم حد درباره مجموع، حاصل ضرب و تقسیم تابع ها پرداخته 
می شود که از طریق این قضایا، حد بسیاری از تابع ها با دقت قابل محاسبه خواهند بود.
حالت  به  تا حدی  مفهوم  این  کارآمدتر شدن  و  مفهوم حد  عمیق تر  برای درک 
0ــــ0 نیز پرداخته می شود ولی هدف این کتاب یافتن حدهای پیچیده که در  مبهم 
0ــــ0 قرار می گیرند نیست و فقط حالت های ساده که با ساده کردن صریح  حالت 

قابل محاسبه است در مثال ها بررسی می شوند.

ورود به مطلب
تذکر  قبل  بخش  در  حد  یافتن  شیوة  که  است  مناسب  بخش،  این  شروع  برای 
داده شود و تصریح شود که این شیوه فقط ما را به حدس مقدار حد و وجود حد 
می رساند و برای یافتن دقیق مقدار حد لازم است روش های دیگری را بشناسیم. 
این  نیز مناسب است در حالت های خاص درستی  از قضایای حد  برای هر کدام 
قضایا بررسی شوند و از هنرجویان بخواهیم که حالت کلی را حدس بزنند و سپس 

قضایای کلی را بیان کنیم.

فعالیت آموزشی
ابتدای این بخش، به این نکته توجه می شود که روش جدول و نمودار برای  در 
یافتن حد یک تابع فقط می تواند ما را به حدس دربارة وجود و مقدار حد برساند. 
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برای یافتن مقدار دقیق قضایایی وجود دارند که در فعالیت )2( یکی از این قضایا 
در حالت خاص مطرح می شود.

اهداف موضوعی:
 درک مفهوم حد مجموع دو تابع.

 درک ارتباط بین حد دو تابع و حد مجموع دو تابع.
فرایندها:

 بازنمایی ها.
 حدسیه سازی.
 تعمیم دادن.

حل فعالیت )2( 
1 جدول تکمیل شده:

43/9993/993/93/53x

?1/9991/9971/9741/8701/732

?0/9990/9970/9750/8750/750

?2/9992/9872/9492/7452/482

. lim ( )
x

h x
→

=
4

3 lim و  ( )
x

g x
→

=
4

lim و 1 ( )
x

f x
→

=
4

2 2 داریم: 

. lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

h x f x g x
→ → →

= +
4 4 4

می توان دید: 

3 جدول تکمیل شده:

1/11/011/00110/9990/990/9x

1/0481/0041/000?0/9990/9940/948

0/2750/2520/250?0/2490/2470/225

1/3231/2561/250?1/2491/2411/173
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فصل دوم : درک مفهوم حد

 . lim ( ) /
x

h x
→

=
1

1 25 lim و  ( ) /
x

g x
→

=
1

0 25 lim و  ( )
x

f x
→

=
1

1 4 داریم: 

 . lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

h x f x g x
→ → →

= +
1 1 1

می توان دید: 

5 در حالت کلی اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند حد مجموع آنها با 
مجموع حدهای آنها برابر است، یعنی:

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +

تابع همین  دو  دربارة حد مجموع  نتیجه گیری  و  فعالیت  این  از جمع بندی  پس 
نکته دربارة ضرب دو تابع نیز بیان می شود و در مثال هایی این نکات توضیح داده 

می شوند و در کار درکلاس )4( این مطالب تمرین می شوند.

حل کار در کلاس )4(
با استفاده از رابطة بین حد تفاضل دو تابع و تفاضل حد آنها و همچنین حد حاصل ضرب 

دو تابع و حاصل ضرب حدهای آنها خواهیم داشت:

lim ( ) lim lim
x x x

x x x x
→− →− →−

− = −3 2 3 2
1 1 1

5 5 الف(	

                          
lim . . lim . . ( )( )( ) ( )( )
x x

x x x x x
→− →−

= − = − − − − × − − = −
1 1

5 1 1 1 5 1 1 6

                           lim . . lim . . ( )( )( ) ( )( )
x x

x x x x x
→− →−

= − = − − − − × − − = −
1 1

5 1 1 1 5 1 1 6

lim( ) lim lim
x a x a x a

x x x x
→ → →

− = −3 2 3 25 5 ب(	

                       lim . . lim lim .
x a x a x a

x x x x x a a
→ → →

= − × = −3 25 5

در ادامه به حد تابع های چندجمله ای توجه شده است و در فعالیت )3( این مسئله 
بررسی شده است.



52

اهداف موضوعی
 شناخت نحوة محاسبة حد تابع چندجمله ای.

فرایندها
 الگویابی.

 استدلال کردن.
 تعمیم دادن.

چندجمله ای  تابع  حد  محاسبة  در  حدگیری  قواعد  به کارگیری  فرایند  به  توجه 
توسط هنرجویان از اهمیت زیادی برخوردار است. اجرای صحیح و مرحله به مرحلة 
این فرایند و توضیح در مورد علت انجام مراحل مختلف این فرایند تا رسیدن به 
حد تابع چند جمله ای، علاوه برافزایش مهارت هایی نظیر ارتباطات کلامی و ... به 

ایجاد درک درستی از اثبات ریاضی در هنرجو کمک می کند.

حل فعالیت)3(
1  برای تکمیل جدول با استفاده از روش هایی که برای محاسبة حد حاصل ضرب 

دو تابع  دیدیم، می توان نوشت:
lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =4 3 3 3 4 	

lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =5 4 4 4 5 	

lim lim( ) lim lim
x a x a x a x a

x x x x x a a a
→ → → →

= = = =6 5 5 5 6 	

با توجه به نتایج به دست آمده می توان جدول را به صورت زیر تکمیل کرد:

xnx6x5x4x3x2xf   (x)

ana6a5a4a3a2alim ( )
x a

f x
→

تابع و   g   (x)  = b ثابت  تابع  حاصل ضرب  به صورت  می توان  را   f   (x) = bxn تابع   ٢
h   (x)  =  xn در نظر گرفت بنابراین می توان نوشت:

lim lim limn n n

x a x a x a
bx b x ba

→ → →
= × = 	

 ٣

lim ( ) lim( ) lim lim
x a x a x a x a

P x x x x x x
→ → → →

= − + − = − +5 3 3 34 3 7 4 4 3 	

lim lim ( )
x a x a

x a a a P a
→ →

− = − + − =5 37 4 4 3 7 4 	
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فصل دوم : درک مفهوم حد

در ادامه به قضیه حد تقسیم دو تابع می رسیم که از طریق یک مباحثه توضیح 
0ــــ0 پرداخته می شود و در حالت های ساده،  داده می شود. سپس به حالت مبهم  
چگونگی محاسبة حد در این حالت توضیح داده می شود. در کار در کلاس )5( این 

نکات تمرین می شوند.

برای محاسبة حد برخی از توابع نیاز به استفاده از تکنیک هایی است که در این 
کار در کلاس با چند نمونه از آنها روبه رو هستیم. توصیه می شود محاسبة حدهایی 
از هنرجویان خواسته شود که با استفاده از تکنیک هایی که در کتاب مطرح شده 

است، قابل انجام باشد.

حل کار در کلاس )5( 

:  x = 3 در { }− 3 x با دامنة 
x

−
−

2 9
3

الف( تابع 
حد صورت و مخرج این کسر در x =  3 صفر است و با یک حالت مبهم روبه رو هستیم. 
اگر چند جمله ای صورت را به صورت حاصل ضرب یک عامل در )x - 3( بنویسیم، 

خواهیم داشت:
( )( ) ( )lim lim lim lim( )

x x x x

x x x x
x

x x→ → → →

− − + += = = + =
− −

2

3 3 3 3

9 3 3 3 3 6
3 3 1

	

:  x = 0 در { , }− −2 0 ) با دامنة  )sin
( )

x x
x x
+

+
1

2
ب( تابع 

حد صورت و مخرج این کسر در x = 0، عدد صفر است. اگر این تابع را به صورت 
آنگاه  بنویسیم  می باشد،   sinx

x
آنها  از  یکی  که  کسری  تابع  دو  حاصل ضرب 

می توانیم با استفاده از قاعدة حد حاصل ضرب دو تابع و مثال 17 حد این تابع را 
به دست آوریم:

( )sin sin ( ) sin ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )

lim( )sin ( )lim lim
( ) lim( )

x x x

x

x x
x

x x x x x x x
x x x x x x

xx x
x x x

→ → →

→
→ →

→

+ + += =
+ + +

++= × = × =
+ +

0 0 0

0
0 0

0

1 1 1
2 2 2

11 11
2 2 2
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:x = -4 در { , }− −4 4 x با دامنة  x

x

+ −
−

2

2
4

16
پ( تابع 

حد صورت این کسر در x = -4 عدد 8 و حد مخرج این کسر در این نقطه، عدد 
صفر است پس این تابع کسری در x = -4 حد ندارد.

حل مسائل

1 فرایندها و مهارت ها : استدلال 

 (الف lim ( ) lim lim lim
x a x a x a x a

g x x x x x a a
→ → → →

= − = − = −3 3 32 2 2

 (ب
lim

lim ( ) lim
lim
x

x x
x

xx
f x

x x
→

→ →
→

++= = = =
− −

22
3

2 23 3
3

11 10 5
8 41 1

حد تابع f در x = 1 وجود ندارد زیرا حد صورت عددی ناصفر و حد مخرج صفر 
است.

پ( اگر a ≠ -1   ، حدتابع مخرج در این نقطه ناصفر است و داریم: 

 (پ
lim

lim ( ) lim
lim

x a

x a x a
x a

x xx x a a
h x

x x a
→

→ →
→

−− −= = =
+ + +

33 3

1 1 1

اما در حالت a = -1 حد تابع صورت و تابع مخرج در این نقطه صفر است و در 
حالت مبهم قرار داریم. در این مسئله با ساده سازی تابع کسری، حد آن در این 

می شود. محاسبه  نقطه 

( ) ( )( )lim ( ) lim lim lim lim ( )
x x x x x

x x x x x x x
h x x x

x x x→− →− →− →− →−

− − − += = = = − = −
+ + +

3 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1 1

	
	

( ) ( )( )lim ( ) lim lim lim lim ( )
x x x x x

x x x x x x x
h x x x

x x x→− →− →− →− →−

− − − += = = = − = −
+ + +

3 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 2
1 1 1                                                           

2 فرایندها و مهارت ها : استدلال، حل مسئله
حد تابع صورت و تابع مخرج این کسر در x = -2 صفر است و با یک حالت مبهم 
به صورت ضرب یک عامل را  تابع های صورت و مخرج  روبه رو هستیم. می توانیم 

x + 2 بنویسیم و با ساده سازی به شکل زیر حد را محاسبه کنیم: 

( )( )lim lim lim
( )( )x x x

x x x x x
x x xx→− →− →−

+ − + − − −= = =
− + −−

2

22 2 2

2 2 1 1 3
2 2 2 44
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فصل دوم : درک مفهوم حد

3 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال
 ،4 + a2 ≠ 0 4 است و + a2 برابر a با توجه به اینکه حد تابع مخرج در نقطة دلخواه

و حد تابع h نیز در نقطة a وجود دارد، داریم:
lim

lim ( ) lim
lim

x a

x a x a
x a

x xx x a a
h x

x x a
→

→ →
→

− −− − − −= = =
+ + +

22 2

2 2 2

44 4
4 4 4

	

4 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال
حد این تابع در همة نقاط قابل تعریف است. در جاهایی که حد مخرج صفر نشود، 
تابع  دارد(.  نقاط وجود  تابع صورت در همة  دارد )حد  تابع وجود  این  حد  حتماً 
مخرج فقط در نقاط 2 و 2- صفر می شود، پس در سایر نقاط حد تابع مخرج ناصفر 

است و حد این تابع کسری موجود است.
در نقطة x = 2 حد تابع مخرج، صفر است و حد تابع صورت، عددی ناصفر است، 
پس در این نقطه تابع کسری حد ندارد. اما در نقطة x = -2 حد تابع صورت و تابع 
مخرج صفر است و در حالت مبهم قرار داریم که با ساده سازی تابع کسری دیده 

می شود حد تابع کسری در این نقطه وجود دارد.

lim lim lim
( )( )x x x

x x
x x xx→− →− →−

+ += = = −
− + −−22 2 2

2 2 1 1
2 2 2 44

	

5 فرایندها و مهارت ها : استدلال
حد تابع صورت و تابع مخرج این تابع کسری در x = 0  ، صفر است و با یک حالت 

مبهم روبه رو هستیم. 
با  بنویسیم و   x تابع های صورت و مخرج را به صورت ضرب یک عامل  می توانیم 

را محاسبه کنیم:  به شکل زیر حد  ساده سازی 
( )lim lim lim
( )x x x

x x x x x
x x xx x→ → →

+ + += = = −
− −−

2

20 0 0

1 1 1
1 1

	

در نقطة x = 1 حد تابع صورت عددی ناصفر و حد تابع مخرج، صفر است، بنابراین 
در این نقطه حد تابع کسری وجود ندارد. 

6 فرایندها و مهارت ها:حل مسئله، استدلال
الف( حد تابع صورت و تابع مخرج این تابع کسری در x = 0 صفر است و با یک 
حالت مبهم روبه رو هستیم. می توان تابع های صورت و مخرج را به صورت ضرب 

یک عامل x نوشت و با ساده سازی به شکل صفحه بعد حد را محاسبه کرد: 
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( )sin ( )sinlim ( ) lim lim
( ) ( )

( ) sin ( ) sinlim lim lim
( ) ( )

x x x

x x x

x x x x x x
g x

x x x x

x x x x
x x x x

→ → →

→ → →

+ += =
− −

+ += × = × = × =
− −

3 2

2 20 0 0

2 2

0 0 0

1
1 1

1 1 1 1 1
1 1

	

ب( این تابع در x = 1 حد ندارد، زیرا حد تابع صورت در این نقطه، عددی ناصفر 
است و حد تابع مخرج آن در این نقطه صفر است. 
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فصل سوم : مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و ... 

فصل سوم
مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و 
پیوستگی تابع ها
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 نقشه مفهومی فصل سوم 

رابطة بین حد دوطرفه و حدهای 
یک طرفه متناظر        

حد یک طرفهحد دوطرفه

حد تابع

نقطة حدگیری در 
دامنة تابع

تساوی یا عدم تساوی 
حد تابع و مقدار تابع در 

یک نقطه از دامنة تابع

پیوستگی و ناپیوستگی 
تابع در یک نقطه از 

دامنة تابع

پیوستگی کلی تابع 
روی دامنه آن
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فصل سوم : مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و ... 

اهداف کلی پودمان
1 در كتفاوت حدهای یک طرفه و حدهای دو طرفه
٢ در كحدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه 

٣ درک رابطة بین وجود حد دوطرفه و وجود و یکسانی حدهای چپ و راست
٤ آشنایی با نماد حد چپ و راست در ی كنقطه

٥ محاسبة حد چپ و راست تابع در ی كنقطه )با استفاده از ضابطه و نمودار(
٦ در كمفهوم پیوستگی ی كتابع در ی كنقطه از دامنة تابع، از طریق یکسانی 

حدتابع و مقدار تابع
٧ در كمفهوم پیوستگی ی كتابع در ی كبازه
٨ تشخیص وضعیت پیوستگی تابع های خاص 

بریدگی(  )نداشتن  نمودار  یکپارچگی  از طریق  تابع،  پیوستگی  ٩ درک وضعیت 
روی بازه های دامنه

10 مدل سازی وضعیت های مسئله ای بهك م كتابع و تشخیص پیوستگی یا عدم 
پیوستگی آن

پیش نیازها 
 آشنایی با تابع ها و بازنمایی های مختلف آن 

 تشخیص مقادیر یک تابع از روی نمودار 
 آشنایی با انواع تابع ها، به ویژه توابع چند ضابطه ای 

 آشنایی با مفهوم حد تابع در یک نقطه 
 توانایی محاسبه حد تابع در یک نقطه 
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بخش اول: حدهای یک طرفه و دوطرفه

اهداف بخش
1 تشخیص حدهای یک طرفه و حدهای دو طرفه

٢ در كحدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه و رابطة بین آنها
٣ آشنایی با نماد حد چپ و راست در ی كنقطه

٤ محاسبه و تشخیص حد چپ و راست تابع در ی كنقطه )با استفاده از ضابطه 
و نمودار(

واژه های کلیدی: حد یک طرفه و دوطرفه، حد چپ، حد راست

نگاه کلی به بخش
هدف این بخش، تشخیص تفاوت بین حدهای یک طرفه و حدهای دوطرفه و توجه 
به حدهای چپ و راست در حدهای دوطرفه و استفاده از آنها است. در این بخش، 
فرض بر آن است که هنرجویان به خوبی فرایند حدگیری را می شناسند، ولی در 
حدهای دوطرفه ممکن است دچار مشکل باشند که آیا متغیر را از سمت راست یا 
چپ به نقطة حدگیری نزدیک کنند. به همین دلیل، مباحثه ای و طرح سؤالی در 
کتاب انجام می شود و در کتاب درباره تفاوت حدهای یک طرفه و دوطرفه توضیح 
و راست در حدهای دوطرفه معرفی  مفاهیم حدهای چپ  نهایتاً  و  داده می شود 

می شوند و در مثال هایی توضیح داده می شوند.

ورود به مطلب 
این مبحث کاملًا درون ریاضی است و عمق بخشیدن به درک مفهوم حد در حدهای 
دوطرفه است. بنابراین ایجاد انگیزه برای ورود به این مبحث می تواند با طرح سؤالی 
درون ریاضی انجام شود. با فرض درک مفهوم حد می توان در حدهای دو طرفه این 
پرسش را مطرح کرد که متغیر از کدام طرف باید به نقطة حدگیری نزدیک شود. 
بحث دربارة شیوه نزدیک شدن متغیر به نقطة حدگیری بسیار آموزنده و راهگشا 
خواهد بود و درک عمیق تری را از مفهوم حد ایجاد خواهد کرد. یک بحث دقیق 
و کامل، می تواند منجر به تعریف ایستا از تعریف حد باشد که نیازمند هیچ گونه 
حرکتی از متغیر نباشد و فقط همسایگی های نقاط مطرح هستند ولی نیازی به 
رسیدن به این حد از دقت به مفهوم حد نیست و نهایتاً می توانید به این نتیجه 
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فصل سوم : مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و ... 

راست  و  چپ  از  را  حدگیری  نقطة  به  متغیر  شدن  نزدیک  کافیست  که  برسید 
مستقل از هم انجام دهید و به مفهوم حد چپ و حد راست برسید.

فعالیت آموزشی
این بخش با طرح سؤال شروع می شود و در کتاب توضیحات اصلی دربارة حدهای 
یک طرفه و دوطرفه از زبان معلم ارائه می شود. در ادامه در حالت حدهای دوطرفه 
توضیحات  مثال ها،  انواع  ذکر  با  و  می شوند  طرح  راست  و  مفاهیم حدهای چپ 

تکمیل می شوند و این مفاهیم در کار در کلاس )1( تمرین می شوند. 
توجه داشته باشید که مفاهیم حدهای چپ و راست فقط مخصوص حدهای دوطرفه 
است و نماد حدگیری راست و چپ فقط زمانی به کار می رود که حد دوطرفه باشد 
و بخواهیم مشخص کنیم که قرار است حدگیری را از راست یا چپ انجام دهیم. 

در حدهای یک طرفه، خود به خود از طریق دامنة تابع و وضعیت نقطه نسبت به 
دامنه، مشخص است که متغیر از چپ یا راست به نقطة حدگیری نزدیک می شود 
و لزومی به نمادگذاری جدید برای مشخص کردن چپ یا راست نیست و همان 

نماد حدگیری کلی به کار می رود.

تابع هایی داده شده اند که چند ضابطه ای هستند و مقدار  این کار در کلاس  در 
داد  تذکر  هنرجویان  به  می توان  است.  شده  خواسته  ضابطه  تغییر  نقطة  در  حد 
که در این گونه تابع ها برای محاسبة حد در سایر نقاط )که ضابطه در دو طرف 
نقطة حدگیری عوض نمی شود( لزومی به محاسبة جداگانة حد چپ و حد راست 

نمی باشد.

حل کار در کلاس )1(

) در دوطرف صفر متفاوت است پس لازم  ) x x x
f x

x x

 + ≤= 
− >

2 0
1 0

الف( قانون تابع 

است حدچپ و حد راست تابع را در نقطة صفر جداگانه بررسی کنیم:
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lim ( ) lim
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim
x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→ →
→ →

= + − = 
 ⇒ ≠

= + = 

0 0
2 0 0

0 0

1 1

0
	

چون حد چپ و حد راست تابع در نقطة صفر برابر نیست پس تابع در نقطة صفر 
حد ندارد.

) در دوطرف نقطة 1 متفاوت است، پس  )
x x x

g x x

x x x

 − <


= =
 − <

2

2

2 1
5 1
5 4 1

ب( قانون تابع 

لازم است حدچپ و حد راست تابع را در نقطة 1 جداگانه بررسی کنیم:

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

xx x
x x

g x x x
g x g x g x

g x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→→ →
→ →

= − =
 ⇒ = ⇒ =

= − = 

2
1 1

2 11 1
1 1

5 4 1
1

2 1
	

چون حد چپ و حد راست تابع در نقطة x = 1 برابر است پس تابع در نقطة 1 حد 
دارد و حد آن عدد 1 است. )یکی شدن نقطة حدگیری و مقدار حد تصادفی است. 

حتماً تذکر داده شود.(
 L2 و حد چپ آن در این نقطه برابر L1 برابر x = 2 پ( حد راست تابع در نقطة
است واضح است L1≠L2 یعنی حد چپ و حد راست تابع h  برابر نیستند، پس تابع 

h در این نقطه حد ندارد.

      -2     0        1       2       3      4       5       6      7   

5

4

3

2

1

-1

x

y

L2

L1
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حل مسائل

1 فرایندها و مهارت ها: استدلال، بازنمایی 
حد این تابع در نقطه x = -2، حد یک طرفه راست است، زیرا از نقاط دامنه این 
تابع، فقط از راست می توان به 2- نزدیک شد. طبق نمودار، حد این تابع در نقطة 

x = -2 وجود دارد و برابر 1 است. 
اما حد این تابع در نقطة 3، حد یک طرفه چپ است. زیرا، از نقاط دامنة این تابع، 
نقطه  این  تابع در  این  نمودار، حد  نزدیک شد. طبق  به 3  از چپ می توان  فقط 

موجود است و برابر صفر است.
حدگیری این تابع در صفر یک حد دوطرفه است. از آنجا که نمودار تابع در دو 
طرف x = 0 با هم متفاوت اند، حدهای چپ و راست در x = 0 را جداگانه محاسبه 

می کنیم. طبق نمودار داریم:
lim ( ) , lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
= =

0 0
2 1 	

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست این تابع درx = 0 مساوی نیستند، این تابع 
در صفر حد ندارد. 

به طور مشابه حدگیری این تابع در x = 2 یک حد دوطرفه است. چون نمودار تابع 
در دو طرف 2 با هم متفاوت اند، حدهای چپ و راست در این نقطه را جداگانه 

حساب می کنیم. طبق نمودار داریم: 
lim ( ) , lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
= =

2 2
1 1 	

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست در x = 2 مساوی 1 هستند، حد تابع در این 
نقطه، برابر 1 می باشد. 

2 فرایندها و مهارت ها: استدلال 
با توجه به اینکه این حدگیری دوطرفه است و قانون تابع در دو طرف x = 2 با هم 

متفاوت اند، حدهای چپ و راست در این نقطه را جداگانه حساب می کنیم.  

lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

g x x g x x
− − + +→ → → →

= − = − = − = −2
2 2 2 2

2 2 4 2 	

با توجه به اینکه حدهای چپ و راست تابع g در x = 2 با هم مساوی هستند، این 
تابع در این نقطه حد دارد و حد آن برابر 2- است. 

3 فرایندها و مهارت ها: استدلال، بازنمایی 
از طریق نمودار دیده می شود این تابع در صفر حد دارد و حد آن صفر است. اما 
برای اثبات این مطلب به روش جبری باید قانون این تابع را به طور صریح بنویسیم. 
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این تابع در دو طرف صفر به صورت دو خط متفاوت است و قانون آن به صورت 
دوضابطه ای به شکل زیر نوشته می شود. 

( ) | |
x x

f x x
x x

− <
= =  ≤

0
0

	

پس حد این تابع در صفر را با محاسبة حدهای چپ و راست در صفر به دست 
می آوریم.

lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

f x x f x x
+ + − −→ → → →

= = = − =
0 0 0 0

0 0 	

چون حدهای چپ و راست این تابع در صفر، هر دو صفر هستند، می توان گفت حد 
این تابع در صفر برابر صفر است. 

4 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال
الف( بله. زیرا: 

lim ( ) lim ( )
x x

g x ax a
− −→− →−

= + = − +
1 1

2 2 	

lim ( ) lim ( )
x x

g x x a a
+ +→− →−

= + = +2
1 1

1 	

ب( برای اینکه این تابع در x = 1 حد داشته باشد، بایستی حدهای چپ و راست 
تابع در این نقطه با هم برابر باشند. 

a a a a+ = − + ⇒ = ⇒ = 11 2 2 1
2

	

5 فرایندها و مهارت ها: بازنمایی، حل مسئله
نمودارهای زیادی می توان رسم کرد. به طور مثال: 

y

x

1

1

-4

2

2

3

3 4 5
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6 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور مثال: 

( )
x

f x x
x

− ≤
=  <

1 2
5 2
2

	

7 فرایندها و مهارت ها: حل مسئله، استدلال
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور مثال: 

( )
x

f x x
x x

 <= 
 + ≤

1 0

2 1 0
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بخش دوم: پیوستگی تابع ها 

اهداف بخش
1 در كمفهوم پیوستگی ی كتابع در ی كنقطه از دامنة تابع، از طریق یکسانی 

حدتابع و مقدار تابع
٢ در كمفهوم پیوستگی ی كتابع در ی كبازه
٣ تشخیص وضعیت پیوستگی تابع های خاص 

بریدگی(  )نداشتن  نمودار  یکپارچگی  از طریق  تابع،  پیوستگی  ٤ درک وضعیت 
روی بازه های دامنه

٥ مدل سازی وضعیت های مسئله ای بهك م كتابع و تشخیص پیوستگی یا عدم 
پیوستگی آن

و  بریدگی  کلی،  پیوستگی  نقطه،  در  ناپیوستگی  و  پیوستگی  کلیدی:  واژه های 
یکپارچگی نمودار

نگاه کلی به بخش
نیز  زبان روزمره  این بخش آموزش پیوستگی است. اصطلاح پیوستگی در  هدف 
کاربرد دارد و معنای زبانی آن به معنای ریاضی آن نزدیک است. در کتاب وقتی 
از پیوستگی حرکت صحبت می کنیم منظور، پیوستگی در معنای زبانی آن است. 
بنابراین، از طریق متن باید تشخیص داده شود که به کارگیری اصطلاح پیوستگی 
در کتاب چه وقت به معنای ریاضی آن است و چه وقت به معنای زبانی آن است.

برای درک مفهوم پیوستگی از همان زمینه حرکت هواپیما استفاده شده است. در 
این بخش این سؤال طرح می شود که اگر مقدار تابع در نقطه ای مشخص باشد، آیا 
باز هم حق داریم حد تابع را در آن نقطه حساب کنیم و اگر بتوانیم حد را حساب 
کنیم آیا ممکن است عددی غیر از مقدار تابع به دست آوریم؟ مباحثه در مورد این 

سؤال نکات آموزندة بسیاری در بر دارد. 
آیا حدگیری از یک تابع فقط در جایی انجام می شود که مقدار تابع در آن نقطه 
مشخص نباشد؟ جواب به این سؤال آن است حدگیری از یک تابع در یک نقطه 
نبودن  یا  بودن  نقطه است و مشخص  اطراف آن  تابع در  فقط نشان دهندة رفتار 
مقدار تابع در آن نقطه، هیچ دخالتی در فرایند حدگیری ندارد. بنابراین، در جاهایی 
هم که مقدار تابع در یک نقطه، مشخص است ممکن است برای تشخیص رفتار 

تابع در اطراف آن نقطه لازم باشد عمل حدگیری در آن نقطه انجام شود. 
مهم ترین رفتار یک تابع در اطراف یک نقطه از دامنة آن این است که آیا حد تابع 



67

فصل سوم : مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و ... 

در آن نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه است یا خیر. در زمینة حرکت هواپیما، به 
دلیل پیوستگی حرکت هواپیما، جواب مثبت است و به طور طبیعی انتظار داریم که 
برای تابع حرکت هواپیما در هر نقطه از دامنة آن حد تابع همان مقدار تابع باشد 
و این ویژگی را به عنوان تعریف پیوستگی در ریاضی انتخاب می کنیم. این نکته 
که در مورد برخی توابع ممکن است این ویژگی برقرار نباشد به طور صریح بیان 

می شود و در یک مثال ریاضی نشان داده می شود.
دیدن ناپیوستگی در طبیعت آسان نیست و ریاضیات توصیف کننده طبیعت معمولاً 
با تابع های پیوسته کار می کند. با این حال در کتاب یک مثال واقعی نیز نشان داده 
شده است که مدل ریاضی آن با یک تابع ناپیوسته بیان می شود. البته در این مثال 
هم در واقعیت تابع اصلی پیوسته است ولی برای ما ساده تر آن است که وضعیت را 

با یک تابع ناپیوسته مدل سازی کنیم.
پس از انجام فعالیت ها و دیدن مثال ها و شیوه تحقیق در پیوستگی و ناپیوستگی 
ریاضی  ایده  بین  رابطة  و  می شوند  معرفی  اساسی  و  مهم  پیوسته  توابع  توابع، 
بریدگی( طرح می شود. در مثال هایی  توابع )بدون  نمودار  پیوستگی و پیوستگی 
دیده می شود که اگرچه تابع از لحاظ ریاضی پیوسته است ولی نمودار آن بریدگی 
دارد. این موارد وقتی رخ می دهند که دامنة تابع خودش بریدگی داشته باشد و بازه 
نباشد. بنابراین، ایدة شهودی پیوستگی نمودار تابع و پیوستگی ریاضی تابع وقتی 
بر هم منطبق می شوند که دامنة تابع یک بازه باشد. یک تابع وقتی پیوسته است 

که روی بازه های داخل دامنة خود پیوستگی شهودی داشته باشد.

ورود به مطلب
برای طرح مفهوم پیوستگی بهتر است از مسئلة حد یک تابع در نقاط دامنة خود 
که مقدار تابع مشخص است شروع کنید که آیا می توانیم در این حالت حد بگیریم؟ 
به چه دلیلی حد بگیریم وقتی مقدار تابع مشخص است؟ اگر حد بگیریم آیا غیر از 
مقدار تابع چیز دیگری ممکن است به دست آید؟ پس از مباحثه دربارة این سؤالات 
می توانید جواب ها را در مثال های متعدد بررسی کنید و نهایتاً حالت حد تابع که 
مساوی مقدار تابع می شود را به عنوان ویژگی پیوستگی معرفی کنید که با شهود 

پیوستگی هم سازگار است. سایر حالات را به عنوان ناپیوستگی معرفی کنید.

فعالیت آموزشی
در  تابع هایی  از  آن حدگیری  در  که  می شود  آغاز  سؤال  یک  با طرح  بخش  این 
چه  به  اینکه  است.  مشخص  نقاط  آن  در  تابع  مقدار  که  می شود  مطرح  نقاطی 
دلیل حد می گیریم و آیا حد به دست آمده با مقدار تابع می تواند متفاوت باشد یا 
خیر مباحثاتی انجام می شود و در کتاب از زبان معلم حالات ممکن توضیح داده 
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می شوند و مفهوم پیوستگی به طور ضمنی مطرح می شود. در فعالیت )1( حالات 
ممکن برای تابع و حد آن و مقدار تابع بررسی می شوند. 

اهداف موضوعی:
 درک مفهوم پیوستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع.

 درک ارتباط بین حد و پیوستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع.
 کسب مهارت تشخیص پیوستگی تابع با استفاده از نمودار تابع.

 آشنایی با نمودار برخی وضعیت های ناپیوستگی تابع در یک نقطه.
فرایندها:

 بازنمایی ها.
 استدلال کردن.

 تفکر بصری.

با توجه به نقشی که نمودار در درک شهودی مفاهیم ریاضی از جمله مفهوم پیوستگی 
تابع دارد، در این فعالیت از نمودار تابع ها درشروع ارائة مفهوم پیوستگی استفاده 
شده است. تبیین صحیح علت گسستگی تابع در یک نقطه با استفاده از نمودار تابع 

توسط هنرجو، به ایجاد درک صحیح او از مفهوم پیوستگی کمک می کند.

حل فعالیت )1(
1 الف( از روی نمودار می توان دید حدچپ تابع در این نقطه 9 و حد راست تابع  

در این نقطه  11 است، بنابراین، این تابع در این نقطه، حد ندارد.
ب( نمودار تابع در نقطة x = 3 گسستگی دارد و پیوسته نیست.

2 الف( حد چپ و حد راست تابع در نقطة x = 3 برابر 9 است. بنابراین حد این 
تابع در نقطة x   =   3 برابر 9 است.

ب( خیر، مقدار تابع در نقطة x = 3 عدد 11 است.
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پ( نمودار تابع در این نقطه گسستگی دارد.
3 الف( نمودار تابع در نزدیکی نقطة x = 3 نشان می دهد حد تابع در این نقطه، 

عدد 9 است.
ب( بله مساوی است.

پ( نمودار تابع در نقطة x = 3 گسستگی ندارد و پیوسته است.

پس از این فعالیت، مفهوم پیوستگی و رابطة آن با حد تابع و مقدار تابع باید در 
ذهن هنرجو شکل گرفته باشد. در ادامه، مفهوم پیوستگی در نقطه و پیوستگی 
کلی تابع در دامنة آن، رسماً معرفی می شوند و در مثال هایی توضیح داده می شوند 
و تابع های پیوسته مهم معرفی می شوند. رابطة بین پیوستگی شهودی نمودار تابع 
و پیوستگی تابع با تعریف ریاضی آن نیز در انتها توضیح داده می شود. در انتهای 

این بخش این مفاهیم در کار در کلاس )2( تمرین می شوند.

در این قسمت برای تقویت مهارت هنرجویان توابع مختلف )مثلثاتی، چندضابطه ای، 
بررسی  انتخاب شده جهت  نقطة  انتخاب شده است. همچنین  نمایی و رادیکالی( 
پیوستگی نیز متنوع انتخاب )نقطة داخل دامنه و نقطة ابتدا یا انتهای دامنه( شده 
است. جهت کسب مهارت بیشتر با توجه به توابع معرفی شده در کتاب می توان 

مثال های متنوع دیگری نیز انتخاب کرد و در اختیار هنرجویان قرار داد.

حل کار در کلاس )2(
1 الف( پیوسته است زیرا:

lim ( ) lim(sin cos ) lim(sin ) lim(cos ) sin cos ( )
t t t t

g t t t t t g
→π →π →π →π

= + = + = π + π = π 	

ب( تابع در دو طرف نقطة صفر ضابطه های متفاوت دارد، بنابراین برای محاسبة 
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حد این تابع در صفر، لازم است حدهای چپ و راست آن را در این نقطه محاسبه 
و برابری این دو حد را بررسی کنیم.

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x

x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x x

+ +

+ −

− −

→ →

→ →
→ →

= − =
 ⇒ ≠

= + = 

0 0
2 0 0

0 0

2 1

0
	

چون حدهای چپ و راست برابر نیستند، این تابع در این نقطه حد ندارد، در نتیجه 
پیوسته نیز نمی باشد.

پ( با توجه به دامنة تابع، به نقطة x = -1 از راست می توان نزدیک شد، بنابراین 
حد تابع در این نقطه حد یک طرفه است.

lim ( ) lim ( ) ( )
x x

h x x h
→− →−

= − = − − = =2 2
1 1

1 1 1 0 0 	

پس، حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه برابر است و این تابع در نقطة 
x  =  -1 پیوسته است.

a و حد مخرج این تابع در 
π< <0
2
2 به ازای هر عدد a از دامنة این تابع داریم 

نقطة a برابر sin   a است که مقداری ناصفر است. پس این تابع در نقطة a حد دارد و 
lim

lim
sin lim sin sin

x a

x a
x a

x x a
→

→
→

= =
11 1 	

یعنی، این تابع پیوسته است.

حل مسائل

1 فرایندها و مهارت: استدلال، 
بازنمایی 

حدهای  حد،  وجود  تشخیص  برای 
چپ و راست در این نقطه را جداگانه 

می کنیم. 	بررسی 
lim ( ) lim ( )
x x

h x x
− −→ →

= + =2
1 1

1 2

 
lim ( ) lim

x x
h x x

+ +→ →
= =

1 1
2 2

و  چپ  حدهای  اینکه  به  توجه  با 
راست این تابع در x = 1 با هم برابر 

     -3      -2      -1     0        1       2       3      4  

6

5

4

3

2

1

-1

x

y
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. lim ( )
x

h x
→

=
1

2 پس  است، 

اما h   (1) = 0، پس حد تابع h در نقطة x =1 با مقدار تابع در این نقطه مساوی 
نیست و تابع h در این نقطه پیوسته نیست. 

2 فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی 
وضعیت این تابع در نقاط ناصفر روشن است. با حدگیری از تابع در نقاط ناصفر 
دیده می شود حد تابع با مقدار تابع در این نقاط مساوی است. اما قبلًا دیده بودیم 
حد این تابع در صفر برابر 1 است و مقدار این تابع نیز در صفر برابر 1 است. پس 

در نقطه صفر هم پیوستگی برقرار است و این تابع همه جا پیوسته است.

-8      -7      -6     -5       4       -3     -2      -1      0        1       2      3       4       5      6       7       

2

1

-1

-2

x

y

٣ فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی 
تابع f با دامنه ]3 , 0[ در x = 1 و x = 2 پیوسته نیست. زیرا در این نقاط حد ندارد. 

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= =
1 1

1 2 	

lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= =
2 2

2 1 	

y

x

1

0 1

-1

-1

-2

-2

2

2

3

3
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٤ فرایندها و مهارت: استدلال، بازنمایی

. بنابراین با استفاده از حد  a
π< <0
2
اگر a نقطه ای از دامنه این تابع باشد، داریم: 

تقسیم دو تابع )حد تابع مخرج در این نقطه صفر نیست( داریم: 
lim coscos coslim

sin lim sin sin
x a

x a
x a

xx a
x x a

→
→

→

= =
− − −

22 2

1 1 1
	

بنابراین، این تابع در دامنة داده شده، پیوسته است. 

٥ فرایندها و مهارت: استدلال، حل مسئله، بازنمایی
تابع های زیادی می توان مثال زد. به طور نمونه: 

( ) x x
f x

x

 + ≠= 
=

21 0
0 0

	

٦ فرایندها و مهارت: استدلال، حل مسئله
بله، این تابع پیوسته است. زیرا نمودار این تابع بریدگی ندارد و روی هر بازه در 

دارد.  پیوستگی  دامنه اش 

٧ فرایندها و مهارت: حل مسئله، استدلال
بله. اگر دامنة یک تابع از اجتماع چند بازه جدا از هم تشکیل شده باشد، نمودار 
تابع نیز از چند قسمت جدا از هم تشکیل خواهد شد و با توجه به اینکه نمودار 
تابع داده شده روی هر بازه از دامنة خود پیوسته می باشد، می توان گفت این تابع 

در دامنه داده شده پیوستگی دارد. 

٨ فرایندها و مهارت: حل مسئله، استدلال، نمایش
الف( بله پیوسته است، زیرا نمودار تابع روی هر بازه از دامنة آن پیوستگی دارد.

ب( به دلیل پیوستگی تابع، حد تابع در هر نقطه برابر مقدار تابع در آن نقطه است. 
پس کافیست که مقدار تابع در این نقطه را از روی نمودار تابع به دست آوریم.

y

x

1
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

فصل چهارم

درک مفهوم مشتق
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 نقشۀ مفهومی فصل چهارم 

مشتق به عنوان سرعت 
تغییرات مقادیر تابع

تعبیر فیزیکی 
مشتق )سرعت 
اجسام متحرک(

مشتق و 
حدگیری

تعبیر هندسی 
مشتق )خط مماس 

بر نمودار تابع(

مشتق پذیری و 
مشتق ناپذیری

مشتق پذیری و تابع مشتق
پیوستگی

تابع حرکت و تابع 
سرعت اجسام 

متحرک

معادلة خط مماس 
بر نمودار تابع
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

اهداف کلی پودمان
1 درك مفهوم مشتق تابع در يك نقطه به عنوان سرعت تغييرات مقادير تابع در 

آن نقطه
٢ محاسبة مشتق تابع هاي ساده در يك نقطه با حدگيري

٣ درك رابطة بين مشتق تابع و سرعت متحرك ها
٤ تفسير حركت يك متحرك با يافتن مشتق تابع حركت

٥ درك مشتق تابع به عنوان يك تابع
٦ درك رابطة بين مشتق تابع در يك نقطه و شيب خط مماس بر نمودار تابع 

در آن نقطه
٧ يافتن معادلة خط مماس بر نمودار تابع ها در نقاط مختلف

٨ به كارگيري مشتق در تبيين و تفسير سرعت تغييرات در وضعيت هاي معمول 
و زندگي واقعي

پیش نیاز ها
 آشنایی با انواع توابع و بازنمایی های مختلف آن 

 آشنایی با مفهوم حد تابع در کی نقطه و محاسبة آن 
 آشنایی با تابع حرکت اجسام 

 توانایی محاسبه شیب کی خط از روی نمودار و معادله 
 آشنایی با رابطه بین شیب کی خط و تانژانت زاویه بین خط و محور طول  ها 

 آشنایی با مفهوم خط مماس 



76

بخش اول: مشتق تابع ها

اهداف بخش
1 درك مفهوم مشتق تابع در يك نقطه به عنوان سرعت تغييرات مقادير تابع در 

آن نقطه
٢ محاسبة مشتق تابع هاي ساده در يك نقطه با حدگيري

واژه های کلیدی: تغییرات مقادیر تابع، سرعت حرکت، مشتق تابع

نگاه کلی به بخش
حرکت  سرعت  زمینه  از  اینجا  در  است.  مشتق  مفهوم  آموزش  بخش  این  هدف 
اجسام برای آموزش مشتق استفاده شده است. از لحاظ تاریخی نیز مفهوم مشتق 
به همین شکل به وجود آمده است. به همین دلیل، این بخش با همان مسئلة اصلی 

نیوتن در محاسبة سرعت اجسام شروع شده است.
آغاز  اجسام  سرعت  یافتن  چگونگی  در  معلم  و  هنرجویان  بین  مباحثه ای  ابتدا، 
می شود و پیشنهاد های به دست آمده در فعالیت )1( به اجرا در می آید که همان 
آموزش مفهوم مشتق است. سپس، مفهوم مشتق در حالت کلی آن تعریف شده و 

در مثال ها تمرین می شود.

ورود به مطلب 
مفهوم اصلی مشتق، در شدت تغییرات مقادیر کی تابع است. هر کجا که شدت 
زمینة  باشد،  شناسایی  قابل  آسانی  به  و  باشد  مشاهده  قابل  تابع  کی  تغییرات 
کی  مکان  تغییرات  شدت  از  اینجا  در  است.  مشتق  مفهوم  طرح  برای  مناسبی 

متحرک استفاده شده است که به طور شهودی سرعت متحرک نامیده می شود.

فعالیت آموزشی
با  سپس،  می شود.  مطرح  اجسام  سرعت  محاسبة  چگونگی  دربارة  سؤالی  ابتدا 

مباحثه، راه حل های به دست آمده در فعالیت )1( به اجرا در می آیند.
اهداف موضوعی

 درک مفهوم مشتق تابع در کی نقطه.
 آشنایی با روش محاسبة مشتق تابع در کی نقطه.
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

فرایند ها:
 پیوند ها و اتصال ها )ریاضی و خارج ریاضی(.

 بازنمایی ها.
 ارتباطات کلامی.

 حل مسئله )مدل سازی(.

به منظور توجه به اهمیت مشتق و ایجاد درک مناسب از مفهوم آن، مشتق در کی 
زمینة واقعی )فیزیکی( مطرح شده است. توجه به هر کدام از سؤالات و پاسخ دهی 
مناسب به آن، هنرجویان را به ایجاد درک مناسب از این مفهوم هدایت خواهد کرد.

حل فعالیت )1(
f     (1) 1، فاصلة توپ از محل ر ها شدن را 1 ثانیه پس از ر ها شدن، نشان می دهد. 

f     (1) = 5
٢ f     (1+h   )، فاصلة توپ از محل ر ها شدن را   h+1 ثانیه پس از ر ها شدن، نشان 

می دهد.
f      (1+h   ) = 5(1+h   )2 	

٣ مسافت طی شده در بازة زمانی [  h+1 ,1] برابر f      (1+h   )  -  f      (1) است.

f      (1+h   )  -  f      (1) = 5(1+h   )2  -5×12   =10h     + 5h2 	

این حرکت، h ثانیه طول کشیده است.
زمان سپری  بر  تقسیم  با مسافت طی شده  است  برابر  توپ،  ٤ سرعت متوسط 

شده. بنابراین:
( ) ( )( ) f h f

v h h
h

+ −= = +1 1 10 5 	
٥ جدول تکمیل شده:

0/10/010/0010/0001←0h

10/510/0510/00510/0005←V(h)

٦ سرعت توپ در زمان t    =1 ثانیه پس از ر ها شدن را نشان می دهد.

٧ سرعت توپ در لحظة t    =1 برابر 10 است.
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پس از انجام فعالیت، نکات این فعالیت به طور مبسوط و در حالت h    < 0 نیز توضیح 
داده می شوند. نهایتاً مفهوم مشتق به عنوان حد نسبت تغییرات تابع به تغییرات 
متغیر تعریف می شود. در مثال های متعدد این مفهوم بررسی و رابطه مشتق پذیری 

و پیوستگی بیان می شود. در کار در کلاس )1( این مفاهیم تمرین می شوند.

حل کار در کلاس )1(
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim

h h h

f h f h h h hf
h h h→ → →

+ − + + + − + +′ = = = =
2 2

0 0 0

2 2 2 4 2 4 8 82 8	

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
h h h

f h f h h h hf
h h h→ → →

+ − + + + − + +′ = = = =
2 2

0 0 0

2 2 2 4 2 4 8 82 8
	

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

) )الف ) lim
→

−′ = =
h

f
h0

2 24 0 	

 )ب ( ) ( )( ) lim lim
h h

h hg
h h→ →

− + + − − × + − − + + −′ = = = −
0 0

3 4 4 3 4 4 12 3 4 12 44 3 	

) )پ ) ( ) ( ( ) )( ) lim
→

+ − + − −′ = = −
h

h h
u

h

2 2

0

4 4 4 44 7  	

٢ فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

( )( ) lim lim lim
( )h h h

h
h hhg

h h h h→ → →

− −
− + −+′ = = = = −

+0 0 0

2 21 1
2 2 12 22 2 2 4 	

٣ فرایند ها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
ابتدا پیوستگی تابع f در نقطة 3 را بررسی میک نیم. به دلیل، تفاوت قانون f در دو 
طرف 3 برای یافتن حد تابع در این نقطه، حد های چپ و راست را بررسی میک نیم.

lim ( ) lim ( )
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
− −

− +

+ +

→ →

→ →
→ →

= − =  ⇒ =
= − + = 

2

3 3
3 3

3 3

2 10 8

11 8
x x

x x
x x

f x x
f x f x

f x x 	
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

بنابراین حد تابع در این نقطه وجود دارد و برابر مقدار تابع در این نقطه است. پس 
f در این نقطه پیوسته است.

برای تشخیص مشتق پذیری تابع f نیز باید وجود و یکسانی حد های چپ و راست 
نسبت تغییرات تابع به تغییرات متغیر را بررسی کنیم.

( ) ( )lim lim lim
h h h

f h h h h
h h h− − −→ → →

+ − + − − + + −= =
2 2

0 0 0

3 8 2 3 10 8 18 12 2 18
	

( )lim
h

h h
h−→

+= =
0

12 2 12
	

( ) ( )lim lim lim
h h h

f h h h
h h h+ + +→ → →

+ − − + + − − − += =
0 0 0

3 8 3 11 8 3 3
	

lim
h

h
h+→

−= = −
0

1
	

) در h    = 0 وجود ندارد و تابع  ) ( )f h f
h

+ −3 3 این محاسبه نشان می دهد حد کسر 
f در x    = 3 مشتق پذیر نیست.

٤ فرایند و مهارت: استدلال، حل مسئله
به دلیل تفاوت قانون تابع در دو طرف نقطة 1- باید حد های چپ و راست کسر 
نسبت تغییرات تابع به تغییرات متغیر را جداگانه بررسی کنیم. توجه داشته باشید 

.v  (-1)=-2 که
( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim

h h

v h v h h
h h− −→ →

− + − − − + + − + − − −=
2

0 0

1 1 4 1 2 1 4 2
	

( )lim lim lim
h h h

h hh h h h h
h h h− − −→ → →

−− + − + − −= = = = −
2 2

0 0 0

2 2 34 8 4 2 2 2 4 6 6 	
( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim

+ + + +→ → → →

− + − − − − + − − − − − −= = = = −
0 0 0 0

1 1 6 1 8 2 6 6 6 6 6
h h h h

v h v h h h
h h h h	

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim
+ + + +→ → → →

− + − − − − + − − − − − −= = = = −
0 0 0 0

1 1 6 1 8 2 6 6 6 6 6
h h h h

v h v h h h
h h h h 	

 v وجود دارد و تابع ( ) ( )lim
h

v h v
h→

− + − −
0

1 1 با توجه به محاسبه بالا می توان گفت 
در نقطه x   =  -1 مشتق  پذیر است و مشتق آن 6- است. 
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٥ فرایند و مهارت: استدلال، حل مسئله
الف( برای بررسی پیوستگی تابع g درx   =  0   ، حد چپ و حد راست آن را در این 

نقطه محاسبه میک نیم.
lim ( ) lim ( )

lim ( )
lim ( ) lim ( )

− −

+ +

→ →
→

→ →

= − + =  ⇒ =
= + = 

2

0 0
0

0 0

1 1
1

1 1
x x

x
x x

g x x x
g x

g x ax
	

از آنجا که g   (0)=1، تابع g در x    = 0 پیوسته است. 
 ( ) ( )g h g

h
+ −0 0 ب( برای آنکه تابع g در x    = 0 مشتق پذیر باشد، لازم است حد کسر 

در h    = 0 موجود باشد. این شرط معادل با آن است که حد چپ و حد راست این 
کسر در h    = 0 موجود و مساوی باشند.

( ) ( ) ( )lim lim lim
h h h

g h g h hh h
h h h− − −→ → →

+ − −− + −= = = −
2

0 0 0

0 0 11 1 1
	

( ) ( )lim lim lim
h h h

g h g ah ah a
h h h+ + +→ → →

+ − + −= = =
0 0 0

0 0 1 1
	

.g ′(0)=-1 در نتیجه .a   =  -1 بنابراین، شرط مشتق پذیری این تابع آن است که
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

بخش دوم: مشتق و سرعت متحرک ها

اهداف بخش
1 درك رابطة بين مشتق تابع و سرعت متحرك ها

٢ تفسير حركت يك متحرك با يافتن مشتق تابع حركت
٣ درك مشتق تابع به عنوان يك تابع

واژه های کلیدی: سرعت متحرک، مشتق تابع

نگاه کلی به بخش
است.  اجسام  سرعت  محاسبة  در  مشتق  مفهوم  از  استفاده  بخش،  این  از  هدف 
رابطة بین مشتق تابع حرکت کی جسم متحرک و سرعت آن متحرک در بخش 
برای آموزش مشتق استفاده شده  از همین زمینه  قبل مشخص شده است، زیرا 
است. در این بخش، این مطلب با صراحت بیشتری بیان می شود و از مشتق گیری 
برای توصیف چگونگی حرکت کی متحرک استفاده می شود. همچنین مفهوم تابع 
مشتق نیز در همین بخش از طریق سرعت حرکت کی متحرک در لحظات دلخواه،  

توضیح داده شده است.

ورود به مطلب
این بخش، نیازی به انگیزة جدیدی ندارد و در بخش قبل از زمینه سرعت اجسام 
برای آموزش مشتق استفاده شده است. ولی، استفاده از مثال های آشنا و جالب 
توجه و برقراری ارتباط مستقیم بین مقدار مشتق و وضعیت حرکت اجسام، بسیار 

مفید خواهد بود.

فعالیت آموزشی
این بخش فقط شامل توضیحاتی دربارة سرعت حرکت اجسام و رابطة آن با مشتق 
شیوة  تابع ها  مشتق  کمک  به  و  است  شده  داده  توضیح  مثال هایی  در  که  است 
حرکت اجسام توصیف شده اند. این مطالب در کار در کلاس )2( تمرین می شوند.
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حل کار در کلاس )2(
		  1 الف(

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

f x h f x x h x h x x
f x

h h→ →

+ − + − + − +′ = = =
2 2

0 0

3 4 3 4 	

lim
h

xh h h x
h→

+ −= = −
2

0
6 3 4 6 4 	

		  ب(

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
( )h h h

g x h g x x h x x hg x
h h x h x x→ → →

−
+ − + − −′ = = = = −

+

2 2

2 2 30 0 0

1 1
2 2 	

٢ الف( سرعت این متحرک همان مشتق تابع حرکت آن است.
v   (t  )= - 8 t   +١٦ 	

ب( v  (1)=8  >0 در جهت محور حرکت میک ند.
پ( v  (4)=-16  <0 خلاف جهت محور حرکت میک ند.

ت( متحرک در صورتی متوقف می شود که سرعت آن صفر شود، بنابراین:
v   (t  ) = 0 ⇒ -8t   + 16 = 0 ⇒  t   = 2 	

لحظة t   =2 در دامنة تابع حرکت است و در این لحظه، متحرک، ایست لحظه ای میک ند.
ث( زمان هایی که v  (t   )>  0، متحرک در جهت محور حرکت میک ند.

بنابراین در بازة زمانی [0,2] متحرک در جهت محور حرکت میک ند و پس از آن 
تغییر جهت می دهد و در خلاف جهت محور حرکت میک ند.

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: حل مسئله

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

g x h g x x h x h x x
g x

h h→ →

+ − + − + − −′ = =
2 2

0 0

2 3 2 3
	

( )lim lim
h h

h x hx h x xh h x x x
h h→ →

− −+ − − − − += = = −
2 2 2

0 0

2 6 32 2 3 6 3 2 3 2 6
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

2 فرایند و مهارت ها: حل مسئله

( )( ) ( )( ) lim lim lim
h h h

x h x hf x h f x x h x x h xf x
h h h→ → →

+ − − − − ++ − + +′ = = =
0 0 0

2 2 2 2

	
( )( ) ( )( ) lim lim lim

h h h

x h x hf x h f x x h x x h xf x
h h h→ → →

+ − − − − ++ − + +′ = = =
0 0 0

2 2 2 2

	

( ) ( )lim lim lim
( ) ( )h h h

hx xh x x h
x x h h x xhhx xh h x

h hx x h hx x h x→ → →

+ − + −
+ + ++ + += = = =

+ +

2 2
22 2 2

20 0 0

2 2 2
22 2

	
( ) ( )lim lim lim

( ) ( )h h h

hx xh x x h
x x h h x xhhx xh h x

h hx x h hx x h x→ → →

+ − + −
+ + ++ + += = = =

+ +

2 2
22 2 2

20 0 0

2 2 2
22 2

	
3 فرایند ها و مهارت: استدلال، حل مسئله، پيوند و اتصال

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

g t h g t t h t h t t
g t

h h→ →

+ − + − + + − − +′ = =
2 2

0 0

20 1 20 1 الف(	

( )lim lim
h h

h t ht th h t h t t t
h h→ →

+ −+ + − − + − + −= = = −
2 2 2

0 0

2 202 20 20 1 20 1 2 20	
( )lim lim

h h

h t ht th h t h t t t
h h→ →

+ −+ + − − + − + −= = = −
2 2 2

0 0

2 202 20 20 1 20 1 2 20
	

این متحرک در لحظة صفر در فاصله 1 متری سمت  ب( داریم g   (0)=1  . یعنی 
راست از مبدأ قرار دارد. همچنین g ′  (0)=2×0-20=-20، یعنی در لحظة صفر با 

سرعت 20 متر بر ثانیه در خلاف جهت محور در حال حرکت است.
پ( برای اینکه متحرک متوقف شود بایستی g ′  (t  )=0. از 2t   -20=0 نتیجه می شود 
t   =10. یعنی پس از 10 ثانیه، متحرک ایست لحظه ای میک ند. در زمان توقف، 
فاصله متحرک از مبدأ برابر است با g  (10)=100-200+1=-99. یعنی متحرک در 

99 متر سمت چپ مبدأ، توقف لحظه ای کرده است. 
ت(g  (20)=400-400+1=1، یعنی این متحرک در فاصله 1 متری سمت راست از مبدأ 
  ،g  ′  (20)=2(20)  -20=20 قرار دارد و سرعت این متحرک در این لحظه برابر است با

یعنی با سرعت 20 متر در ثانیه در جهت محور در حال حرکت است.
ث( این متحرک در شروع حرکت، در مکان 1 متری سمت راست مبدأ قرار دارد و در 
این لحظه با سرعت 20 متر بر ثانیه رو به عقب )خلاف جهت محور( در حال حرکت 
است. متحرک 10 ثانیه رو به عقب حرکت میک ند )در بازة )g ′  (t  )  <0 ، )0,10 ( و  پس 
از طی 100 متر، ایست لحظه ای میک ند و تغییر جهت می دهد و رو به جلو )در جهت 
محور( شروع به حرکت میک ند. )در بازة )g ′  (t  ) ، )10,20>  0 ( . نهایتاً در 10 ثانیه 

بعدی، متحرک با حرکت رو به جلو به نقطة شروع حرکت برمی گردد.
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بخش سوم: تعبیر هندسی مشتق

اهداف بخش
1 درك رابطة بين مشتق تابع در يك نقطه و شيب خط مماس بر نمودار تابع 

در آن نقطه
٢ يافتن معادلة خط مماس بر نمودار تابع ها در نقاط مختلف

واژه های کلیدی: شیب خط مماس بر نمودار تابع، مشتق تابع، معادلة خط مماس

نگاه کلی به بخش
و شیب خط  تابع  کی  مشتق  مفهوم  بین  ارتباط  کردن  برقرار  بخش،  این  هدف 
مماس بر نمودار آن تابع است. این ارتباط با طرح سؤال و سپس انجام کی فعالیت 
برای پاسخ گویی به آن سؤال برقرار می شود. سپس با مثال هایی این ارتباط توضیح 

داده می شود.

ورود به مطلب
طرح سؤال مناسب و سعی در پاسخ گویی به آن به صورت مباحثه ای، همواره بهترین 
ورود به آموزش است. در اینجا از ارتباط بین وضعیت نمودار تابع و مفهوم مشتق 
پرسش شده است. برای پاسخ گویی به این سؤال لازم است از خط های گذرنده از 

نقاط نمودار تابع و حدگیری آنها و نهایتاً خط مماس بر نمودار تابع صحبت کنیم.

فعالیت آموزشی
با طرح سؤال دربارة رابطة بین مشتق تابع و چگونگی نمودار تابع به فعالیت )2( 

می رسیم که به این سؤال پاسخ می گوید.



85

فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

اهداف موضوعی:
 درک مفهوم هندسی مشتق.

فرایند ها:
 پیوند ها و اتصال ها )داخل ریاضی(.

 مدل سازی.
 ارتباطات کلامی.

 تفکر بصری.
می توان از هنرجویان خواست اهداف فعالیت را در کی تابع خاص با رسم نمودار 

و تشکیل جدول مقادیر )نظیر f  (x  )=x  2 در نقطة   x  =2( مورد بررسی قرار دهند.

حل فعالیت )2(

.
( )

+ 
=  + 

a h
N

f a h
 و 

( )
 

=  
 

a
M

f a
  1

.NH  =f  (a  +h) -  f (a  ) و MH   =h  ٢

. ( ) ( )+ −= = f a h f aNHm
MH h

  ٣

٤  مشتق f در نقطة a، همان حد شیب خط MN در h  =0 است.
٥ به نقطة M نزدکی می شود.

٦  این خط نهایتاً بر نمودار تابع در نقطة M مماس خواهد شد و شیب این خط 
به مشتق تابع در نقطة x  =a نزدکی خواهدشد.

پس از توضیح این فعالیت، رابطة بین مشتق تابع و شیب خط مماس بر نمودار 
تابع در کی نقطه بیان می شود و در مثال هایی این رابطه توضیح داده می شود. این 

مطالب در کار در کلاس )3( تمرین می شوند.
در این قسمت هنرجویان با رسم خط مماس به کمک خطک ش به طور تجربی به 

رابطة بین مشتق و شیب خط مماس پی می برند.
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حل کار در کلاس )3(
با در نظر  و  را رسم کرده  از خطک ش، خط مماس  با استفاده  الف و ب( هنرجو 

گرفتن دو نقطه روی آن، شیب خط را با اندازه گیری پیدا میک ند.
کرده،  رسم  هنرجو  که  خطی  شیب  با  مقایسه  در   f   ′ (x  )=x  2-1  ⇒ f    ′(2)=3 پ( 
اختلاف ناچیزی به دست می آید که از کی طرف درستی رابطة بین مشتق و شیب 
خط مماس را نشان می دهد و از طرف دیگر خطای انسانی و ابزار در اندازه گیری ها 

را نشان می دهد.

حل مسائل

1 فرایند ها و مهارت ها: استدلال، بازنمايي، حل مسئله

باشد،   y  =ax  +b به صورت  این منحنی  بر    
 − 

2
6

نقطه  اگر معادلة خط مماس در 
شیب خط از طریق زیر محاسبه می شود: 

( ) ( ) ( )′ ′= −   ⇒  = −   ⇒  = −   ⇒  = −21 4 4 2 2 22f x x x f x x f a 	

 عبور میک ند. پس  
 − 

2
6

برای یافتن b، می دانیم که خط مماس y  =-2x  +b از نقطة 

 در معادلة خط مماس صدق میک ند. در نتیجه داریم: 
 − 

2
6-6=-2×2+b ⇒ b=-2 	
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فصل چهارم : درک مفهوم مشتق

پس معادله خط مماس منحنی در نقطه داده شده به صورت y  =-2x  -2 است. به 
کمک جئوجبرا نمودار آن به صورت زیر است. 

     -4      -2     0        2       4       6      8      10     

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x

y

2 فرایند ها و مهارت ها: استدلال، حل مسئله
می دانیم شیب خط مماس در نقطه تماس با مقدار مشتق تابع در آن نقطه برابر 

است. به این منظور ابتدا، مشتق تابع f را محاسبه میک نیم.

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
→ → →

− −
−+ − ++′ =  =  =  

0 0 0

2 2 22 2

h h h

x x h
f x h f x x x hx h xf x

h h h 	
lim ( )

( )→

− ′=   = − ⇒ = −
+ 2 20

2 2 2
h

h f x
hx x h x x 	

خط  شیب  بایستی  باشد،  طول ها  محور  موازی  تابع،  نمودار  بر  مماس  خط  اگر 
) )شیب خط مماس( در  )′ = − 2

2f x
x

اینکه  به  توجه  با  باشد.  برابر صفر  مماس 
) برابر صفر نمی شود. پس نقطه ای وجود ندارد  { })− 0 هیچ نقطه ای از دامنة تابع 

که خط مماس بر نمودار تابع f  ، موازی محور طول ها باشد.

٣ فرایند ها و مهارت ها: بازنمایی، استدلال
الف( به کمک جئوجبرا، نمودار صفحه بعد رسم شده است:

 f بر نمودار تابع ، = − 13 2y x با استفاده از کی لغزنده معلوم می شود خط به معادله 
مماس می شود. 
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ب( باید نقطه ای روی نمودار تابع بیابیم که شیب خط مماس در آن نقطه برابر 3 
شود. همان طور که می دانیم شیب خط مماس بر منحنی در کی نقطه با مشتق 

تابع در آن نقطه برابر است. با توجه به قانون تابع f داریم:
f    ′(x  )=x   +2 	

با حل معادلة f    ′(x  )=x   +2=3 نتیجه می شود x   =1. پس در نقطه ای از نمودار تابع 
به طول 1 خط مماس بر نمودار تابع شیب 3 دارد و موازی خط y  =3x است. برای 
یافتن معادلة خط مماس، می دانیم معادلة آن به صورت y  =3x   +b است. از آنجا که 

 می گذرد و مختصات این نقطه در معادلة خط 
 
 
 
 

1
5
2

) این خط از نقطة  ) = 51 2f

= و معادلة خط مماس  − 1
2b = و در نتیجه  × +5 3 12 b مماس صدق میک ند. پس 

= است. − 13 2y x همان خط 

     -6      -5      -4      -3      -2      -1    0        1       2      3     

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

فصل پنجم

محاسبات مشتق و کاربردها
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 نقشه مفهومی فصل پنجم 

                         

مشتق تابع

کاربرد مشتقمحاسبۀ مشتق

علامت مشتق تابع

فرمول های محاسبۀ 
مشتق تابع حاصل جمع، 

حاصل ضرب، حاصل تقسیم

تشخیص رفتار صعودی و 
نزولی تابع ها روی بازه ها 
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

اهداف کلی پودمان
1 آشنايي با قوانين مشتق‌گيري جمع، ضرب و تقسيم تابع‌ها

2 محاسبة مشتق تابع‌ها در نقاط داده شده و دلخواه 
3 آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای
4 آشنایی با رفتار صعودي و نزولي تابع‌ها

5 درك رابطة بين رفتار صعودي و نزولي و علامت مشتق تابع‌ها
6 درك وضعيت تابع در نقاطي كه مشتق در آن نقطه برابر صفر است

7 مدل سازي و حل مسائل آشنا و زندگي واقعي به كمك مشتق و تفسير چگونگي 
تغييرات 

پیش‌نیازها
 آشنایی با اعمال روی توابع شامل جمع و ضرب توابع و تقسیم دو تابع 

 آشنایی با تعریف مشتق تابع در کی نقطه و نماد آن 
 توانایی محاسبه مشتق تابع در کی نقطه و به دست آوردن تابع مشتق 

 آشنایی با مفهوم تابع حرکت 
 مهارت استفاده از نمودار برای تعیین علامت تابع ها 

 مهارت تشخیص رفتار تابع از روی نمودار 
 آشنایی با شیب خطوط 
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بخش اول: محاسبة مشتق تابع ها

اهداف بخش
1 آشنايي با قوانين مشتق‌گيري جمع، ضرب و تقسيم تابع‌ها

2 آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای
3 محاسبة مشتق تابع‌ها در نقاط داده شده و دلخواه

تابع  مشتق  تابع،  دو  تقسیم  و  حاصل ضرب  و  مجموع  مشتق  کلیدی:  واژه های 
چندجمله ای

نگاه کلی به بخش
و  حاصل ضرب  و  مجموع  مشتق گیری  فرمول های  بخش،ی ادگیری  این  هدف 
حاصل تقسیم و تابع و به ویژه آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای است. در مورد 
مشتق مجموع دو تابع از زمینة قانون جمع سرعت ها در فیز کیاستفاده شده است 
و نهایتاً فرمول مشتق جمع دو تابع بیان شده است. در مورد مشتق حاصل ضرب 
تابع ها فقط فرمول آورده شده است وک تاب وارد محاسبات حدی نشده است. با 
محاسبه  هم  دیگری  مشتقات  مثال ها  در  حاصل ضرب  مشتق  فرمول  از  استفاده 
شده اندک ه همک ارآیی این فرمول را نشان می دهند و هم شیوة بهک ارگیری این 
فرمول تمرین شده است. به طور خاص به مشتق تابع های چندجمله ای پرداخته 
شده استک ه نتیجه ای از فرمول های مشتق گیری مجموع و حاصل‏ضرب تابع ها 

است.
در آخر این بخش فرمول مشتق تقسیم دو تابع از طریق مشتق حاصل ضرب دو 

تابع ارائه شده است.

ورود به مطلب 
این بخش بیشتر جنبة محاسباتی دارد و مفهوم خاص و جدیدی ندارد. تا اینجا، 
محاسبة مشتق فقط از طریق تعریف قابل انجام است و باید این مسئله را مطرح 
سازیمک ه این عمل در مورد تابع های پیچیده دشوار و در برخی موارد غیر عملی 
است. ما باید راه های بهتری برای محاسبة مشتق بیابیم. با شناخت مشتق تابع های 
ساده سعی میک نیم مشتق تابع های پیچیده تر را به دست آوریم. با ذکر این نکات 
را  هنرجویان  حدس  و  پرسشک نید  تابع  دو  مجموع  مشتق  مورد  در  می توانید 
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فصل پنجم : محاسبات مشتق و کاربردها

بررسیک نید و واردک تاب شوید. 
در مورد مشتق حاصل ضرب و حاصل تقسیم دو تابع نیز با همین روش می توانید 

عملک نید.

فعالیت آموزشی
در ابتدای این بخش سعی شده است در کی زمینة واقعی، مجموع دو تابع و مشتق 
مجموع دو تابع ارائه شود. زمینة انتخاب شده حرکت کی قطار و حرکت کی فرد 
در داخل قطار است. این کی مسئله سادة فیزیکی است و به قانون جمع سرعت ها 
معروف است. تابع حرکت فرد نسبت به زمین به صورت مجموع تابع حرکت فرد 
نسبت به قطار و تابع حرکت قطار نسبت به زمین است. سرعت فرد نسبت به زمین 
نیز به صورت جمع سرعت فرد نسبت به قطار و سرعت قطار نسبت به زمین است. 

دلیل درستی این مطلب همان قانون مشتق مجموع دو تابع است. 
برای در کدرستی این قانون فعالیت)1( طرح شده است.

اهداف موضوعی 
 در کتساوی مشتق حاصل‌جمع دوتابع و حاصل‌جمع مشتق آنها.

فرایندها 
 پیوندها و اتصال‌ها )ریاضی و خارج ریاضی(.

 ارتباطاتک لامی.
 حل مسئله )مدل سازی(.

حل فعالیت 1
f (0) 1 فاصلة نقطة A1 )روی تسمه( را از نقطة A0 )محل نصب پایة پیاده‌رو 
روی زمین ( در زمان   ٠ = t نشان می‌دهد و g (0) فاصلة فرد را از نقطة A1 در 

زمان ٠ = t نشان می‌دهد.
 A1 فاصلة فرد از نقطة g  (1) و t = 1 در زمان A0 از نقطة A1 فاصلة نقطة f (1) 2
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در زمان t = 1 را نشان می‌دهد. همچنین f (1) + g (1) فاصلة فرد را از نقطة A0 در 
زمان t = 1 نشان می‌دهد.

 A0 می‌باشد. این تابع فاصلة فرد از نقطة ( )h t t t= + 13 2 3 قانون تابع h به‌صورت 

)روی زمین( در زمان t را نشان می‌دهد.
، t روی زمین( در زمان( A0 نسبت به نقطة A1 سرعت حرکت نقطة = f     ′(t) 4

 ، t روی تسمه( در زمان( A1 سرعت حرکت فرد نسبت به نقطة = g    ′(t)
h    ′(t) = سرعت حرکت فرد نسبت به نقطة A0 )روی زمین( در زمان t می‌باشد.

h   ′(t) = f     ′(t) + g   ′(t) : داریم ( )h t′ = + 13 2 ) و  )g t′ = 1
2 5  ٣ = f     ′(t) و 

قانون مشتق  و  دارد  فعالیت عمومیت  این  نتیجه  داده می شود  توضیح  ادامه،  در 
مجموع دو تابع بیان می شود و در مثال هایی تمرین می شود. 

و حدس هایی  می شود  مطرح  هنرجویان  توسط  نیز  تابع  دو  حاصل ضرب  مشتق 
زده می شود. نهایتاً از زبان معلم مستقیماً قانون مشتق حاصل ضرب دو تابع بیان 
می شود و در مثال ها تمرین می شود. همچنین بهک م کفرمول مشتق حاصل ضرب 
دو تابع مشتق تابع های خاصی به دست می آیدک ه قوت این قانون را نشان می دهد. 

در ادامه بهک ار درک لاس)1( می رسیمک ه این مفاهیم در آن تمرین می شوند.

حل کار در کلاس ١

) داریم: f  (x). g (x) = 1 با مشتق گیری از  )g x
x

= 1 1ـ  قرار می‏دهیم : f(x) = x و 
دو طرف تساوی داریم:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x x g x g x
x x

′ ′ ′ ′+ = ⇒ × + × = ⇒ = − 2
1 10 1 0

	

⋅ ارائه شده تا بهک م کآن مشتق موردنظر محاسبه شود، در  =1 1x
x

در اینجا رابطة 
ی ا ... 

x 2
1 صورت آمادگی هنرجویان می‌توان از آنها خواست تا مشتق توابعی نظیر 

را با ارائة رابطه‌ای نظیر رابطة ارائه شده در این سؤال، به‌دست آورند.
تابع هایی  تابع ها، مشتق  از مشتق حاصل ضرب  باک اربردی  ادامه در فعالیت)2(  در 
به صورت f     (x) = ax  n به دست می آیدک ه پایهی افتن مشتق تابع های چندجمله ای است.
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اهداف موضوعی 
 آشنایی با روش محاسبة مشتق تابع چند جمله‌ای.

 تقویت مهارت استفاده از قوانین مشتق‌گیری.
فرایندها 
 الگویابی

 ارتباطاتک لامی
 تعمیم دادن

حل فعالیت ٢
1 با محاسبة مشتق تابع های موجود در جدول داریم :

(x  4)′ = (x  3. x)′ = (x  3)′. x + x  3 . (x)′ = 3x   2 . x + x3 . 1 = 4x  3 	
(x   5)′ = (x  4. x)′ = (x  4)′. x + x  4 . (x)′ = 4 x  3 . x + x  4 . 1 = 5  x  4 	

جدول تکمیل شده به صورت زیر است:

x٥x٤x٣x٢xf     (x)
٥x٤٤x٣٣x٢2x1f     ′   (x)

2 توان x در f     ′(x) از توان x در f     (x) کی واحدک متر است و ضریب f     ′(x)  همان 
توان x در f     (x) است.

3 برای به‌دست آوردن f     ′(x)ک افی‌ است کی واحد از توان x در fک مک نیم و آن‌را 
)  f     ′(x) = nx   n-1( .ضربک نیم n ی عنیx در توان

4 چون a ∈ R عددی ثابت است می‌توان نوشت:

f (x) = ax   n ⇒ f    ′(x) = a(x   n)′ = anx    n-1 	
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در ادامه، مشتق تابع های چندجمله ای به صراحت بیان می شوند و سپس مسئلة 
مشتق تقسیم دو تابع مطرح می شود. معلم راه حلی برایی افتن مشتق تقسیم دو 
تابع پیشنهاد میک ند و طبق آن قانون مشتق تقسیم دو تابع به دست می آید. این 
مطلب در مثال هایی توضیح داده می شوند و درک ار درک لاس)2( تمرین می شوند.

حل کار در کلاس ٢ 
 f ′(x) = 2x - 4 )الف

( )g x x
x

′ = + 42
2

ب( 

( )( ) ( )( )
( )

x x x x
h x

x

− + − −′ =
+

2

2
2 4 3 4 3 4

3 4
پ( 

حل مسائل 
1 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله

f ′(x) = 3x2 + 4  )الف 	
g   ′(x) = 2x (x  2 -3) + 2x (x2 +1) = 4x3 - 4x )ب 	

) )پ ) ( )( )
( ) ( ) ( )

x x x x x x x xh x
x x x

+ − + + − − − − +′ = = =
+ + +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 3 3 6 2 3 2 3

1 1 1 	
2 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال، پيوند و اتصال

الف( 

 وضعیت قطار نسبت به ایستگاه از لحاظ فاصله
( )
( )

( )

t f

t f

t f

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 105
10 10 205

 وضعیت قطار نسبت به ایستگاه از لحاظ سرعت
( )
( )
( )

t f

t f

t f

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 20
10 10 20
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ب( 

 وضعیت ماشین نسبت به ایستگاه از لحاظ فاصله
( )

( )
( )

t g

t g

t g

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 130
10 10 305

 وضعیت ماشین نسبت به ایستگاه از لحاظ سرعت
( )
( )
( )

t g

t g

t g

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 30
10 10 40

   

پ( طبق محاسبات انجام شده فاصله ماشین از قطار در لحظات 0 و 5 و 10 به 
ترتیب برابر 0 و 25 و 100 )برحسب متر( است. در همه این لحظات سرعت قطار 
افزایش است و به  ثانیه است ولی سرعت ماشین درحال  مقدار ثابت 20 متر بر 

ترتیب برابر 20 و 30 و 40 متر بر ثانیه است. 

ت( فاصلة قطار از ماشین با تابع
h(t) = g(t) - f   (t) = t 2 + 20t + 5 - 20t - 5 = t2 	

داده می شود. سرعت دور شدن ماشین از قطار در هر لحظة t )از دامنة تابع( برابر 
h′(t) = 2t است. 

3 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال

 v′  (x) = 2f  (x)f     ′(x)
v(x) = (4x2 - 1)2   ⇒   v′ (x) = 2(4x2 - 1) . (8x) = 64x3 - 16x 	

4 فرایندها و مهارت : حل مسئله ، پيوند و اتصال

( )g T′ = × =1 510 8 4 الف( 	

( )f T′ = × =1 1515 8 8 ب( 	
S(T) = g(T). f(T)  ⇒  S′(T) = g′(T). f   (T) + f     ′(T).g(T) = تابع مساحت

( ) ( ) ( ) ( )S T T T T′ = × + + × + = +5 1 15 1 75 115 1 101 14 8 8 8 2 8 	
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بخش دوم:  تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

اهداف بخش
1 آشنایی با رفتار صعودي و نزولي تابع‌ها

2 برقرارک ردن رابطه بين رفتار صعودي و نزولي و علامت مشتق تابع‌ها
3 درك وضعيت تابع در نقاطي كه مشتق در آن نقط برابر صفر است

4 مدل سازي و حل مسائل آشنا و زندگي واقعي به كمك مشتق و تفسير چگونگي 
تغييرات 

واژه های کلیدی: تابع صعودی، تابع نزولی، علامت مشتق، صفر شدن مشتق

نگاه کلی به بخش 
هدف این بخش، آموزش رفتار صعودی و نزولی تابع ها و رابطة این مفهوم با علامت 
مشتق تابع و بررسی رفتار تابع ها از طریقی افتن علامت مشتق این تابع ها است. تا 
اینجا، مفهوم مشتق بیشتر به عنوان سرعت تغییرات مقادیر تابع مطرح شده است و 
به عنوان کی عدد مثبت معنای قابل قبولی دارد. این بخش با طرح این سؤال آغاز 

می شودک ه منفی شدن مشتق چه معنایی دارد. 
برای پاسخ به این سؤال در کی فعالیت دو حالت مشتق مثبت و منفی در مورد 
نتیجه  این  به  را  هنرجو  تا  می شود  بررسی  آنها  نزولی  و  رفتار صعودی  و  تابع ها 
برساندک ه مثبت و منفی شدن مشتق تابع ها در ارتباط با صعودی و نزولی بودن 
آنها است. پس از انجام این فعالیت، این نکات به طور صریح بیان می شوند و در 

مثال هایی تمرین می شوند.
به آن توجهک رد آن استک ه علامت مشتق وقتی وضعیت  باید  نکته مهمیک ه 
در طی  باشد.  بازه  تابع کی  دامنة  را مشخص میک ندک ه  تابع  نزولی  و  صعودی 
مباحثاتی بین معلم و هنرجو به این نکته توجه می شود و در مثال هایی اهمیت 

این نکته گوشزد می شود.
همچنین، این نکته مطرح می شودک ه کی تابع لزوماً همه جا صعودیی ا همه جا 
نزولی نیست و ممکن است روی برخی بازه ها صعودی و برخی بازه های دیگر نزولی 
و  مطرح می شود  نیز  تابع، صفر می شود  مشتق  نقاطیک ه  نقش  اینجا  در  باشد. 

چگونگی وضعیت تابع در این نقاط مورد بررسی قرار می گیرد. 
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ورود به مطلب
در این بخش دو مفهومک لیدی رفتار صعودی و نزولی تابع ها و علامت مشتق تابع 
باید طرح شوند. باید کی سؤال مهم مطرح سازیمک ه هم زمان این دو مفهوم را در 
خود داشته باشد. رفتار صعودی و نزولی تابع ها را هنرجویان به طور ضمنی در جاهای 
دیگر هم دیده اند اگرچه نام رسمی بر این مفاهیم انتخاب نکرده باشند. پس، بهتر 
است تمرکز خود را بر علامت مشتق تابع بگذاریم و این سؤال را مطرح سازیمک ه 
منفی شدنی ا مثبت شدن مقدار مشتق کی تابع چه معنایی دارد و چه چیزی را 
نشان می دهد. برای پاسخ به این سؤال بهتر است در مورد تابع های خاص این بررسی 
انجام شود و حدسیه هایی توسط هنرجویان ارائه شود و این حدسیه ها بررسی شوند.

فعالیت آموزشی 
این بخش با پرسش از معنای علامت مشتق و منفی شدن مشتق آغاز می شود. در 

فعالیت )3( سعی می شود به این پرسش پاسخی داده شود.

اهداف موضوعی 
 در کارتباط بین علامت مشتق تابع در کی بازه و رفتار تابع )صعودیی ا نزولی بودن (.

 کسب مهارت محاسبة مشتق.
فرایندها : 
 بازنمایی  

 مقایسهک ردن 
 ارتباطاتک لامی 

 حدسیه‌سازی

حل فعالیت ٣
1 جدول تکمیل شده به صورت زیر است:

a503010510/5x

a225009001002510/25f  (x)
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2 افزایش می‌یابد.

f     ′(x) = x2 3 علامت f     ′(x) در )∞+، ٠( مثبت است.

4 جدول تکمیل شده :

a503010510/5x

-a2-2500-900-100-25-1-0/25f  (x)

ک اهش می‌یابد. 5
٢x 6- = f     ′(x) علامت f     ′(x) در )∞+، ٠( منفی است.

تابع  باشد  مثبت  دامنه اش  در  تابع   کی  مشتق علامت  اگر  می زنیم  حدس   7
افزایشی و اگر علامت مشتق کی تابع در دامنه‌اش منفی باشد تابعک اهشی است.

در ادامه، با توضیحات بیشتر در مورد رفتارهای افزایشی وک اهشی توابع و نامگذاری 
این  و  مشتق  علامت  بین  رابطة  نزولی  و  صعودی  تابع های  به عنوان  تابع ها  این 
ویژگی ها  به طور صریح بیان می شود. این نکته در مثال هایی توضیح داده می شود. 
همچنین این نکته مهم تذکر داده می شودک ه علامت مثبت و منفی مشتق وقتی 
نشان دهندة صعودیی ا نزولی بودن تابع استک ه دامنة تابع کی بازه باشد. در ادامه، 

این نکات درک ار درک لاس)3( تمرین می شوند.

در این قسمت می‌توان نمودار تابع را ارائهک رد و از هنرجو خواست از بین چند 
نمودار داده شده، نمودار تابع مشتق را تشخیص دهد.ی ا با دادن نمودار مشتق کی 
تابع از هنرجو خواست رفتار تابع )افزایشیی اک اهشی بودن و ... ( را توصیفک ند.
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حل کار در کلاس ٣
1 الف( مقادیرg′(x) در بازة )0، ∞-( منفی و در بازة )∞+ ، ٠( مثبت است.

ب( تابع g (x) در بازة )0، ∞-( نزولی و در بازة )∞+ ، ٠( صعودی است.
پ( نمودار آخر در پایین.

دو حالت صدق  در هر  ثابت  تابع های  نزولی،  و  تابع های صعودی  تعاریف  در   2
میک نند. بنابراین، تابع های ثابت هم صعودی هستند و هم نزولی. فقط تابع های 
مثبتی ا  هم  تابع ها  این  مشتق  نزولی.  هم  و  باشند  هم صعودی  می توانند  ثابت 
بزرگ تر از صفر و هم منفیی اک وچ کتری ا مساوی صفرند.ی عنی مشتق این تابع ها 

صفر است.

در ادامه، وضعیت کی تابع در نقاطیک ه مشتق تابع در آن نقاط صفر است مورد 
بحث قرار می گیرد و در مثال هایی وضعیت های ممکن توضیح داده می شوند.

حل مسائل
1 فرایندها و مهارت ها : استدلال، بازنمایی 

با توجه به نمودار تابع می توان گفت : 
در بازه )١، ∞-( رفتار تابع افزایشی و در بازة (١،٣) رفتار تابعک اهشی و در بازه 

)∞+ ، ٣( رفتار تابع افزایشی است. 

2 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، بازنمایی
الف( با توجه به نمودار می توان گفت ، این تابع در بازه های )٠،١( و )١،٢( رفتار 

افزایشی دارد و روی این بازه ها صعودی است. 
ب( خیر. با توجه به نمودار تابع ، این تابع اگر چه در هر کیاز بازه های )٠،١( و 

)١،٢( صعودی است ولی روی تمام دامنة خود صعودی نیست. 

3 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی
الف( با توجه به نمودار تابع می توان گفت : 

در بازة )١-، ∞-( نزولی، در بازة )٠، ١-( صعودی، در بازة )١، ٠( نزولی و در بازة 
)∞+ ، ١( صعودی است. 

ب( مشتق تابع در بازة )١-، ∞-( منفی، در بازة )٠، ١-( مثبت و در بازة )٠،١( منفی 
و در بازة )∞+ ، ١( مثبت است. 

پ( مشتق تابع در نقاط ١، ٠، ١- = x صفر می‏باشد و در این نقاط مشتق تغییر 
علامت می دهد. 
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4 فرایندها و مهارت : حل مسئله ، استدلال ، بازنمايي

( ) ( )( )( )
( ) ( )
x x

f x
x x

− − −′ = =
− −2 2

1 2 1 2
2 2

الف( 

f    ′(x) ≠ 0 ب( خیر. چون
پ( مشتق تابع f در همه نقاط دامنة خود )}R - }2( مثبت است. 

ت( با توجه به نمودار تابع می توان گفت ، این تابع در بازة )2، ∞-( رفتار صعودی 
دارد و مشتق تابع در این بازه مثبت است. همچنین در بازه )∞+ ، 2( نیز تابع 
صعودی است و مشتق آن نیز در بازه مورد نظر مثبت می باشد. اما تابع رویک ل 

دامنة خود صعودی نیست.

     -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      10

6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x

y

5 فرایندها و مهارت‏ها : استدلال ، حل مسئله
الف( مشتق این تابع در بازه‏های )0، ∞-( و )∞+ ، 2( مثبت است، پس خود تابع 
در این بازه ها صعودی است. اما مشتق این تابع در بازة )2, 0( منفی است، پس 

خود تابع در این بازه نزولی است.
ب( مشتق تابع در نقاط x  = 0 و x = 2 صفر است، زیرا در این نقاط نمودار تابع 
مشتق محور طول ها را قطعک رده است. از آنجاک ه در این نقاط تابع مشتق تغییر 
علامت می دهد و وضعیت صعودی و نزولی تابع در این نقاط تغییر میک ند، تابع در 

این نقاط )موضعاً( به بیشترینی اک مترین مقدار خود می رسد. 
پ( با توجه به نتایج قسمت )الف( شکل شماره )2( می تواند نمودار تابع g باشد. 
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6 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی
برای تابع موردنظر می توان نمودارهای مختلفی رسمک رد. به طور مثال : 

y

x

1

1

2

2

3

3 4

4

5

5

7 فرایندها و مهارت : استدلال ، حل مسئله
برای این تابع می توان مثال های متفاوتی را مطرحک رد. به طور مثال : 

( )
x x

f x
x x

− + ≤ <
=  + ≤ ≤

10 1 3
2 1 3 7 	

حتی می توانید کی تابع درجه دوم بنویسیدک ه مشتق پذیر نیز باشد، برای مثال:
f (x) = (x -3)2 	

تابع با قانون بالا و دامنة ]7 , ١[ کی جواب این مسئله است.
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