
در بخش های قبل برای محاسبه حد توابع، با دو روش تکمیل جدول و رسم نمودار آشنا شدید. همان طور که 
مشاهده کردید تکمیل جدول زمان بر و رسم نمودار بعضی از توابع نیز مشکل است. در این بخش به بیان قضایایی 

درباره حد می پردازیم که با استفاده از آنها، حد بسیاری از توابع را می توان به آسانی محاسبه کرد.

lim ( )
x

g x
→−

=
1

 …        lim ( )
x

g x
→

=
3

 …

قضیه: 

lim
x a

c c
→

= الف( حد تابع ثابت f (x)  =c  در هر عدد دلخواه a برابر مقدار ثابت c است. یعنی،                         

lim
x a

x a
→

= ب( حد تابع همانی  g (x) =x در هر عدد دلخواه a، برابر a است. یعنی،                                       

3 باشد. با توجه به نمودار تابع،  مقدار 
2

الف( فرض کنید f تابع ثابت 
حدهای زیر را بیابید.

lim ( )
x

f x
→−

=
1

 …             lim ( )
x

f x
→

=
3

 …

ب) فرض کنید g تابع همانی باشد، یعنی برای هر عدد حقیقی x داشته 
باشیم  g  (x)   = x . با توجه به نمودار، مقدار حدهای زیر را بیابید.
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y f(x)=
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قضایای حد
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توابع f (x) = 2x +1  و g (x)  =x2  را در نظر بگیرید.
الف( با توجه به نمودار توابع f  +g ،g ،f و f-g، مقدار حدهای خواسته شده را بیابید.

ب( با استفاده از قسمت )الف(، درستی این تساوی ها را بررسی کنید.

( )
( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
→ → →

→ → →

+ = +

− = −
1 1 1

1 1 1

x x x

x x x

f x g x f x g x

f x g x f x g x
( )
( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
→ → →

→ → →

+ = +

− = −
1 1 1

1 1 1

x x x

x x x

f x g x f x g x

f x g x f x g x

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

=         =      +y f (x)     x     2    1

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1
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3

4

x

y

y g(x)  x= = 2
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-2

-1

0
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4

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1
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3

4

x

y

= +y f (x) g(x)

x x= + +2 2 1

= −y f (x) g(x)

x= + − 2x2 1

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

= +y f (x) g(x)

x x= + +2 2 1

= −y f (x) g(x)

x= + − 2x2 1

lim ( )
x

g x
→1

= ... lim ( )
x

f x
→1

= ...

( )lim ( ) ( )
x

f x g x
→

−
1

= ... ( )lim ( ) ( )
x

f x g x
→

+
1

= ...
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، آن گاه  lim ( )
x a

g x L
→

= 2 lim و  ( )
x a

f x L
→

= 1 قضیه: اگر دو تابع f و g در نقطه x  =a حد داشته باشند و 

الف( )حد مجموع( مجموع این دو تابع در x  =a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

+ = + = +1 2

ب( )حد تفاضل(  تفاضل این دو تابع در x  =a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

− = − = −1 2

پ( )حد حاصل ضرب( حاصل ضرب این دو تابع در x   =a حد دارد و داریم:

( ) ( ) ( )lim ( ) ( ) lim ( ) . lim ( ) .
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

= = 1 2

f در x  =a حد دارد و داریم:
g

ت( )حد خارج قسمت( به شرط آنکه L2≠0، تابع 
lim ( )( )lim ( ) lim ( )
x a

x a
x a

f x Lf x
g x g x L

→
→

→

= = 1

2

lim موجود و c یک عدد دلخواه است. با استفاده از قضیهٔ فوق، توضیح دهید چرا تساوی های زیر برقرارند؟ ( )
x a

f x
→

فرض کنید 

lim )الف ( ) lim ( )
x a x a

cf x c f x
→ →

=

) )ب )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

=
2

2

) )پ )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

− = −  

lim )ت ( ) lim ( )x a
x a

f x f x→
→

=1 1  ) lim ( )
x a

f x
→

)به شرط آنکه 0≠

کاردرکلاس 
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 تذکر: قضیه قبل را می توان برای سه تابع و بیشتر نیز بیان کرد. یعنی، اگر n یک عدد طبیعی و توابع fn ،...، f1 همگی در 
نقطه x  =a حد داشته باشند، آن گاه:

 
( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n

x a x a x a
f x f x f x f x

→ → →
+ + = + +1 1 

 

 
( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n

x a x a x a
f x f x f x f x

→ → →
× × = × ×1 1 

 

( ) ( )lim ( ) lim ( )
→ →

=
n

n

x a x a
f x f x به ویژه، اگر تابع f در نقطه x  =a حد داشته باشد آن گاه:                                                  

lim n n

x a
x a

→
= که در حالت خاص، اگر تابع f را تابع همانی f (x) =x انتخاب کنیم، نتیجه می شود:                               

) را در نظر بگیرید. )
x

g x
x x

<
=  − ≥

3 1

4 1
)    و    ) x x

f x
x x

 − <= 
− ≥

21 2

5 2
 مثال: دو تابع   

f را در نقطه x  =2 به دست آورید.
g

حد توابع f.g ،f      - g ،f    + g و 
 حل: ابتدا حد دو تابع f و  g را در نقطه x  =2 محاسبه می کنیم. برای این منظور، نمودار دو تابع را رسم می کنیم.

. lim ( )
x

g x
→

=
2

2 lim و  ( )
x

f x
→

= −
2

3 با توجه به نمودارها داریم:  
اکنون با استفاده از قضیه، به محاسبه حدهای مورد نظر می پردازیم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = + = − + = −
2 2 2

3 2 1

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

− = − = − − = −
2 2 2

3 2 5

( ) ( )( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )( )
x x x

f x g x f x g x
→ → →

= = − = −
2 2 2

3 2 6

lim ( )( )lim ( ) lim ( )
x

x
x

f xf x
g x g x

→
→

→

−= =2

2
2

3
2

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

3

y g(x)=
-2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

0

1

2

-4

x

y

y f (x)=



134

 مثال: 

1( lim ( ) lim lim lim
x x x x

x x x x
→ → → →

+ − = + −4 4

2 2 2 2
3 1 3 1

( lim ) lim lim
x x x

x x
→ → →

= + −4

2 2 2
3 1

( ) ( )= + − = + − = +
4

2 3 2 1 4 3 2 1 3 3 2

2( ( ) ( )lim | | lim lim | | | |
x x x

x x x x
→ → →

= × = × =
3 3 3

3 3 9

3(

الف( مقدار حدهای زیر را بیابید.

1( lim
x

x
→−

4

1

2( lim ( | | )
x

x x
→

− +3

10
5 6 1

3( lim
x

x x
x x→

+ +
− +

2

32

4 4

4 7 1

4( [ ]lim
x

x x
x→

−
−1

2
1

ب( نمودار تابع f در شکل روبه رو رسم شده است. 
lim را بیابید. ( )

x
x f x

→2
مقدار 

قضیه:
) در هر نقطه دلخواه a حد دارد و مقدار حد با  ) n n

n np x b x b x b x b−
−= + + + +1
1 1 0 هر چند جمله ای مانند 

مقدار چند جمله ای در نقطه a برابر است. یعنی:

lim( )n n n n
n n n n

x a
b x b x b b a b a b− −

− −→
+ + + = + + +1 1

1 0 1 0 

-1 1 2 3 4 5

-1

0

1
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4

x

y

y f (x)=

کاردرکلاس 

limlim ( )
( )

lim lim ( ) lim
xx

x
x x

xx
x

x x x

→→

→
→ →

 
  ++   ++  = = = =− − − −

2

2
2112

22
1

1 12
2 2

4 74 7 14 74 7 2 16
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) را در نظر بگیرید. )
x

g x
x

− ≤
= − >

2 2

1 2
) و  )

x
f x

x

≤
=  >

4 2

3 2
دو تابع  

الف( ضابطه تابع f  +g را بیابید.
ب( نمودار توابع g ،f و f  +g را رسم کنید.

پ( آیا حد دو تابع  f و g در x   =2 وجود دارد؟
ت( آیا حد تابع f   +g در x   =2 وجود دارد؟

حد  محاسبه  برای  مجموع  حد  قضیه  از  می توان  آیا  ث( 
f  +g در x    =2 استفاده کرد؟ چرا؟
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برای استفاده از قضیه حد مجموع، حد تفاضل و …، ابتدا باید توجه کنیم که حد توابع f و g در نقطه x   =a موجود 
باشند.
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شده  رسم   ( ) = +1f x x تابع  نمودار  روبه رو  در شکل 
است.

lim را بیابید.
x

x
→

+
3

1 الف( با توجه به نمودار، مقدار حد 

lim  برقرار است؟ lim( )
x x

x x
→ →

+ = +
3 3

1 1 ب( آیا تساوی 

فرض کنید توابع f و g در یک همسایگی محذوف نقطه a تعریف شده اند.

lim وجود دارند؟ چرا؟ ( )
x a

g x
→

lim و  ( )
x a

f x
→

) موجود باشد، آیا می توان نتیجه گرفت  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ الف( اگر 

lim نیز وجود دارد. ( )
x a

g x
→

lim موجود باشند، آن گاه  ( )
x a

f x
→

) و  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ ب( ثابت کنید اگر 
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x
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y x= +1

قضیه: 
فرض کنید تابع f در نقطه a حد دارد.

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

= اگر تابع f در یک همسایگی محذوف a نامنفی باشد آن گاه داریم:                                                          

) در یک همسایگی a تعریف شده باشد، آن گاه داریم: )n f x به طور کلی، برای هر عدد طبیعی n، اگر 

lim ( ) lim ( )n n
x a x a

f x f x
→ →

=

 مثال:

1( lim n n

x a
x a

→
= )برای nهای زوج a باید مثبت باشد( 

2( 
lim( )lim ( )

lim lim( ) lim( ) ( )
xx

x
x x

xx
x
x x x

→→
→

→ →

−− −− = = = = −− − − −
11

1
1 1

2 12 1 2 1 12 1 1
3 4 3 4 3 4 3 1 4
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نمودارهای توابع f  (x)=  sin x و g  (x)=  cos x در زیر رسم شده اند.

الف( مقدار حدهای زیر را بیابید.

1( lim sin
π→

=
6

x
x  …     2( lim sin

x
x

→π
=  …

3( lim cos
π→

=
6

x
x  …     4( lim cos

x
x

→π
=  …

sin برابر است؟ ( )π
6

π با مقدار 
6

ب( آیا مقدار حد تابع f  (x)=sin x در 

cos برابر است؟ ( )π
6

π با مقدار 
6

پ( آیا مقدار حد تابع g  (x)=cos x در 

 فعالیت 

حد توابع مثلثاتی

،a قضیه: برای هر عدد حقیقی
lim sin sin
x a

x a
→

= lim   و    cos cos
x a

x a
→

=

  مثال:

lim ( cos sin ) cos ( ) sin( ) ( ) /
x

x x
π→

π π− = − = − =2 2 2

6

3 12 2 4 2 5
6 6 2 2
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2

−π− π2 π π2π
2

1
2

π
6

f( )= sin

-2

-1

0

2

−π− π2 π π2π
2

π
6

x x

g( )= cosx x
3
2
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مقدار حدهای زیر را بیابید.

1( coslim
x

x
x→−π

π

2( sinlim cosx

x
xπ→

3

 تذکر: همه قضایا و فعالیت های بیان شده دربارهٔ حد )دوطرفه(، برای حد چپ و حد راست نیز برقرارند. به عنوان مثال، اگر 
حد چپ توابع f و g در a موجود باشند، آن گاه: 

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
− − −→ → →

+ = +

 مثال: 

1( 
بار

lim lim ( ) ( lim ) ( lim )
n

n n

x a x a x a x a
x x x x x a a a

+ + + +→ → → →
= × × = × × = × × =



  

2( 
( )lim [ ] lim lim [ ][ ]lim

lim ( ) lim lim
x x x

x
x x x

x x x x
x x

x x x

− − −

−

− − −

→ → →

→
→ → →

− −− −= = = =
+ + +

1 1 1
2 2 21

1 1 1

1 0 1
3 32 2 2

3( lim (cos sin ) cos( ) sin( )
x

x x
+→

− = − =
0

0 0 1

lim را بیابید. [ ]x

x
x+→

−
+2

2
2

مقدار حد 

کاردرکلاس 
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1  مقدار حدهای زیر را بیابید.

)lim )الف )
x

x
→

− 3

9
9 lim )ب             ( )

x
x x

→−
− − +7 2

1
6 4 5

  

) )پ )( )lim
( )( )→ −

+ π +
+ +35

3

3 5

3 6 1x

x x

x x
lim )ت           

x

x
x+

→

−
−

2

2
2

1

4
lim )ث   

x
x x

→
+2

1
2

4 6  

sinlim )ج cosx

x
x x+→ +0

| )چ               cos |lim
x

x
xπ→ − π

2

         

. آیا می توان گفت f حتماً تابع ثابت 3 است؟ lim ( )
x

f x
→

=
2

3 lim و  ( )
x

f x
→

=
1

3 2   فرض کنید f یک تابع باشد، به طوری که 

. ( )lim
x

g x

x→
=

−22
4

1
3  تابع g را به گونه ای تعریف کنید که داشته باشیم: 

. آیا عکس این مطلب نیز برقرار است؟ ( )lim ( )
x a

f x L
→

− lim آن گاه 0= ( )
x a

f x L
→

= 4  نشان دهید اگر 

 تمرین 
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5  توابع زیر را در نظر بگیرید.

    y  =3x  +2        ,   y  =x2-1        ,   y  =[x]-1        x
y

x

− <
=  >

2 1

2 1

الف( مقدار حد هر یک از توابع فوق در x    =1 را )در صورت وجود( بیابید.
ب( با انتخاب توابع f و g از بین چهار تابع فوق، جدول زیر را کامل کنید.

…=  f   (x)  = …g   (x)  = …f   (x)+g  (x)هر سه تابع g ، f و f  +g در 1 حد دارند.

… =  f   (x) = …g   (x)  = …f   (x) g  (x)تابع f.g در 1 حد دارد اما تابع f در 1 حد ندارد.

f در 1 حد راست ندارد.
g

)… =  f   (x)  = …g   (x)توابع f و g در 1حد راست دارند اما تابع  )
( )

=f x
g x

 …

… =  f   (x)  = …f   2(x)تابع f   2 در 1 حد دارد اما تابع f در 1 حد ندارد.

f در 1 حد ندارد. )… =f   (x)تابع f در 1 حد دارد اما تابع  ) =f x  …

6  اگر حد تابع f در a موجود باشد اما تابع g در a حد نداشته باشد در مورد وجود حد تابع f  +g در a چه می توان گفت؟

7  مقدار b را طوری تعیین کنید که تابع زیر در x    = -1 حد داشته باشد:

[ ]
( ) | |

x x
x

f x x

x b x

 + < −= 
 + > −

2

1

3 1

 

8   در شکل زیر نمودار توابع f و g رسم شده اند. با استفاده از نمودارها، مقدار حدهای زیر را بیابید.

( )lim ( ) ( )
x

g x f x
→−

−
2

2

( )lim ( )x

g x
f x→0

lim ( )
x

g x
→−

−
3

3

lim ( )
x

g x
→

3
2

8

y

x
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