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پودمان سومپودمان سوم
مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و 
پیوستگی تابع ها

انجام مي شوند.  اكثر تغييرات كميت ها در طبيعت به صورت تدريجي و پيوسته 
اما در برخي موارد به نظر مي رسد اين تغييرات ناگهاني و ناپيوسته هستند. براي 
زمان ها  برخي  در  مي شود  ديده  بالا  شكل  در  كه  آونگي  حركت  سرعت  مثال، 
به طور ناگهاني كم يا زياد مي شود. اگر آونگ سمت چپ را به بالا بريم و رها كنيم، 
سرعت آونگ به طور تدريجي و پيوسته افزايش ميي ابد، اما با برخورد با آونگ 
ساكن، به یکباره آونگ سمت چپ مي ايستد و سرعت آونگ صفر مي شود. پس 
از مدتي، مجدداً با برگشت انرژي، اين آونگ سرعت مي گيرد و اين حركت تكرار 

مي شود.
در اين مثال، كميت سرعت آونگ در برخي نقاط تغييرات دفعي و ناپيوسته دارد 

و در نقاط ديگر تغييرات تدريجي و پيوسته دارد.
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1ـ حدهای یک طرفه و دوطرفه

حمید به هنگام محاسبة حد برخی تابع ها به نکتة خاصی پی برد.
حمید پرسید: برای محاسبة حد برخی تابع ها در یک نقطه مانند a، می توان متغیر x را هم با مقادیر بزرگ تر 
از a و هم با مقادیر کوچک تر از آن به a نزدیک کرد. وقتی در محاسبة حد یکی از این تابع ها متغیر x را 
با مقادیر کوچک تر از a به آن نزدیک کردم، مقادیر تابع به عدد 5 نزدیک شدند. ولی وقتی متغیر x را با 
مقادیر بزرگ تر از a به آن نزدیک کردم، مقادیر تابع به عدد 2 نزدیک شدند. در چنین وضعیتی، حد تابع 

در a کدام مقدار خواهد بود؟
دبیر گفت: جواب سؤال شما را خواهم داد؛ ولی قبل از صحبت کردن دربارة این وضعیت ها، بهتر است این 
تابع سه حالت می تواند داشته  به دامنة یک  نقطة حدگیری نسبت  نام گذاری کنیم. وضعیت  را  حالت ها 

باشد. فرض کنید تابعی در بازة (a , b) تعریف شده باشد و c نقطه ای از دامنة تابع باشد.

حالت )1(: اگر نقطة حدگیری a باشد، از نقاط دامنة تابع، 
فقط با مقادیر بزرگ تر از a می توان به a نزدیک شد.

در این حالت، مقادیر متغیر، فقط سمت راست a خواهند 
نوع حدگیری،  برای مشخص کردن  به همین دلیل  بود. 

این نوع حدگیری را حد یک طرفة راست می نامند.

حالت )2(: اگر نقطة حدگیری b باشد، از نقاط دامنة تابع، 
فقط با مقادیر کوچک تر از b می توان به b نزدیک شد.

در این حالت، مقادیر متغیر،  فقط سمت چپ b خواهند 
نوع حدگیری،  برای مشخص کردن  به همین دلیل  بود. 

این نوع حدگیری را حد یک طرفة چپ می نامند.

با مقادیر  با مقادیر بزرگ تر و هم  تابع، هم  از نقاط دامنة  باشد،   c حالت )3(: اگر نقطة حدگیری 
از c می توان به c نزدیک شد. یعنی دامنة تابع دو طرف نقطة c را در بردارد.  کوچک تر 

نوع  برای مشخص کردن  دلیل  به همین  بود.  c خواهند  در دو طرف  متغیر  مقادیر  این حالت،  در 
می نامند. دو طرفه  حد  را  حدگیری  نوع  این  حدگیری، 

اگر  بوده است. در حدهای دوطرفه،  بررسی کردم، یک حد دوطرفه  که من  حمید گفت: پس، آن حدی 
یک بار متغیر را فقط از چپ و یک بار متغیر را فقط از راست به نقطة حدگیری نزدیک کنیم، ممکن است 

مقادیر تابع به اعداد متفاوتی نزدیک شوند. دربارة این اعداد چه باید بگوییم؟

xa b0 c

y
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دبیر گفت: در حدهای دوطرفه در یک نقطه، اگر متغیر را فقط از سمت چپ به آن نقطه نزدیک کنیم و 
حدی برای مقادیر تابع به دست آوریم، آن را حد چپ تابع در آن نقطه می نامند. به طور مشابه، اگر متغیر 
را فقط از سمت راست به آن نقطه نزدیک سازیم و حدی برای مقادیر تابع به دست آوریم، آن را حد راست 
تابع در آن نقطه می نامند. روشن است که اگر این دو مقدار مساوی نباشند، مقادیر تابع به عدد خاصی 
نزدیک نشده اند و باید بگوییم تابع در این نقطه حد ندارد. اما اگر این دو مقدار مساوی باشند، می توانیم 
بگوییم تابع در این نقطه حد دارد و حد آن همان مقدار یکسان حد چپ و حد راست در آن نقطه است. 

مثال 1

) با دامنة (2 , 2-) را از لحاظ یک طرفة چپ و یک طرفۀ  )f x x= − 24 چگونگی حد تابع 
راست و دوطرفه بودن، در نقاط 2 و 2- و صفر بررسی کنید.

نقطة 2-  ، یک حد یک طرفة  تابع در  این  حد 
راست است، زیرا از نقاط دامنة این تابع، فقط 
از راست می توان به 2- نزدیک شد. اما حد این 
تابع در نقطة 2، یک حد یک طرفه چپ است. 
زیرا، از نقاط دامنة این تابع، فقط از چپ می توان 
به 2 نزدیک شد. حد این تابع در نقطة صفر، یک 
حد دوطرفه است؛ زیرا از نقاط دامنة این تابع، از 

دو طرف می توان به صفر نزدیک شد.

)  f در دامنة( x دوطرفه باشد. اگر با نزدیک شدن مقادیر a در یک نقطة f فرض کنید حدگیری یک تابع 
از سمت چپ به a، مقادیر f   (x) به عدد L1 نزدیک شوند، عدد L1 را حد چپ f در a می نامند و با 
lim نشان می دهند. این نماد به صورت »حد چپ f در a« یا »حد f  (x) وقتی x از  ( )

x a
f x

−→
نماد 

چپ به a میل می کند« خوانده می شود.
 L2 به عدد f  (x) مقادیر ،a از سمت راست به )  f در دامنة( x به طور مشابه، اگر با نزدیک شدن مقادیر
lim نشان می دهند. این نماد  ( )

x a
f x

+→
نزدیک شوند، عدد L2 را حد راست f در a می نامند و با نماد 

نیز به صورت »حد راست f در a« یا »حد f  (x) وقتی x از راست به a میل می کند« خوانده می شود.
شرط وجود حد دوطرفه در یک نقطه، وجود حد چپ و حد راست در آن نقطه و تساوی این حدهاست. 

مقدار یکسان این حدها، همان حد تابع در آن نقطه است. 

     -2                                                                                     2    
x

y

0
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رابطة حدهای دوطرفه با حد چپ و حد راست در یک نقطه
فرض کنید حدگیری f در نقطة a یک حد دوطرفه باشد. وجود حد f در a معادل با آن است 

که حد چپ و حد راست f در a موجود و مساوی هستند، یعنی:

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x L
− +→ →

= =

مقدار L، همان حد دوطرفة f در a است.

مثال 2

حد چپ و حد راست تابع زیر را )در صورت وجود( در نقطة 4 به دست آورید. آیا این تابع 
در 4 حد دارد؟

( )
x x

g x x
x

+ ≤
= 

+ <

1 4

3 42

با توجه به اینکه قانون تابع در دو طرف 4 با هم متفاوت است، حد چپ و حد راست در 4 را جداگانه 
محاسبه می کنیم. قانون این تابع در سمت چپ 4 به صورت x + 1 و در سمت راست 4 به صورت 

x است. بنابراین: + 32
lim ( ) lim ( )

x x
g x x

− −→ →
= + =

4 4
1 5

lim ( ) lim ( )
x x

x
g x

+ +→ →
= + =

4 4
3 52

ملاحظه می شود حد چپ و حد 
راست در 4 مساوی هستند، این 
تابع در 4 حد دارد و حد آن عدد 
5 است. نمودار این تابع نیز نشان 
می دهد که با نزدیک شدن متغیر 
از چپ و از راست به 4 ، مقادیر 

تابع به 5 نزدیک می شوند.
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=
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مثال 3
حد چپ و حد راست تابع زیر را )در صورت وجود( در نقطة 3 به دست آورید. آیا تابع در 3 

حد دارد؟

( )
x x

f x x
x

− <
= 

+ <

1 3

3 33

x است. بنابراین: + 33 قانون این تابع در سمت چپ 3 به صورت x - 1 و در سمت راست 3 به صورت 

lim ( ) lim ( )
x x

f x x
− −→ →

= − =
3 3

1 2

lim ( ) lim ( )
x x

x
f x

+ +→ →
= + =

3 3
3 43

 3 در  راست  حد  و  چپ  حد  اینکه  به  توجه  با 
مساوی نیستند، این تابع در 3 حد ندارد. نمودار 
تابع، تفاوت حد چپ و حد راست در نقطة 3 را 

می دهد. نشان 

مثال 4

بگیرید. حد  نظر  در  روبه رو  نمودار  با  را   f تابع 
 چپ و حد راست و وجود حد این تابع را در نقطة

x = 5 بررسی کنید.

نمودار نشان می دهد که وقتی از سمت راست روی 
محور طول ها به 5 نزدیک می شویم، مقدار تابع روی 
از  اما، وقتی  محور عرض ها به 3/5 نزدیک می شود. 
سمت چپ روی محور طول ها به 5 نزدیک می شویم، 
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مقدار تابع روی محور عرض ها به 3 نزدیک می شود. بنابراین، این تابع در 5 حد ندارد ولی حد چپ 
و حد راست دارد. 

lim ( )
x

f x
−→

=
5

3

lim ( ) /
+→

=
5

3 5
x

f x

مثال 5

 و قانون زیر در نظر بگیرید. تابع S را با دامنة 

( )
x

S x x

x x

− <


= =


+ <
2

1 0
0 0

1 0

وضعیت حد این تابع را در نقاط 2، صفر و 2- تعیین کنید و بیان کنید این تابع در چه نقاطی 
حد دارد و در چه نقاطی حد ندارد؟

اعداد  است.  روبه رو  شکل  مانند  تابع  این  نمودار 
در  تابع  قانون  و  هستند  مثبت   ۲ نقطة  نزدیک 

بنابراین: است.   x 2 + 1 صورت  به   ۲ نزدیک 

lim ( ) lim ( )
x x

S x x
→ →

= + =2
2 2

1 5

به طور کلی، اگر a یک عدد مثبت باشد، اعداد 
 S نیز مثبت خواهند بود و قانون تابع a نزدیک
 S است. پس تابع x 2 + 1 به صورت a در نزدیک

در a حد دارد و حد آن برابر a 2 + 1 است.
اعداد نزدیک نقطة ۲- منفی هستند و قانون تابع در نزدیک ۲- به صورت S  (x) = -1 است. بنابراین:

lim ( ) lim ( )
→− →−

= − = −
2 2

1 1
x x

S x

 b در نزدیک S نیز منفی خواهند بود و تابع b یک عدد منفی باشد، اعداد نزدیک b به طور کلی، اگر
به صورت تابع ثابت S  (x) = -1 است. پس تابع S در b حد دارد و حد آن برابر 1- است.  

اما قانون تابع S در دو طرف صفر با هم متفاوت است. حد چپ و حد راست این تابع را در صفر بررسی 
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می کنیم. در سمت چپ صفر، S تابع ثابت 1- است. اما، در سمت راست صفر، قانون S به صورت 
x2  +  1 است. پس:

lim ( ) lim ( )
x x

S x
− −→ →

= − = −
0 0

1 1

lim ( ) lim ( )
x x

S x x
+ +→ →

= + =2
0 0

1 1

با توجه به مساوی نبودن حد چپ و حد راست در صفر، تابع S در صفر حد ندارد.

تابع های زیر را در نظر بگیرید. با بررسی حد چپ و حد راست در نقاط داده شده، وجود حد در 
این نقاط را بررسی کنید.

.  x = 0 در ( ) x x x
f x

x x

 + <= 
− <

2 0
1 0

الف(    

.  x = 1 در ( )
x x x

g x x

x x x

 − <


= =


− <

2

2

2 1
5 1

5 4 1

ب(   

.  x = 2 با نمودار روبه رو در h پ( تابع

کار در کلاس1
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١  نمودار یک تابع به صورت زیر داده شده است. وجود حد این تابع را در نقاط 2-  ، صفر، 2 

و 3 بررسی کنید.

٢  آیا تابع زیر در x = 2 حد دارد؟

( ) x x
g x

x x

 − ≤= 
− <

22 2
4 2

 به شکل زیر است. آیا این تابع در صفر حد دارد؟ حد  3  نمودار تابع |   f   (x) = |x با دامنة 

آن را در صورت وجود بیابید.
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٤  تابع دو ضابطه ای زیر را در نظر بگیرید. 

( )
ax x

g x
x a x

+ < −= 
+ − <

2
2 1

1
	

الف( آیا این تابع در نقطة x = -1 حد چپ و حد راست دارد؟

ب( a را به گونه ای تعیین کنید که این تابع در نقطة x = -1 حد داشته باشد.

٥  نمودار تابعی را رسم کنید که دامنۀ آن بازۀ ]5 , 0[ باشد و حد چپ و حد راست در نقطة 

x = 4 آن با هم متفاوت باشند.

 معرفی کنید که حد چپ آن در نقطۀ 2 برابر 1- و حد راست آن در  ٦  تابعی با دامنۀ 

نقطۀ 2، برابر 5 باشد.

٧  تابعی دو ضابطه ای بنویسید که در صفر حد راست داشته باشد، ولی در صفر حد چپ 

باشد. نداشته 
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2ـ پیوستگی تابع ها

امروز، حمید سؤال جالب توجهی را مطرح کرد.
حمید گفت: در مسئلة یافتن ارتفاع هواپیما در لحظة 
اصابت موشک، به دلیل آنکه آن لحظه در دامنة تابع 
نبود ما ناچار بودیم از حدگیری استفاده کنیم. اما، در 
لحظه هایی که ارتفاع هواپیما را داریم، اگر از حدگیری 
استفاده کنیم، آیا همان ارتفاع هواپیما در آن لحظه ها 

به دست می آید؟
سعید گفت: من فکر میک نم، وقتی ارتفاع هواپیما را 
در یک لحظة خاص بدانیم، به حدگیری نیازی نداریم. 
اما اگر از روش محاسبة حد استفاده کنیم، مگر ممکن 

است عدد دیگری به دست آید؟ 
دبیر گفت: به دلیل پیوستگی حرکت هواپیما، حدِ تابعِ 
ارتفاعِ هواپیما در هر لحظه، همان ارتفاعِ هواپیما در 
همان لحظه )یعنی، مقدار تابع در آن نقطه( می باشد. 

x

y

حمید گفت: آیا چنین وضعیتی برای همة تابع ها برقرار است؟ 
دبیر گفت: خیر، در حالت کلی این طور نیست. تابع هایی که تغییرات آنها تدریجی نیست بلکه دفعی و 

ناگهانی است، این خاصیت را ندارند. برای مثال تابعی را با نمودار صفحۀ بعد در نظر بگیرید.
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این تابع در نقطة x = 2 حد ندارد ولی حد چپ و حد راست دارد که با هم متفاوت هستند. تابع در این 
نقطه تغییرات دفعی دارد و مقدار تابع برابر حد چپ یا حد راست نیست. 

به عنوان مثال، آونگی را به شکل روبه رو  در نظر بگیرید 
که از چند آونگی که با هم در تماس هستند، تشکیل 

شده است. 
سرعت  می کنیم.  رها  و  برده  بالا  را  چپ  سمت  آونگ 
ابتدا سرعت  این آونگ تابعی از زمان است. آونگ در 
یکباره  به  بعدی  آونگ  به  برخورد  با  ولی  می گیرد 
انتقال حرکت،  با  تا مدتی ساکن می ماند.  و  می ایستد 
ارتفاع  بالاترین  به  و  می گیرد  سرعت  مجدداً  ناگهان 
دوباره  و  می کند  لحظه ای  توقف  آنجا  در  می رسد. 
به  سمت پایین سرعت می گیرد و مجدداً در برخورد با 
آونگ بعدی به یکباره می ایستد. این حرکت به تعداد 
زیاد تکرار می شود. سرعت آونگ در لحظات برخورد 
با آونگ بعدی تغییرات دفعی دارد و سرعت آونگ به 

می شود. صفر  یکباره 
برای دیدن وضعیت تابع هایی که تغییرات دفعی دارند و نمودار آنها گسستگی دارد و وضعیت تابع هایی که 

تغییرات تدریجی دارند و نمودار آنها پیوستگی دارد، فعالیت صفحه بعد را انجام دهید.
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) با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده  )
x x x

f x
x x x

− + ≤ ≤= 
− + + < ≤

2

2
6 0 3

6 2 3 5
1   نمودار تابع 

است.
الف( از روی نمودار تابع، حد چپ، حد راست و حد این تابع 

را در نقطة x = 3 بررسی کنید.

ب( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

) با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده است. ) x x x
g x

x

− + ≠= 
=

2 6 3
11 3

٢  نمودار تابع 

الف( از روی نمودار تابع، حد این تابع را در نقطة x = 3 بررسی 

کنید.

ب( آیا حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه، مساوی 
است؟

پ( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

فعالیت 1
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تعریف

٣  نمودار تابع h  (x) = -x2 + 6x با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده است.

الف( از روی نمودار تابع، حد این تابع در نقطة x = 3 را بررسی 
کنید. 

ب( آیا حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه، مساوی 
است؟

پ( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

در این فعالیت، وضعیت سه تابع را از لحاظ پیوستگی نمودار و حد تابع در یک نقطه بررسی کردید. 
مشاهده می کنیم که وقتی حد تابع در یک نقطه وجود ندارد )وضعیت 1( یا اگر وجود دارد، مقدار حد 
 با مقدار تابع در آن نقطه مساوی نیست )وضعیت 2(، نمودار تابع در آن نقطه دارای گسستگی است.
است  نقطه مساوی  آن  در  تابع  مقدار  با  و  است  موجود  نقطه  در یک  تابع  در وضعیتی که حد  اما 
)وضعیت 3(، نمودار تابع در آن نقطه گسستگی ندارد. در چنین وضعیتی می گویند تابع در آن نقطه 

پیوسته است. به طور کلی، تعریف پیوستگی یک تابع به شکل زیر است.

پیوستگی تابع
تابع f و یک نقطة a از دامنة آن را در نظر بگیرید. می گوییم تابع f در نقطة a پیوسته است، 
. در غیر این صورت می گوییم تابع f در  lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
= هرگاه حد f در a موجود باشد و 

نقطة a ناپیوسته است.
اگر تابعی در همة نقاط دامنة خود پیوسته باشد، آن را تابعی پیوسته می نامند.

پیوسته  می بریم  به کار  آنها  توصیف  برای  که  تابع هایی  و  دارند  پیوستگی  طبیعی  پدیده های  اکثر 
می باشند. 
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مثال 6

 x   =   2 و x   =  0 در نظر بگیرید و پیوستگی آن را در نقاط  تابع f را با قانون زیر و دامنة 
بررسی کنید.

( ) x xf x
x

 ≠= 
=

2 0
3 0

 .f   (0)  =  3 اما  است،  صفر  برابر   x  = 0 در  تابع  این  حد 
است. ناپیوسته  صفر  در  تابع  این  بنابراین، 

نقاط  برای   f تابع  قانون  و  هستند  ناصفر   2 نزدیک  نقاط 
بنابراین:  است؛   x2 همان   2 نزدیک 

lim ( ) lim
x x

f x x
→ →

= = =2 2
2 2

2 4

از طرف دیگر f    (2) = 22 = 4، بنابراین 

lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
2

2 	

یعنی تابع f در نقطۀ 2 پیوسته است.

مثال 7

 در نظر بگیرید. پیوستگی تابع را در نقطة x = 1 بررسی  تابع g را با قانون زیر و دامنة 
کنید.

( ) x xg x
x x

 − ≤= 
+ <

23 1
1 1

.g  (1) = 3 - 12 = 2 برابر 2 می باشد، زیرا x = 1 مقدار این تابع در
 x = 1 از آنجا که قانون تابع در دو طرف 1 با هم متفاوت است، حد چپ و حد راست این تابع را در

جداگانه بررسی می کنیم.

      -3      -2      -1     0        1       2       3      

5

4

3

2

1

-1

x

y



81

lim ( ) lim ( )
x x

g x x
+ +→ →

= + = + =
1 1

1 1 1 2

lim ( ) lim ( )
x x

g x x
− −→ →

= − = − =2 2
1 1

3 3 1 2

حد چپ و حد راست در نقطة x = 1 وجود دارند و با هم 
مساوی هستند، پس حد تابع در این نقطه موجود است و 
همان عدد 2 است. مقدار تابع در این نقطه نیز 2 می باشد. 

بنابراین، تابع در این نقطه پیوسته است.

مثال 8

 پیوسته است؟ آیا تابع |  f  (x) = |x با دامنة 

را  تابع  مقدار  و  تابع  این  حد  برابری  باید 
مثال  این  در  کنیم.  بررسی  نقاط  همة  در 
می توانیم در سه حالتِ مثبت و منفی و صفر 

بودنِ اعداد، پیوستگی را بررسی کنیم.
اگر a یک عدد مثبت باشد، xهای ) به اندازه 
کافی( نزدیک a نیز مثبت هستند. بنابراین: 

lim ( ) lim | | lim
x a x a x a

f x x x a
→ → →

= = =

f   (a) = |a  | = a    :داریم a با توجه به مثبت بودن
lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= در نتیجه 

اگر a یک عدد منفی باشد، xهای )به اندازه کافی( نزدیک a نیز منفی هستند و در نتیجه مقادیر 

f  (x) برابر x- هستند. بنابراین: 
lim ( ) lim | | lim ( )
x a x a x a

f x x x a
→ → →

= = − = −

. lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= با توجه به منفی بودن a داریم f   (a)  =  |a  |  =  -a. بنابراین
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اگر a = 0، حد چپ و حد راست این تابع در 
صفر، برابر صفر است، بنابراین:

lim | | | |
x

x
→

= =
0

0 0

 در  به این ترتیب، حد تابع |  x| با دامنة 
همة نقاط مثبت و منفی و صفر برابر مقدار 
پیوسته  تابع،  این  و  است  نقاط  آن  در  تابع 

است.

بسیاری از تابع هایی که می شناسیم پیوسته 
 x تابع  و   b  x نمایی  تابع   ،cos x و   sin x تابع های  چندجمله ای،  تابع های  مثال،  برای  هستند. 

پیوسته هستند. برای هر نقطة a از دامنة این تابع ها داریم:

lim sin sin
x a

x a
→

=
	

lim cos cos
x a

x a
→

=
	
	

lim
x a

x a
→

= 	

  -5      -4      -3     -2      -1      0       1       2       3       4      5       

6

5

4

3

2

1

-1

xa

y

a a− =

xa

y

a a− =

     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7    

1

-1

x

y

sin(a)
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lim x a

x a
b b

→
=

	

x
a

y

ab

مثال 9

) با دامنة (∞+ , 0] در نقطة x = 9 پیوسته است؟ )g x x x= −4 آیا تابع 

. ( )g = − =9 4 9 9 3 مقدار این تابع را در x = 9 به دست می آوریم. داریم: 

lim ( ) lim( ) lim lim ( )
x x x x

g x x x x x g
→ → → →

= − = − = − = =
9 9 9 9

4 4 4 9 9 3 9

بنابراین، این تابع در نقطة x = 9 پیوسته است. 
تابع،  این  دامنة  از  دیگر  نقطۀ  هر  در  بالا  محاسبة 
نقاط  همۀ  در  تابع  این  یعنی  دارد  مشابهی  نتیجۀ 

است. پیوسته  خود  دامنة 
9

3

x

y

 
x
1 سعید گفت: در کتابی خوانده ام که تابع 

} پیوسته است. }− 0
با دامنة 

اگر a نقطه ای از دامنة این تابع باشد، داریم 
a ≠0. ، با استفاده از حد تقسیم دو تابع داریم:

lim
lim lim

x a
x a

x a
x x a

→
→

→

= =
11 1

 
a
1

برابر   a نقطه  در  تابع  مقدار  طرفی  از 

است. پیوسته  تابع  این  بنابراین،  است. 

x

y

a
1

a

گفتگو
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کار در کلاس1

سعید ادامه داد: من فکر میک ردم نمودار تابع های پیوسته نباید گسستگی داشته باشند، اما نمودار این 
تابع از دو قسمت جدا از هم تشکیل شده است. پس چرا آن را پیوسته می نامیم؟

دبیر گفت: ایدة اولیه مفهوم پیوستگی همین است که نمودار تابع های پیوسته نباید گسستگی داشته باشند، ولی 
این ایده در جایی اعتبار دارد که دامنة تابع یک بازه باشد. اگر دامنة یک تابع از اجتماع چند بازۀ جدا از هم تشکیل 

(، نمودار تابع نیز از چند قسمت جدا از هم تشکیل خواهد شد. در  { }− 0
 با دامنۀ 

x
1 شده باشد )مانند تابع 

 این حالت گسستگی نمودار تابع به دلیل چند قسمت بودن دامنة آن است. در مثال ذکر شده دامنه، مجموعۀ
)0 , ∞-( است.   )0  ,  + ∞(

سعید پرسید: آیا از روی نمودار تابع ها می توان پیوستگی آنها را تشخیص داد؟
دبیر گفت: بله. تابع های پیوسته آنهایی هستند که نمودارشان در هر بازه از دامنه شان پیوستگی داشته 

باشند.

1( پیوستگی تابع های زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید.

.t = π در  الف( g  (t ) = sin t + cos t با دامنة 

.x = 0 در ( )
x

x x x
f x

x x

 + ≤= 
− <

2 0

2 0
ب( 

.  x = -1 با دامنة ]1 , 1-[ در ( )h x x= − 21 پ( 

) پیوسته است؟ , )π0 2
) با دامنۀ  ) sin=

1
f x

x
2( آیا تابع 
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مسائل

 در x = 1 پیوسته است؟ نمودار این تابع را رسم کنید. ١  آیا تابع زیر با دامنة 

( )
x x

h x x

x x

 + <


= =
 <

21 1
0 1
2 1

 پیوسته است؟  ٢  آیا تابع زیر با دامنة 

sin
( )

x
x

g x x
x

 ≠= 
 =

0

1 0

٣  تابع f را با قانون زیر و دامنة ]3 , 0[ در نظر بگیرید. نمودار این تابع را رسم کنید. در چه 

نقاطی این تابع ناپیوسته است؟ چرا؟

( )
x

f x x

x

≤ <
= ≤ <
 ≤ ≤

1 0 1
2 1 2
1 2 3

, پیوسته است؟ π 
 
 
0 2 )cos با دامنة  ) sin

x
g x

x
=

−

2

1 ٤  آیا تابع 

 بنویسید که در صفر ناپیوسته باشد. ٥  یک تابع با دامنة 
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 به شکل زیر است. آیا این تابع پیوسته است؟ ٦  نمودار یک تابع با دامنة 

-1             0                 1                2              

2

1

-1

x

y

-9      -8      -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      10

2

1

-1

-2

x

y

تابع  این  آیا  است.  زیر  به شکل   ( , ) ( , ) ( , )−1 0 0 1 1 2  دامنة  با  تابع  ٧  نمودار یک 

است؟ پیوسته 

دامـنـۀ  بـا   ( )
sin

f x
x

= 2
1 تـابـع   8

روبه رو در  نمودار  با  را   ( , ) ( , )π π π0 2

نظر بگیرید.
الف( آیا f در دامنۀ خود پیوسته است؟

ب( بدون محاسبه، مقدار حد تابع f در نقطۀ 

x را روی شکل نشان دهید. π
= 6x

y

7
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4
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-1
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استانداردهای ارزشیابی پودمان سوم

عنوان 
پودمان

تکالیف 
عملکردی 
)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکردی
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان سوم: 
مقایسۀ 
حدهای 

یک طرفه و 
دوطرفه و 
پیوستگی 

تابع ها

انجام محاسبۀ 
حدهای 

یک طرفه و 
حل مسائل دوطرفه

مرتبط با 
تابع های 
پیوسته و 
ناپیوسته

بالاتر از 
حد انتظار

واقعی  زندگی  مسائل  حل  و  مدل سازی   
)مسائل حل نشده در کلاس و کتاب درسی( 
و  دوطرفه  و  یک طرفه  حدهای  با  مرتبط 

تابع ها پیوستگی 

3

حد انتظار
 حل مسائل مشابه مسائل حل شده در کلاس 
و  پیوسته  تابع های  با  مرتبط  درسی  کتاب  و 

ناپیوسته
2

مدل سازی 
وضعیت های 
مسئله ای به 

کمک تابع های 
پیوسته و 
ناپیوسته

پایین تر از 
حد انتظار

 درک و کاربرد صحیح مفاهیم و روابط برای 
تعیین وضعیت و محاسبه حد توابع

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:


